
Betriebswirtschaftliche Forschungsergebnisse

Band 127

Optionspreise und optimale 
Portfolios auf unvollständigen

Kapitalmärkten

Von

Alois Paul Knobloch

Duncker & Humblot  ·  Berlin

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



ALOIS PAUL KNOBLOCH 

Optionspreise und optimale Portfolios 
auf unvollständigen Kapitalmärkten 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



Bet r iebsw i r t scha f t l i che  Forschungsergebnisse 

Begründet  von 

Professor  Dr. Dr. h. c. mult. Erich Kosiol (1899-1990) 

Fortgeführt  von dessen Schülerkreis 

Herausgegeben  von 

Prof.  Dr. Ernst Troßmann 
Universität Hohenheim 

in Gemeinschaft  mit 

Professor  Dr. Oskar Grün 
Wirtschaftsunivcrsität  Wien 

Professor  Dr. Wilfried Krüger 
Justus-Licbig-Univcrsität Gießen 

Professor  Dr. Hans-Ulrich Küpper 
Ludwig-Maximi l ians-Univers i tät München 

Professor  Dr. Gerhard Schewe 
Westfälische Wilhclms-Univcrsi tät Münster 

Professor  Dr. Axel von Werder 
Technische Universität Berl in 

Band 127 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



Optionspreise und optimale 
Portfolios auf unvollständigen 

Kapitalmärkten 

Von 

Alois Paul Knobloch 

Duncker & Humblot · Berlin 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



Die Fakultät Wirtschafts- und Sozialwissenschaften 
der Universität Hohenheim hat diese Arbeit im Jahre 2003 

als Habilitationsschrift  angenommen. 

Bibliografische Information Der Deutschen Bibliothek 

Die Deutsche Bibliothek verzeichnet diese Publikation in 
der Deutschen Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische 

Daten sind im Internet über <http://dnb.ddb.de> abrufbar. 

Alle Rechte vorbehalten 
© 2005 Duncker & Humblot GmbH, Berlin 

Fotoprint: Berliner Buchdruckerei Union GmbH, Berlin 
Printed in Germany 

ISSN 0523-1027 
ISBN 3-428-11630-5 

Gedruckt auf alterungsbeständigem (säurefreiem)  Papier 
entsprechend ISO 9706® 

Internet: http://www.duncker-humblot.de 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8

http://dnb.ddb.de
http://www.duncker-humblot.de


Pro  amore  parentum  gratus 
librum mairi  patrique decesso dedico 

V o r w o r t 

A m schönsten ist immer die Belohnung nach den Mühen. Und diese Be-
lohnung wäre für mich, wenn dieses Buch aus Sicht des Lesers, also aus Ihrer 
Sicht, imstande ist, Erkenntnisgewinn zu schenken, die Gedanken auf neue 
Ideen zu richten und vielleicht noch den einen oder anderen Beitrag zum 
wissenschaftlichen Fortschritt zu leisten. Die Themat ik scheint mir allemal 
lohnend: Die in Theorie und Praxis gängigen Methoden der Optionsbewer-
tung und der Gestaltung von Portfolios greifen auf das Konstrukt idealer Ka-
pi talmärkte zurück, welches realen Gegebenheiten auch als Näherung nicht 
standhält. Welchen Wert aber besitzen Ansprüche, welche zwar relativ zu 
vorhandenen Kapitalmarktpapieren formuliert  werden, die aber mi t diesen 
nicht (vollständig) nachgebildet werden können? Wie kann eine dynamische 
Portfol io-Optimierung  unter Handelsrestriktionen aussehen? Diese Fragestel-
lungen charakterisieren die vorliegende Arbei t , welche im Sommersemester 
2003 als schriftliche Habil i tat ionsleistung von der Fakultät Wirtschafts- und 
Sozialwissenschaften der Universität Hohenheim angenommen wurde. 

„Dem Verdienste seine Kronen" 1 reichend danke ich mi t großer Freude 
allen, welche zum Entstehen dieses Buches beigetragen haben. Zunächst gi l t 
mein besonders herzlicher Dank meinem lieben Doktor- und Habil i tat ions-
vater, Herrn Professor  (em.) Dr. Wolfgang Eisele. Er war mir, fachlich und 
persönlich, über die vielen gemeinsamen Jahre hinweg immer ein wertvoller 
Rückhalt und unterstützte mich in jeder Hinsicht bei der Bewält igung des 
steinigen Weges zum Hochschullehrer. Ebenfalls besonders herzlich danke 
ich Herrn Professor  Dr. Ernst Troßmann, der in Zeiten zusätzlich hoher 
Beanspruchung durch das universitäre Prorektorat die Mühe des Korreferats 
wie selbstverständlich auf sich genommen hat. Ihm und den Mitherausgebern 
danke ich für die Aufnahme der Schrift  in die Reihe „Betriebswirtschaftl iche 
Forschungsergebnisse". Herrn Professor  (em.) Günter Dufey, M A , D B A , 
danke ich nicht minder herzlich dafür, dass ich einen Sommer lang sein Gast an 

1 Friedrich  Schiller,  An die Freude (1785). 
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6 Vorwort 

der Business School der University of Michigan in Ann Arbor sein durfte,  und 
für die anregenden Diskussionen mi t ihm ebendort. 

Ich bin dankbar, meiner lieben Mut te r für alles Gute danken zu können, 
das ich von ihr erfahren  habe. Gleiches würde ich gern meinem lieben, ver-
storbenen Vater tun. 

Stut tgart , im September 2004 Alois Paul Knobloch 
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A b u n g s v e r z e i c h n i s 
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12 Abkürzungsverzeichnis 
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o.a. oder andere(s) 
o.Ä. oder Ähnliches 
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Prod.-Prozess Produktionsprozess 
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Symbolverzeichnis 

Die aufgeführten  Symbole können z.T. durch Indizes noch näher spezifiziert  und 
z.T. auch kontextspezifisch sein. Sofern sich durch eine Differenzierung  über Zusätze, 
wie z.B. „~ oder die Indizierung keine Symbole mit grundsätzlich neuer Bedeutung 
ergeben, wird diese nicht separat gekennzeichnet. 

a[(.)] transformierte^]  Matrix[prozess] (= σ[(·)]σ ' [(.)]) (u.a.) 
A(.)  Prozess endlicher Variation 
A ( . ; . ) Menge (ggf. restringiert) zulässiger Konsum-/Portfolio-Prozesspaare; 

Algorithmus 
ARA{.)  absolute Risikoaversion 
&(.)(·) (ggf. mehrdimensionaler) Driftprozess (u.a.) 
B'{.)  Bedingter Anspruch bzw. Auszahlungsprozess des bedingten 

Anspruches 
Β Borei σ-Algebra 
c...(.) Konsumprozess; Funktion der relevanten Intervallgrenze für 

„rectangular constraint" 
C. Kostenprozess 
C1,2(Q)  Menge der im ersten Argument einmal, im zweiten (und weiteren) 

zweimal stetig differenzierbaren  Funktionen über der Menge Q 
d  Anzahl der Unsicherheitsquellen (Wiener-Prozesse) am Markt 
dj/2 Auswertungsstellen für die Verteilungsfunktion 

zur Standardnormalverteilung 
V ^ Schattenpreismenge 
dso  Anfangswert  für diskontierten Aktienkursprozess 
DS(.)  diskontierter Aktienkursprozess 
e. Vektor einer Basis/der kanonischen Basis 
(£.) Problem der Endvermögensoptimierung 
/,(...) Hilfsfunktion  im konvexen Optimierungsproblem; Diskontierungs-

funktion zur „rectangular constraint"; Funktionensymbol 
F(...) Funktion der finalen Kosten im Problem der 

stochastischen Steuerung 
J7^) σ-Algebra über Ω bzw. Element der Filtration zum 

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, Τ , P) 
{Ft}tei  Filtration zum Wahrscheinlichkeitsraum (Ω , ^ 7 ,Ρ ) 
g.(.)  Funktion zur Charakterisierung einer Nebenbedingung 
G.(.)  Gewinn-/Verlust-Prozess; Hilfsfunktionen 
h\;;(...) Optionswert; als Variable: Obergrenze für Wert der Sharpe  ratio 
Ή Menge progressiv-messbarer Prozesse X(.) mit 

J0 Xf  dt  < oo, P-fast sicher 
H0/ u(.)  Zustandspreis-Dichte-Prozess 
H(.) (Cross-) Entropie 
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14 Symbolverzeichnis 

I Betrachtungszeitraum; Indexmenge 
stochastisches Integral; Umkehrfunktion zu £/'(...); Vorleistungs-
wertprozess (des betrachteten Unternehmens/Zulieferers) 

4 L ) Anfangswert  der Vorleistungen des betrachteten Unternehmens/ 
Zulieferers 

Ih Basispreis der Preisoption 
Ik k χ /c-Einheitsmatrix 
J(...) Gesamtkosten-Funktional im Problem der stochastischen 

Steuerung 
J Indexmenge 
X ( + / _ ) Restriktionenmenge zum Portfolio-Prozess in Relativbeträgen 

Menge zu betrachtender Schattenpreise mit ζ(ι/)  < oo 
/C(a) Kern zu der durch σ  bestimmten linearen Abbildung 
(/C.) Problem der Entnahmeoptimierung 
KB{.) Kursprozess eines Kuponbonds 
(JCS.) Problem der simultanen Entnahme- und Endvermögens-

optimierung 
!/(...) Lagrangefunktion; Funktion der laufenden Kosten im Problem 

der stochastischen Steuerung (u.a.) 
C Menge progressiv-messbarer Prozesse X(.)  mit 

E[j^X?dt]  <00 
uii Diskontierungsfaktor  zu einer Zahlung i.H.v. 1 in 

Umweltzustand i 
M;(.) (lokales) Martingal 
Munv/Lv/vst  Kennzeichnung der Marktsituation in Bezug auf eine Aktie als 

unvollständig i.e.S./einem Leerverkaufsverbot  unterliegend/ 
vollständig 

j^vst/unvst spezifizierter  vollständiger/unvollständiger (Kapital-)Markt 
M . u Schattenmarkt zum Schattenpreisprozess v(.) 
η Anzahl risikobehafteter  Wertpapiere (Aktien) am Markt 
N(. j . ) Normalverteilung 
λί  Nullmenge (Menge aller Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit null) 
Ö Abschluss der Menge Ο 
dO  Rand der Menge Ο 
P i0,v)  [(·)] Wahrscheinlichkeitsmaß 
ρ. Eintrittswahrscheinlichkeit im diskreten Fall 
(Po(.)>P'(·))' Portfolio-Prozess in Relativbeträgen 
Ρ Menge von Preissystemen 
(P) (Teil-)Optimierungsprobleme 
('Pks)  Problem der Konzernstrukturierung 
(PS)  statisches Optimierungsproblem 
P(Q) Potenzmenge zur Menge Q 
q. Pseudo-Wahrscheinlichkeit im diskreten Fall 
Q[(.)] Wahrscheinlichkeitsmaß (u.a.) 
r(.) Prozess der kontinuierlichen, risikolosen Verzinsungsrate 

(risikoloser Zinssatzprozess) 
R.(.)  Risikoprozess 
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Symbolverzeichnis 

ΊΖ(σ)  Vektorraum der Bilder zu der durch σ  bestimmten 
linearen Abbildung 

RB(.) Kursprozess eines risikolosen Bonds (bei stochastischer 
Zinsstruktur) 

RRA(.)  relative Risikoaversion 
s. Wertpapierpreis für diskreten Fall 
Si(.) Kursprozess der Aktie i E {1 , . . . , n } bzw. des risikolosen 

Bonds 2 = 0 
S Steuersystem; Menge von Stoppzeiten 
t  Zeitindex 
Τ Planungshorizont 
Τ Menge, insbesondere (restringiert) zulässiger Portfolio-Prozesse 
•u['j(.) Steuerungsprozess im Problem der stochastischen Steuerung; 

Hilfsvariable/-funktion  bei der Ermittlung von Preisgrenzen 
U. offene  Menge; Untervektorraum 
[/(...) Nutzenfunktion 
Ü(.) konvexes Dual zur Nutzenfunktion {/(.) 
v... Wertpapierrückfluss(matrix)  im diskreten Fall 
V(.)(.,.) (totale) Variation; Wertfunktion; Output-Wertprozess 
V(.)  konvexes Dual zur Wertfunktion  V(.) 
Vo Anfangswert  des Outputs des betrachteten Unternehmens 
Wi(.)  lineare Abbildungsfunktion zum (Teil-)Optimierungsproblem (Pi) 
W(o,i/) (mehrdimensionaler) Wiener-Prozess (Brown'sche Bewegung) 
Wi Abbildungsmatrix zum (Teil-)Optimierungsproblem (Pi) 
WP;  Wertpapier 
χ  Anfangsvermögen (u.a.) 

Vermögensprozess; Zufallsvariable 
Betragsfunktion 

y (Vektor/Matrix der) Investitionsbeträge in ein/sämtliche 
Wertpapier/e im diskreten Fall 

y (.) Umkehrfunktion zur Betragsfunktion 
ζ Vektor von Zustandspreisen im diskreten Fall (Preissystem; u.a.) 
Zq/ U(.) Hilfsprozess für den Wechsel auf das Wahrscheinlichkeitsmaß Po 

HP 
bzw. P^, so dass Z0/ U(T)  der Radon-Nikodym-Ableitung ΗΪΡ-

DP 

bzw. ^ ^ entspricht. 
ZB(.) Kursprozess eines Zerobonds 
Q ( )[(·)] (Vektor der) untere(n) Intervallgrenze(n); beleihungsfähiger 

Anteil eines Wertpapieres 
/?(.) (Vektor der) obere(n) Intervallgrenze(n); Variable zur 

Kennzeichnung der „Power-type"-Nutzenfunktion 
7^[ ( · ) ] Vorgabe für den Anteil des Reinvermögen an den gesamten 

Aktiva; Funktion zur Abbildung des Faktors zum Portfolio-
Prozess nach Nutzenfunktion sowie mit/ohne Steuern (u.a.) 
(ggf· mehrdimensionaler) Dividendenprozess 

Δ.(.) Differenz(prozess) 
CM( . )D Hilfsfunktion  über den Schattenpreis(vektor) υ zur Modifikation 

der Kursprozesse für die Kapitalmarktpapiere 
0(i/)(.) Risiko-Marktpreisprozess 
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16 Symbolverzeichnis 

κ Verschuldungsobergrenze 
λ(.) Verschuldungsgrad; Schattenpreis(vektor); Eigenwert 
ßM Maß; Schattenpreis(vektor) 
"(.) Schattenpreisprozess 

(stochastisches) Endvermögen 
Portfolio-Prozess in Absolutbeträgen 

Π Zerlegung 
Ρ(.)[(·)] Korrelation[sprozess] (u.a.) 

"(.)(·) Volatilitätsprozess 
σ { . } generierte σ-Algebra 
τ. Stoppzeit 
(<Λ>(·), ¥>'(·))' Handelsprozess; stochastischer Prozess 
Φ " (.[,.]) Menge von Handelsprozessen; Verteilungsfunktion zur 

[bivariaten] Standard-Normalverteilung 
ν>(.)(·) Integrandenprozess in Martingaldarstellung 

Semimartingal/lokales Martingal/Prozess mit endlicher 
Variation 

ω Element aus Ω [Umweltentwicklung] 
Ω Menge [der (Umwelt-)Entwicklungen] 
Ν Menge der natürlichen Zahlen 
Μ Körper der reellen Zahlen 
0k,i k χ /-Matrix mit sämtlichen Einträgen identisch null 
0 η n-dimensionaler Vektor, dessen Komponenten ausschließlich 

den Wert 0 aufweisen 
1η n-dimensionaler Vektor, dessen Komponenten ausschließlich 

den Wert 1 aufweisen 
[ * > * ] · quadratische Variation des Prozesses X(.) 

quadratische Kovariation der Prozesse X(.)  und Y(.) 

• Kennzeichnung für das Ende eines Beispieles oder Beweises 
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1. E in füh rung 

Auf den Schultern der Arbitragefreiheit  glaubte man lange Zeit, auch unter 
Unsicherheit einen stabilen Boden für die Bewertung bedingter Ansprüche 
zu spüren. Das hierauf basierende Duplikationsprinzip scheint überzeugend: 
Wenn durch Transaktionen auf dem Kapi ta lmarkt das Auszahlungsprofil 
des bedingten Anspruches (Option) für sämtliche relevanten Umweltla-
gen nachgebildet werden kann, muss der Gegenwartswert des Anspruches 
dem zur Nachbildung notwendigen Ausgangsvermögen entsprechen. Der 
gedankliche Unterbau für dieses Bewertungsargument, welcher darin besteht, 
Zahlungen zeit- und zustandsabhängig zu begreifen, wurde durch Arrow 
(1953) und Debreu  (1959) gelegt1. Über deren diskrete Modell ierung von 
Zeit und Zuständen ging die Entwicklung schnell hinaus zur Abbi ldung zeit-
und zustands-kontinuierlicher stochastischer Kursprozesse. Bis heute von 
herausragender Bedeutung für die Modell ierung von Aktienkursprozessen ist 
hierbei die geometrisch Brown'sche Bewegung (Samuelson  (1965)), welche 
die kontinuierliche Aktienkursrendite über eine deterministische Zeitdri f t  und 
eine normalverteilte Streuung um diesen Trend beschreibt2. Sie liegt dem 
grundlegenden Bewertungsmodell der Optionspreistheorie von Black/Scholes 
(1973) zugrunde. Danach kann das Auszahlungsprofil  einer europäischen 
Akt ien-Kaufopt ion durch ein Portfolio aus einer Position im risikolosen 
Bond und einer Position in der optierten Akt ie nachgebildet werden. Der 
für das Duplikationsportfol io zu Beginn benötigte Betrag entspricht dem 
Gegenwartspreis der Option. Das Portfolio ist in seiner Zusammensetzung 
zeitkontinuierl ich an die Entwicklung des Aktienkurses anzupassen. Damit 
allerdings der dergestalt festgelegte Optionspreis in diesem Sinne eindeutig 
ist, also sowohl von einem potentiellen Käufer als auch von einem po-
tentiellen Verkäufer,  jeweils mi t beliebiger Risikopräferenz,  gleichermaßen 
akzeptiert wird, müssen sowohl eine Short-Position in der Opt ion durch 
eine Long-Position im Portfolio als auch umgekehrt eine Short-Position 
in diesem Portfolio über eine Long-Position in der Opt ion hedgebar sein. 
Insgesamt erfordert  dies ideale Marktbedingungen: Zum einen garantiert 

1 Zu der auf Arrow  und Debreu  zurückgehenden Zeit-Zustands-Präferenztheorie  vgl. 
bspw. auch Zimmermann  (1998) sowie Magill/Quinzii  (1996). 

2 Die Bedeutung dieses Beschreibungsmodells ergibt sich aus der Kombination von 
akzeptabler respektive akzeptierter Beschreibungsgüte von Aktienkursbewegungen und sei-
ner Handhabbarkeit im Hinblick auf die Herleitung von Bewertungs- und sonstigen Er-
gebnissen. Die geometrisch Brown'sche Bewegung stellt eine Modifikation der arithmetisch 
Brown'schen Bewegung dar, welche die absoluten  anstelle der relativen,  sich auf die Rendi-
te beziehenden Änderungen der betrachteten Prozessvariablen über eine Zeitdrift  und eine 
normalverteilte Zufallsvariable beschreibt; vgl. bereits Bachelier  (1900). 
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18 1. Einführung 

Marktvol lkommenheit einen unbegrenzten (bezüglich Volumen und Vorzei-
chen), friktionslosen (u.a. keine Transaktionskosten) und kontinuierlichen 
Handel in den Kapitalmarktpapieren. Zum anderen wi rd die Dupl ikat ion 
erst dadurch möglich, dass sich der unrestringierte Handel in der Akt ie auf 
dieselbe Risikoquelle bezieht, die der Opt ion unterliegt, und zugleich eine 
geeignete Steuerung des Portfolio-Risikos im Hinblick auf das Optionsrisiko 
erlaubt (Vollständigkeit des Marktes). Harrison/Kreps  (1979) und Har-
rison/ Pliska  (1981) vertieften die arbitragefreie  Bewertung unter solchen 
idealen Kapitalmarktbedingungen und verallgemeinerten sie auf beliebige 
bedingte Ansprüche: Danach existiert auf dem idealen Kapi ta lmarkt ein 
eindeutiges System arbitragefreier  Preise3; darüber hinaus ist ein eindeutiges 
Wahrscheinlichkeitsmaß mi t der Eigenschaft gegeben, dass der Preis eines 
bedingten Anspruches dessen (diskontiertem) Erwartungswert unter diesem 
Wahrscheinlichkeitsmaß entspricht. Ausgehend von diesem Betrag lässt 
sich ein Portfolio konstruieren und dynamisch fortentwickeln, welches den 
bedingten Anspruch dupliziert und dabei stets eine Budgetbedingung in der 
Form einhält, dass der (diskontierte) Erwartungswert des Portfoliowertes  zu 
einem beliebigen Zeitpunkt bis zur Fäll igkeit des Anspruches (höchstens) 
dem Ausgangswert entspricht. Der sich daraus ergebende Vermögensprozess 
ist ein (Super-)Martingaft.  Angesichts der Möglichkeit, Vermögensprozesse zu 
generieren, welche bedingte Ansprüche duplizieren, erscheint es nahe liegend, 
die Steuerung von Vermögensprozessen auch in anderer Hinsicht zu verfolgen. 
Merton  (1969, 1971) führte hierzu die Opt imierung von Portfolio(-Prozessen) 
im Hinblick auf die Maximierung des Erwartungsnutzens aus Entnahmen und 
Endvermögen, also eine dynamische Portfol io-Optimierung,  erstmals auf Ba-
sis kontinuierlicher stochastischer Prozesse e in5 . Die sowohl für duplizierende 
als auch für nutzenoptimierende Vermögensprozesse zunächst unterstellten 
idealen Marktbedingungen weichen naturgemäß von realen Kapi ta lmarkt -
verhältnissen ab, so dass in verschiedener Hinsicht bereits Abwandlungen des 
Idealmarktes untersucht wurden. Dies betrifft  z.B. die Berücksichtigung von 
Transaktionskosten, welche bei der duplizierenden respektive optimierenden 
Portfol io-Bi ldung entstehen. Da es im fokussierten Themengebiet einer Rich-
tungsvorgabe für die weitere Untersuchung bedarf,  w i rd die aus der Existenz 
von Transaktionskosten entstehende Unvollkommenheit des Marktes mi t den 

3 Auf verschiedene stochastische Inhalte des Begriffes  „eindeutig" soll an dieser Stelle 
noch nicht eingegangen werden. Auch nachfolgend angesprochene stochastische Begriffe  und 
Zusammenhänge werden erst im darauf folgenden Kapitel präzisiert. 

4 Der Begriff  wird auf S. 35 erklärt. 
5 Im Weiteren ist der Begriff  der „Portfolio-Optimierung"  (fast durchweg) dyna-

misch und nicht im Sinne der statischen Portfolio-Optimierung  von Markowitz  (1952, 
1959) — vgl. zur Monographie aus 1959 die zweite Auflage Markowitz  (1991) — zu ver-
stehen, die natürlich gleichwohl grundlegend ist; vgl. zu dieser stellvertretend für viele 
Quellen Breuer/Gürtler/Schuhmacher  (1999),  Copeland/Weston/Shastri  (2005), S. 101 ff., 
Ross/Westerfeld/Jäffe  (2002), S. 242 ff.  Dies gilt in gleicher Weise für Aspekte der 
Portfolio-Steuerung  nach Risikomaßgrößen, wie demjenigen des Value-at-Risk, im Rahmen 
des Risikomanagements; vgl. hierzu etwa Eis eie/Knobloch  (2000), S. 166 ff. 
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1. Einführung 

sich daraus ergebenden Konsequenzen in Bezug auf die Portfol io-Optimierung 
und die Bewertung bedingter Ansprüche nicht weiterverfolgt 6. 

Untersucht werden in der vorliegenden Arbei t die dynamische Portfolio-
Opt imierung und Bewertungskonzepte für bedingte Ansprüche, welche in der 
folgenden, zugleich den Ablauf der weiteren Untersuchung wiedergebenden 
Hinsicht behandelt werden: Die Portfol io-Optimierung  in ihrer (nahezu) ur-
sprünglichen Form wi rd zunächst durch die Einführung eines Steuersystems 
und die Darstellung des sich für die Portfol io-Strukturierung  daraus ergeben-
den Effektes  ergänzt. Voraussetzung hierfür  sowie für das Folgende ist die 
Präsentation der Portfol io-Optimierung  und der Bewertung bedingter An-
sprüche auf idealen Kapi talmärkten, welche ihrerseits eine Einführung in sto-
chastische Grundlagen erfordert.  Beides erfolgt  zusammen mi t der Steuerer-
weiterung im zweiten  Kapitel.  Die dieses abschließenden Ausführungen zu 
Realoptionen sind best immt, den — nachfolgend angesprochenen — eigenen 
Beitrag zur Bewertung von Realoptionen auf unvollständigen Märkten vorzu-
bereiten. 

I m dritten  Kapitel  w i rd die ideale Welt aufgegeben und es werden in 
Bezug auf die Portfol io-Optimierung  speziell diejenigen Ansätze weiterver-
folgt, welche sich auf Beschränkungen der Handelbarkeit der Kapi ta lmarkt -
objekte, wie bspw. durch Leerverkaufsrestriktionen,  konzentrieren. Damit be-
wegt man sich nunmehr auf Kapitalmärkten, welche eine Dupl ikat ion be-
liebiger Ansprüche nicht mehr garantieren, d.h. auf solchen, die unvoll-
ständig  sind. Die als Ausgangspunkt herangezogenen Ansätze fußen auf ei-
nem Dualansatz, welcher eine fiktive Vervollständigung des Marktes durch die 
Einführung eines (mehrdimensionalen) Schattenpreisprozesses unterlegt und 
damit an die auf dem Martingalkonzept beruhende Portfol io-Optimierung  des 
vollständigen Kapitalmarktes anzuknüpfen vermag. Grundlegende Beiträge 
wurden hierzu von Karatzas/Lehoczky/Shreve/Xu  (1991)7 , He/Pearson  (1991) 
sowie Cvitanic/Karatzas  (1992) erbracht. Neben „kleineren" Ergänzungen der 
Ergebnisse des diesbezüglichen Schrifttums liegen eigenständige Beiträge vor 
allem in der Erweiterung des Spektrums auswertbarer Restriktionen, indem 
eine Beschränkung des Verschuldungsgrades zusätzlich zum Verbot von Ak-
tienleerverkäufen  der Portfol io-Optimierung  auferlegt wird, und in der algo-
rithmischen Bestimmung optimaler Schattenpreisprozesse unter dieser sowie 
einer weiteren im Schri f t tum eingeführten Restriktionenklasse vor. Darüber 
hinaus wird auch für den unvollständigen Kapi ta lmarkt die Wi rkung des für 
den vollständigen Mark t eingeführten Steuersystems untersucht. 

Bezüglich der Beurtei lung bedingter Ansprüche auf unvollständigen Ka-
pi ta lmärkten werden Ansätze zur Herleitung von Preisgrenzen (z.B. El  Ka-

6 Insofern soll der Verweis auf die ausführliche Behandlung der jeweils entstehenden 
Problemstellung bei Nietert  (1996) bzw. Reiß  (1997) — jeweils m.w.N. — genügen. 

7 Beachte zudem die Dissertation Xu  (1990), zitiert nach Karatzas/Shreve  (1998), 
S. 318, sowie als Ausgangspunkt des Dualansatzes Bismut  (1975). 
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20 1. Einführung 

roui/Quenez  (1991, 1995)), zur präferenzabhängigen  Ermi t t lung eines eindeu-
tigen Optionswertes (z.B. Davis  (1997)) sowie des (partiellen) Hedging (z.B. 
Föllmer/Schweizer  (1991)) vorgestellt und diskutiert. Die im Schri f t tum vor-
zufindenden Ergebnisse zur Bestimmung von Arbitragegrenzen für bedingte 
Ansprüche bilden dann den Ausgangspunkt für weiterführende  Überlegungen, 
denen eine Interpretat ion des bedingten Anspruches als Realoption zugrun-
de liegt. Hierbei w i rd der im Wesentlichen neue Aspekt einer differenzierten 
Unvollständigkeit  des Marktes eingebracht. Dahinter verbirgt sich eine Markt -
struktur, welche für verschiedene Wirtschaftssubjekte in ungleicher Weise un-
vollständig ist. Dies kann bspw. dann der Fall sein, wenn der Zulieferer  eines 
(Vor-)Produktes in diesem short gehen könnte, indem er Lieferverpflichtun-
gen eingeht, die Möglichkeit hierzu für seinen Abnehmer jedoch nicht besteht. 
Für unterschiedliche Ausprägungen dieser differenzierten  Unvollständigkeit 
w i rd gezeigt, dass das Intervall arbitragefreier  Preise für den betrachteten 
Anspruch durch Verträge in Gestalt von Abnehmeroptionen verengt werden 
kann und dadurch eine Steigerung des Mindestwertes der (Real-)Option er-
zielbar ist. 

Die mi t der vorliegenden Arbei t verfolgte Intent ion besteht somit in vor 
allem ökonomisch motivierten Ergänzungen verschiedener, für das Themen-
gebiet grundlegender Ansätze und der Einbringung eines im Wesentlichen neu-
en Aspektes im Kontext der Bewertung von Realoptionen auf unvollständigen 
Kapi ta lmärk ten 8 . Zur Vorgehensweise sei noch angemerkt, dass die als Aus-
gangspunkt dienenden Ansätze zwar auf einer zunächst allgemein gehaltenen 
Modell ierung beruhen, eine Konkretisierung stochastischer Prozesse sich aber 
oft nicht vermeiden lässt und dann zumeist in Richtung deterministischer 
Prozesse für den risikolosen Zinssatz und/oder die Aktienkurse weist. Dies-
bezüglich werden insbesondere unterschiedliche Zinsmodelltypen nicht ver-
t ie f t 9 . Darüber hinaus bleibt die Modell ierung der Kapi ta lmarktwel t auf ste-
tige Prozesse beschränkt; Sprungprozesse, welche der Abbi ldung von Diskon-
t inui täten aufgrund plötzl ich eintretender „s tark" wertrelevanter Ereignisse 
dienen, werden somit nicht betrachtet. 

8 Die hierbei angestellten Überlegungen bieten zugleich einen Erklärungsansatz für 
Vertragskonstruktionen zwischen rechtlich und wirtschaftlich eigenständigen Unternehmun-
gen in der Wertschöpfungskette. 

9 Diesbezüglich seien Rudolf  (2000) sowie Brang  er/Schlag  (2004) als Referenzen 
— wiederum m.w.N. — angeführt. 
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2. U n s i c h e r e I n v e s t i t i o n s r ü c k f l ü s s e 
b e i i d e a l e n K a p i t a l m ä r k t e n 

Gegenstand der folgenden Betrachtungen ist die Bepreisung bedingter, 
d.h. zustandsabhängiger Ansprüche und die dynamische Struktur ierung op-
t imaler Portfolios unter den idealen Bedingungen eines vollkommenen und 
vollständigen Kapitalmarktes. Die Betrachtung bedingter Ansprüche wi rd 
unter den Idealmarktbedingungen zudem auf eine Reihe bzw. einen Strom 
bedingter Zahlungen ausgedehnt, mittels welcher ein Sach- bzw. Finanz-
Investit ionsobjekt repräsentier bar i s t 1 0 . Für die entscheidungsrelevanten Cha-
rakteristika der Investitions- bzw. Handelsobjekte wi rd ein Beschreibungsmo-
dell eingeführt,  welches mi t der konkret unterstellten Mark ts t ruk tur abzu-
st immen ist. 

Die Spezifikation des Beschreibungsmodells und der Mark ts t ruk tur setzt 
gewisse Grundkenntnisse der Stochastik voraus. U m die Darstellung (weitge-
hend) aus sich selbst heraus verständlich zu gestalten, bietet Abschnitt 2.1.1 
deshalb zunächst eine Einführung in die notwendigen stochastischen Grund-
lagen, soweit sie eine allgemeine Charakterisierung stochastischer Prozesse — 
mi t einer Konkretisierung für Aktienkursprozesse — sowie die Besonderhei-
ten des stochastischen Kalküls betreffen.  Diese Grundlagen werden in Ab-
schnitt 2.1.2 um die Steuerung von Vermögensprozessen ergänzt, so dass 
unmit telbar eine formale Charakterisierung des unterstellten Marktes ange-
geben werden kann. Insgesamt sollten damit auch die Voraussetzungen zum 
Verständnis der formalen Ausführungen zur Bewertung bedingter Ansprüche 
und zur Portfol io-Optimierung gelegt sein. 

I m Rahmen der Investitionseinzelentscheidungen  werden zustands-
abhängige Investitionszahlungen bewertet, welche als vorgegeben  in dem Sinne 
zu betrachten sind, dass sie vom Investor nicht beeinflussbar sind. Die Bewer-
tung dieser bedingten Zahlungen wi rd hier lediglich vor dem Hintergrund 
der konkreten Marktmodel l ierung und in der gebotenen Kürze besprochen 
( Abschnitt 2.2.2). Dies hängt vor allem damit zusammen, dass sich das Ent-
scheidungsproblem bereits ohne allzu weit gehende Spezifikation der Inves-
torpräferenzen  im Grundsatz lösen lässt. Unter den Idealmarktbedingungen 
wi rd sich für sämtliche, u.U. an bestimmte Umweltentwicklungen anknüpfende 
Zahlungen in der Zukunft ein eindeutiger Preis zu jedem vorausgehenden Zeit-
punkt einstellen. Dami t lässt sich ein konsistenter Mark t - bzw. Ertragswert zu 

1 0 Eine solche Erweiterung ist auf unvollständigen Kapitalmärkten nicht ohne weiteres 
möglich. 
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22 2. Ideale Kapitalmärkte 

jedem zukünftigen Zahlungsbündel ableiten, welcher seinerseits in beliebiger 
Weise zustandsabhängig in die Zukunft transferierbar  ist. 

I m Mi t te lpunk t dieses Kapitels steht demgegenüber die optimale Struktu-
rierung von Portfolios im Zeitablauf (dynamische Portfol io-Optimierung,  Ab-
schnitt 2.2.3). Hierbei konzentriert sich die Betrachtung im Wesentlichen auf 
Handelsobjekte oder allgemeiner auf solche Gegenstände, die sich aus Sicht der 
Investoren wie Akt ien charakterisieren lassen. Für die Repräsentation eines 
Handelsobjektes wi rd deshalb auf ein Model l der Wertentwicklung abgestellt, 
das dem im Schri f t tum bevorzugt verwendeten Model l zur Beschreibung von 
zeitstetigen, stochastischen Aktienkursentwicklungen entspricht (und sich im 
einfachsten Fall auf eine geometrisch Brown'sche Bewegung reduziert). Die 
Wahl für die Ausrichtung dieses Beschreibungsmodells lässt sich zunächst da-
mi t begründen, dass Akt ien bereits selbst unmittelbare Objekte von Finanz-
investitionen  sind. Dass sie dabei letztl ich Ansprüche auf Sachinvestitionen 
vermitteln, verdeutlicht, dass ein zur Beschreibung der realen Wertentwick-
lung von Akt ien akzeptiertes Model l zugleich akzeptabel sein muss, um die 
Wertentwicklung von Sachinvestitionen (zumindest in einem Konglomerat von 
Einzelinvestitionen) zu repräsentieren 11. Dami t erstreckt sich die Portfolio-
Opt imierung nicht nur auf Finanzinvestit ionen in einem engen Sinne, sondern 
zudem auf durch diese repräsentierte Ansprüche aus Sachinvestitionen. Inwie-
weit hierdurch auch „kleine" Investit ionen i.S. solcher Vorhaben erfasst sind, 
die sich nicht auch im Rahmen einer eigenen, auf den Gütermärkten auf-
tretenden Unternehmung mi t möglicher Bewertung durch den Finanzmarkt 
realisieren lassen, ist allerdings fraglich. Sie werden um einer notwendigen 
Eingrenzung des Untersuchungsobjektes wil len impl iz i t von der Betrachtung 
ausgeschlossen12. Die mi t Akt ien üblicherweise verbundene Vorstellung ei-
ner jederzeitigen Handelbarkeit wird, ohne der Definit ion der vorausgesetzten 
Marktgegebenheiten allzu sehr vorgreifen  zu wollen, damit gleichfalls unter-
stellt. Betrachtet man Akt ien wiederum stellvertretend auch für realiter nicht 
durch Effekten  repräsentierte Ansprüche auf Sachinvestitionen, so bedeutet 
dies, dass aus Sicht eines beliebigen Zeitpunktes innerhalb der Laufzeit von 
Investit ionen zukünftige Ansprüche aus diesen in irgendeiner Weise am Mark t 
bepreisbar sind, da identische Ansprüche generiert werden können. Deren Ge-
genwartswerte können insgesamt zu einem Ertragswert des betrachteten Zeit-
punktes, m i th in zum Wert der (virtuellen) Akt ie zusammengefasst werden. 
Für die diesem Kapi te l zugrunde liegenden Idealmarktbedingungen erscheint 
die Verdichtung eines Zahlungsstromes auf einen Einzelwert angesichts der 
Vorbemerkung zu den Investitionseinzelentscheidungen als zulässige Vorstel-

1 1 Das hier zugrunde liegende und vom Schrifttum bevorzugte Beschreibungsmodell 
erfüllt  zudem plausible Charakteristika, welche die dynamische Entwicklung eines (aggre-
gierten) Investitionsobjektes kennzeichnen. Zu grundsätzlichen Überlegungen den betrieb-
lichen Wachstumsprozess betreffend  vgl. Eisele (1974), insbesondere auch S. 2 f. 

1 2 Es erfolgt  damit zunächst bspw. auch keine weitere Differenzierung  danach, wie sich 
dieser Wert aus Entwicklungen von Absatzpreisen und Beschaffungspreisen  für Produkti-
onsfaktoren ergibt; vgl. hierzu in einem einfachen Fall Dixit /Pindyck (1994), S. 179 ff. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 23 

lung, wenngleich die Abbi ldung der Wertentwicklung im jeweils unterstellten 
Aktienkursprozess als weitere idealisierende Annahme zu begreifen ist. Letzt-
lich bedeutet dies dann, dass auch Sachinvestitionen in Form von verschiede-
nen Akt ien handelbar sind. 

Abschnitt  2.2.4 knüpft an die Beurtei lung von Einzelansprüchen an. Al-
lerdings werden nun keine vorgegebenen, vom Investor nicht beeinflussba-
ren Zahlungen betrachtet, vielmehr geht es um bedingte Zahlungen, welche 
aus Handhingsmöglichkeiten  im Bereich von Sachinvestitionen entstehen. Die 
bedingten Zahlungsansprüche werden als Realoptionen  bezeichnet. Optiona-
le Elemente im Rahmen einer Investitionsentscheidung können im Verschie-
ben des Investitionsbeginns, in einer von der Entwicklung der Rahmenbe-
dingungen abhängigen Fortführung  oder Beendigung der Investit ion, einer 
vorübergehenden Stil l legung u.a.m. bestehen. Der Bewertung von Realinves-
t i t ionen kommt in zweierlei Hinsicht Bedeutung zu: Zum einen lässt sich eine 
Handlungsempfehlung im Hinblick auf die Ausübung oder Nicht-Ausübung 
der Opt ion ableiten, zum anderen erhöhen Handlungsoptionen den Wert des 
Investitionsobjektes Unternehmung, so dass sie im Rahmen einer Unterneh-
mensbewertung nicht vernachlässigbar s ind 1 3 . Abschnitt  2.2.4 dient jedoch im 
Wesentlichen der Vorbereitung auf die Behandlung von Realoptionen im da-
rauf folgenden Kapitel , so dass lediglich eine knapp gehaltene Einführung in 
die Themat ik erfolgt,  zumal im Schri f t tum bereits zahlreiche Abhandlungen 
zur Bewertung von Realoptionen auf idealen Märkten zu finden sind. 

Die Ausführungen setzen mi t einer Darstellung der stochastischen Grund-
lagen ein, auf deren Gerüst die dynamische Portfol io-Optimierung  und die 
Bewertung bedingter Ansprüche, einschließlich Realoptionen, aufbauen. 

2.1 Z u r Besch re ibung s tochast ischer W e r t e n t w i c k l u n g e n 
u n d Spez i f i z ie rung des M a r k t e s 

Als Grundlage für die weiteren Betrachtungen dient ein Model l zur Ab-
bi ldung zeitkontinuierl ich sich entwickelnder, zufallsabhängiger Werte von 
Handelsobjekten, die zusammen mi t einer risikolosen Anlage- bzw. Ver-
schuldungsmöglichkeit den Mark t für Investit ionen konstituieren. Es werden 
zunächst die Grundlagen zum Verständnis der Stochastik des Marktes gelegt, 
bevor dieser formal charakterisiert wird. Dabei wi rd zur Veranschaulichung 
der stochastischen Grundbegriffe  teils noch auf zeit- und zufallsdiskrete Pro-
zesse zurückgegriffen. 

1 3 Vgl. Lücke  (2001), S. 1 f. 
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24 2. Ideale Kapitalmärkte 

2.1.1 Re levan te G r u n d l a g e n aus der S tochas t i k 

Der erste Teil der stochastischen Grundlagen ist allgemeinen stochastischen 
Prozessen gewidmet; er schließt mit der Beschreibung des für die Modellierung 
von Aktienkursentwicklungen zentralen Wiener-Prozesses (Abschnitt 2.1.1.1). 
Die Modellierung der Aktienkurse ist Gegenstand des darauf folgenden Ab-
schnittes 2.1.1.2. In Abschnitt 2.1.1.3 wird der stochastische Kalkül, im Kern 
über die Definition des Ito-Integrals und die Ito-Formel, vorgestellt. 

2.1.1.1 Stochastische  Prozesse 

Zur Abbi ldung der Risikosituation und deren zeitlicher Entwicklung wird 
der Wahrscheinlichkeitsraum (Ω , ^ 7 , Ρ) eingeführt 14 . Ausgehend von einer ge-
gebenen Menge Ω repräsentiert Τ eine σ-Algebra auf Ω. Dabei ist Τ eine 
σ-Algebra auf Ω genau dann, wenn Folgendes gilt: 

1. 
2. 
3. e r = > ( J Z i A i 

Das Paar (Ω , ^ 7 ) wird als messbarer  Raum und jedes Element von Τ  als Er-
eignis  bezeichnet. 

Ρ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß  auf dem messbaren Raum (Ω , ^ 7 ) , d.h. 
Ρ : Τ —• [0,1] ist eine Funktion mit den Eigenschaften: 

1. Ρ(0) = Ο,Ρ(Ω) = 1, 
2. für disjunkte AUA2,... G Τ  gilt : P([JZi A0 = Σ,Ζι

 Ρ ( Α 0 · 

Enthält Τ  alle Mengen A mi t i n f { P ( F ) | F  G Τ, A C F] = 0, dann 
heißt (Ω , ^ 7 , Ρ) vollständiger  Wahrscheinlichkeitsraum.  Ein Wahrscheinlich-
keitsraum ist ein spezieller Messraum (Ω , ^ 7 , μ), dessen Maß μ eine wie folgt 
definierte Funktion ist: μ : Τ  —• [0, oo) mit 

1. //(0) = O 
2. für disjunkte Au A2,... G Τ gilt : /x(U~i Ai) = ΣΖι 

Die Menge Τ kennzeichnet unterscheidbare Ereignisse, deren Auftreten mit 
dem Maß Ρ eine Wahrscheinlichkeitsbewertung erfährt.  M i t dem bisher ein-
geführten Wahrscheinlichkeitsraum bleibt die Darstellung der Stochastik aller-
dings statisch. Zur Beschreibung der Entwicklung  stochastischer Variablen und 
daran (unmittelbar) anknüpfender Handlungen des Investors ist die Dynamik 
des Informationsstandes, d.h. der im Zeitablauf zunehmende Grad an Differen-
zierbarkeit von Ereignissen, abzubilden. Hierzu wird das folgende Hilfsmittel 
eingeführt: 

1 4 Zum Folgenden vgl. Bingham/ Kiesel (2004), S. 30-53, Dothan (1990), S. 156-181, 
Karatzas/Shreve (1991), S. 1-21, Korn/Korn (1999), S. 14-24, 0ksendal (2003), S. 7-42. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 25 

Eine Filtration {Ft} tei  ist eine Familie von σ-Algebren Tt  mi t : T s C 
Tu  s <t, s,t E / , wobei I eine geordnete Indexmenge repräsentiert. 

I m Weiteren ist bei zeitkontinuierlicher Betrachtung I ein Zeit intervall der 
Gestalt [0,T] oder [0, oc), bei diskreter Zeiteinteilung ist I = { 1 , 2 , . . . , T } 
(T = oc möglich); es wi rd zudem häufig To die σ-Algebra zur Menge {0, Ω}υΛ /" 
sein, wobei die Elemente der Menge Äf  = {A  e Τ \ P{A)  = 0} als Nullmen-
gen bezeichnet werden. Dies bedeutet, dass im Zeitpunkt t  = 0 Ereignisse 
bzw. Umweltentwicklungen, denen eine positive Wahrscheinlichkeit zuzurech-
nen ist, nicht unterschieden werden können; umgekehrt sind die Ereignisse, 
die fast  sicher  nicht eintreten, d.h. denen eine Eintrittswahrscheinlichkeit von 
nul l beizumessen ist, bekannt. Erst im Zeitablauf werden auch Umweltentwick-
lungen mi t positiver Eintrittswahrscheinlichkeit unterscheidbar. Der um eine 
F i l t ra t ion erweiterte Wahrscheinlichkeitsraum heißt im Folgenden filtrierter 
Wahrscheinlichkeitsraum  (Ω,Τ,  Ρ, {Tt})-

Manchmal ist es von Vorteil, sich die Elemente von Ω als Symbole für 
(Umwelt-)Entwicklungen  vorzustellen, welche sich im Zeitablauf herauskris-
tallisieren und dadurch voneinander unterscheidbar werden. Dabei wi rd der 
Fortschritt in der Kenntnis über den „wahren", zugrunde liegenden Entwick-
lungsstrang in der F i l t ra t ion zum Ausdruck gebracht 1 5 . Für bestimmte Zwecke 
nützl ich erweist sich auch die Einführung des folgenden Begriffes: 

Das lYipel (ω,ί)  Ε  Ω χ I heißt Zustand  (des Systems im Zeitpunkt t). 
Dabei mag ein Zustand nicht von einem anderen desselben Zeitpunktes un-
terscheidbar sein; ihre Unterscheidbarkeit bestimmt sich nach der zugrunde 
liegenden F i l t ra t ion und ist dann gegeben, wenn es ein Element der F i l t ra t ion 
mi t positiver Wahrscheinlichkeit gibt, in dem die jeweils ersten Komponenten 
(α;) nicht zugleich enthalten s ind 1 6 . Die bisher eingeführten Begriffe  sollen an 
einem einfachen, zeit- und zufallsdiskreten Beispiel veranschaulicht werden. 

B e i s p i e l 2 .1 Ein  diskretes  Modell  der Informations entwicklung 
Es werden drei Umweltentwicklungen Ω = {(^1,(^2,^3} als möglich erach-
tet. Ihre Eintrittswahrscheinlichkeiten sind durch Ρ ( { ω ι } ) = 0 ,5 ,^( {<^2}) = 
Ρ ({ω 3}) = 0,25 gegeben. U m den Entwicklungen eine Bedeutung zu geben, 
die sich jedoch erst im Weiteren erschließt, werden sie wie folgt bezeichnet: 

ω \ : Anfang gut, immer gut, 
UJ2' Anfang schlecht, nachher besser, 

Anfang schlecht, nachher schlechter. 

Die zugrunde liegende F i l t ra t ion ist in Tab. 2.1 dargestellt. 

1 5 In manchen Fällen ist eine derartige Interpretation der Menge Ω jedoch zu eng, so 
dass die gedankliche Konstruktion nicht allgemein von Vorteil ist. 

1 6 Der Fall, dass diese Komponenten jeweils Elementen der σ-Algebra mit Wahrschein-
lichkeit null angehören, soll vernachlässigt werden. 
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26 2. Ideale Kapitalmärkte 

Tabelle  2.1 
In fo rmat ionsentw ick lung i n Beispiel 2.1 

t  = 0 1 2 

Tt 
{0, {ωι,ω2,ω 3}} {0, {ωι,ω 2,ω3} {0, {ωι,ω 2,ω3}, {ωι ,α^} , 

{ωι,ω?,},  {ω 2,ω3}, {ωι } , {^2} , { ^3 } } 
alles möglich „immer gut" 

differenzierbar 
alles differenzierbar/ 

bekannt 

In t = 0 kann keine Aussage darüber getroffen  werden, in welcher Umwelt-
entwicklung man sich befindet. Die Entscheidung der Natur liegt gewisserma-
ßen im Verborgenen, wenn auch mi t Hilfe des Maßes Ρ wenigstens eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage möglich ist. Bei Kenntnis der Informationsentwicklung 
kann zudem etwas über die Wahrscheinlichkeit des Eint r i t ts der verschiedenen 
Informationsstände in t = 1 ausgesagt werden. So besteht aus Sicht von t = 0 
eine Wahrscheinlichkeit von 0,5, dass sich in t = 1 die tatsächliche Umwelt-
entwicklung bereits aufgedeckt haben wird, nämlich dann, wenn es sich um ω\ 
handelt (Ρ ( {α> ι } ) = 0,5). In t = 1 kann dann zwischen den Ereignissen {c^i} 
und {u)2,u>3} unterschieden und folglich das nicht Eingetretene ausgesondert 
werden. Eine Wahrscheinlichkeitsaussage ist ferner  in t = 1 für die zukünftige 
Entwicklung des Informationsstandes möglich. Liegt das Ereignis {c^i} vor, 
kann mi t Wahrscheinlichkeit 1, also „sicher" davon ausgegangen werden, dass 
diese Entwicklung(slinie) auch in t = 2 vorherrscht. Falls in t = 1 hinge-
gen das Ereignis { ^ 2 , ^ 3 } feststeht, w i rd sich aus Sicht dieses Zeitpunktes für 
t — 2 mi t einer unter dieser Bedingung zu ermittelnden Wahrscheinlichkeit 
von 0,5 die durch ω2 und mi t ebenso hoher Wahrscheinlichkeit die mi t ω3 ge-
kennzeichnete Entwicklung(slinie) als zutreffend  erweisen. I m Zeitpunkt t = 2 
schließlich ist bekannt, welche Umweltentwicklung stattgefunden hat, denn 
es kann zwischen allen möglichen Entwicklungen {c^i} , {0^2} und {<^3} un-
terschieden werden. Die Zustände des Systems zu verschiedenen Zeitpunkten 
sind in nahe liegender Weise gegeben, wobei die Zustände (α>2,1) und (0*3,1) 
ebenso wie die Zustände (a>i,0), (<^2,0) und (0*3,0) jeweils nicht voneinander 
unterschieden werden können. • 

U m Ereignissen Ergebnisse zuordnen zu können, wi rd der Begriff  einer Zu-
fallsvariablen eingeführt.  Jede Zufallsvariable repräsentiert eine Funktion, die 
den Elementen des Ausgangsraumes Ω Werte ( im Kontext : aus dem M n ) zu-
ordnet und dabei konsistent mi t dem (aktuellen) Informationsstand ist, der 
durch eine σ-Algebra beschrieben wird. Das zweite Kr i te r ium wi rd durch den 
Begriff  der Messbarkeit einer Funkt ion umgesetzt. Ist (Ω , ^ 7 , Ρ ) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, dann heißt die Funkt ion X : Ω —• W 1 Τ -messbar,  wenn 

X~\U)  := {ω G Ω | Χ  (ω) eU} e Τ, V U C M n , U offen, 

(bzw. wenn dies für alle Borel-Mengen U C M n gi l t . Dabei ist, ausgehend von 
der Borei σ-Algebra Β , die (hier) als σ-Algebra über alle offenen  Intervalle 
im M n gebildet wird, jedes ihrer Elemente eine Borel-Menge.) Die Definit ion 
impliziert, dass zwei verschiedene Funktionswerte Urbi lder haben müssen, für 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 27 

die Folgendes gilt: Jedes Urbi ld ist in einer Element menge aus Τ , die nicht 
zugleich das andere Urbi ld enthält. Beide Urbilder müssen also hinsichtlich der 
Ereignismengen in Τ  differenzierbar  sein. Eine Zufallsvariable  ist schließlich 
eine solche .F-messbare Funktion X  : Ω —» R n . 

In analoger Weise ist eine Funktion bezüglich einer σ-Algebra T t , die zu 
einer Fi l t rat ion {Tt}tei  gehört, messbar (T t-messbar).  Folglich kann auch eine 
Zufallsvariable auf T t definiert  werden. Eine Zufallsvariable X definiert  stets 
ein Wahrscheinlichkeitsmaß μ χ  auf dem R n über 1 7 : 

μχ{Β) = P{X~\B)),  VBeB. 

μχ  heißt Verteilung  der Zufallsvariablen  X. 

Bisher wurde von einem abstrakt vorgegebenen Informationsstand, re-
präsentiert durch die σ-Algebra Τ  bzw. Tt  (t E / ) , ausgegangen. An ihm hatte 
sich die Definition einer Zufallsvariablen über die Bedingung der Messbarkeit 
auszurichten18. Demgegenüber kann der Informationsstand aber gerade durch 
die unterscheidbaren Werte einer Zufallsvariablen charakterisiert sein. In die-
sem Fall macht es Sinn, die σ-Algebra auf die Zufallsvariable hin auszurichten 
und höchstens diejenigen Ereignisse differenzierbar  zu machen, in denen die 
Zufallsvariable verschiedene Werte annimmt. Dies führt  auf das Folgende19: 

Es sei X  : Ω —» R n eine beliebige Funktion, dann bezeichnet σ{Χ}  die 
durch X  generierte σ-Algebra,  welche die kleinste σ-Algebra auf Ω ist, die alle 
Mengen: 

X~\u),  VE/ C l n , U offen, 

enthält. 

Von besonderer Bedeutung ist ferner,  ob „Vorinformationen"  über den Ein-
t r i t t bestimmter Ereignisse die Eintrittswahrscheinlichkeit anderer Ereignisse 
beeinflussen. Hierzu wird der Begriff  der stochastischen Unabhängigkeit ein-
geführt 2 0 . Gegeben seien zwei messbare Ereignisse A und Β aus einer Menge 
Τ. A und Β sind genau dann (stochastisch)  unabhängig,  wenn gilt: 

P(AnB)  = P(A)'P(B). 

Eine Menge Λ = {Hi \ i E J} von Familien Tii messbarer Mengen heißt (sto-
chastisch)  unabhängig,  falls für alle Kombinationen (H^,  Hi 2,..., Hi k) E 
Ήϊι

 x χ . . . χ Tti k mi t beliebigen ii,  i2,..., ik E J ; ij Φ ii,Vj,l E 
{ l , . . . , / c } , ό φ ΐ , gilt: 

Ρ(Ηι λ Π . . . Π Hi k ) = Ρ(Ηχ λ ) · . . . · P(Hi k). 

1 7 Vgl. 0ksendal  (2003), S. 9. 
1 8 Nach Magill/ Quinzii  (1996), S. 286, sollte bei exogen vorgegebener σ-Algebra nicht 

von einem Informationsstand gesprochen werden, vielmehr stellt sie rein formal den Defi-
nitionsbereich für das Wahrscheinlichkeitsmaß dar. 

1 9 Vgl. 0ksendal  (2003), S. 8. 
2 0 Vgl. 0ksendal  (2003), S. 10. 
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28 2. Ideale Kapitalmärkte 

Dann heißt eine Menge von Zufallsvariablen  {Xiji^j  (stochastisch)  un-
abhängig , falls die Menge der generierten σ-Algebren {σ{Χϊ}  | i  G J} un-
abhängig ist. 

Im Weiteren wird entsprechend der Dynamisierung des Informationsstandes 
durch die Einführung einer Fi l t rat ion auch die Bewertung, wie sie in diesem 
Sinne statisch durch eine Zufallsvariable erfolgt,  dynamisiert. Dazu wird der 
Begriff  eines Prozesses eingeführt.  Eine Familie von Mn -wert igen Zufallsvaria-
blen { X t } t £ i , die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω ,^*, Ρ ) definiert  sind, 
heißt stochastischer  Prozess , oder kurz Prozess.  Ist } t G / eine Fi l t rat ion zu 
Τ , dann heißt der Prozess adaptiert  (an die Fi l t rat ion), wenn für jedes ί G / 
die Zufallsvariable  X t Ft-messbar ist. (Wenn im Weiteren von einem Prozess 
gesprochen wird, so ist darunter ein adaptierter stochastischer Prozess zu ver-
stehen, sofern nicht ausdrücklich etwas anderes gesagt wird.) Ein Prozess be-
schreibt somit, welche Werte eine stochastische Variable unter verschiedenen 
Umweltentwicklungen im Zeitablauf annimmt. Der aus η reellwertigen Zufalls-
variablen zusammengesetzte Prozess heißt auch n-dimensionaler  Prozess.  Das 
zu einem beliebigen Zeitpunkt ί G / gehörige Tupel von Zufallsvariablen wird 
als Spaltenvektor betrachtet. Ein deterministischer  Prozess  liegt vor, wenn 
die Ausprägung des Prozesses für jeden Zeitpunkt fast sicher, also mi t Wahr-
scheinlichkeit eins, genau einen Wert aufweist. Uber die Zeit hinweg kann sich 
der Wert der Variablen allerdings ändern. Ist er zudem noch zeitkonstant, soll 
von einem konstanten  Prozess  gesprochen werden. Ferner heißt ein stochasti-
scher Prozess vorhersagbar , wenn er messbar bezüglich derjenigen σ-Algebra 
ist, welche durch adaptierte und linksseitig stetige Prozesse generiert w i r d 2 1 . 
Dies bedeutet, dass die Ausprägung des Prozesses in einem bestimmten Zu-
stand aus dem zeitlich unmittelbar vorausgehenden Zustand ableitbar ist. In 
einer zeitdiskreten Modellierung mi t I = { 0 , 1 , 2 , . . . , n } (n = oo möglich) ist 
die einen vorhersagbaren Prozess { X t } t e i für den Zeitpunkt t  G { l , . . . , n } 
charakterisierende Zufallsvariable X^ Τι_γ -messbar 2 2 . 

W i rd ein Prozess für ein fixes ω G Ω betrachtet, so entsteht eine Funktion: 

t  XtM,  ViG/, 

die als Pfad  von {X t} tei  bezeichnet wird. 

Zur  Notation : 
• Bei der Kennzeichnung eines Pfades wird die Abhängigkeit von ω zumeist 

nicht dargestellt. Dies gi l t für sämtliche im Weiteren behandelten Prozesse. 

• Statt X t kann auch X(t)  bzw. Χζί,ω)  geschrieben werden. 

Anstelle einer vorgegebenen Fi l t rat ion kann über die Zufallsvariablen, aus 
denen der Prozess zusammengesetzt ist, eine Fi l t rat ion generiert werden. Hier-

2 1 Vgl. v. Weizsäcker/Winkler (1990), S. 25, 111 ff.,  insbesondere S. 112, sowie Dothan 
(1990), S. 250 ff.,  Holtrode (2000), S. 154. 

2 2 Vgl. hierzu etwa Dothan (1990), S. 54. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 29 

bei wird der aktuelle Informationsstand bestimmt durch die Ausprägungen 
aller zeitlich vorausgehenden Zufallsvariablen. Dies führt  auf: 

F t=F t
x :=a{X s\s<t,seI}=  ( J a{X s}, Vi E I. 

s<t, sei 

Erweitert man die Fi l t rat ion T * um die Nullmengen, ergibt sich die zum Pro-
zess {X t}tei  gehörende kanonische  oder natürliche  Filtration  Tt  wie fo lg t 2 3 : 

F t = a{T t
x υλί}, V ì e / . 

Im Zusammenhang von Prozessen ist zudem von Bedeutung, wann zwei Pro-
zesse im stochastischen Sinne als verschieden bzw. als gleich zu betrachten 
sind. Hierzu werden die folgenden Begriffe  eingeführt 2 4 : 

Gegeben seien die { ^ ^ [ ο , ο ο ) - a d a p t i e r ten Prozesse {X t } i G [ 0 , oo ) u n d 
{*t}te[0,oo), dann 

• heißt {Ft} tG[o,oo) e i n e Modifikation  von {Xt} i G [0 ,oo)> wenn gil t : 

P({u\Xt(u)  = Y t(u)})  = l i Vi > 0, und 

• beide Prozesse heißen ununterscheidbar,  falls 

Ρ ({ω  I X t(u)  = Ytiu),  Vi E [0, oo)}) = 1. 

Sicherlich ist jeder ununterscheidbare Prozess auch eine Modif ikation des an-
deren. Das Umgekehrte gi l t unter der Voraussetzung, dass beide Prozesse fast 
sicher rechtsstetige Pfade besitzen25 . 

Beispiel 2.2 Zufallsvariable,  Prozess,  Pfad:  Fortsetzung  des Beispiels  2.1 
Auf der Grundlage des Wahrscheinlichkeitsraumes, der im vorausgehenden 
Beispiel eingeführt  wurde, wird zunächst ein Aktienkursprozess St (t  = 0,1, 2) 
beschrieben, der sich als Familie von diskreten Zufallsvariablen darstellt. Jede 
dieser Zufallsvariablen kennzeichnet die Werte, die die Akt ie zu den Betrach-
tungszeitpunkten annehmen kann. Abb. 2.1 zeigt den Aktienkursprozess. 

Zur Vereinfachung der Notat ion wurde dabei der Sachverhalt 5o({<^i}) — 
So({ct>2}) = So({<^3}) = 105 durch 5ο(Ω) = 105 beschrieben; analog steht 

= 9 0 für 5 ι ( { ^ 2 } ) = 5 ι ( { ^ 3 } ) = 90. Durch die Aktienkurse zu 

2 3 Vgl. Korn/Korn  (1999), S. 15, die jedoch die natürliche Fi l t rat ion ohne Erweiterung 
definieren, aus der erst die „P-Erweiterung" der natürlichen Fi l t rat ion hervorgeht. 

2 4 Vgl. zum Folgenden Karatzas/Shreve  (1991), S. 2, mi t einem weiteren „Verschieden-
heits-/Gleichheitskriterium" und Korn/Korn  (1999), S. 16, mit Bezug auf unterschiedliche 
Filtrationen. 

2 5 Ein Beispiel für zwei nicht ununterscheidbare Prozesse, die Modifikationen vonei-
nander sind, liegt nach Karatzas/Shreve  (1991), S. 2, bei t  > 0 mit den Prozessen Xt  = 0 
und Yt  = 0 für  t Φ Τ  und Yt  = 1 für  t  = Τ  vor, wobei Τ  eine positive Zufallsvariable mit 
stetiger Verteilung repräsentiert. Zur umgekehrten Aussagerichtung vgl. Karatzas/Shreve 
(1991), S. 2. 
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30 

t = 0 

2. Ideale Kapitalmärkte 

1 2 

den Zeitpunkten t  — 1 und 2 sind Zufallsvariablen  S\ bzw. 52 gegeben26 , 
die zusammen mi t So den Prozess S = {S t(co)} t=o,i,2  bilden. E in Pfad dieses 
Prozesses ist durch die Werte «So(ω), Si  (ω)  und £2(0;) z.B. für  002 gegeben 
als: 5 0 ( c j 2 ) = 105, 5 ι ( ω 2 ) = 90 und 5 2 ( ω 2 ) = 100. Dieser Pfad entspricht 
einem gesunkenen Akt ienkurs in t  = 1, der sich in t  = 2 wieder etwas erholt 
hat. Die sprachliche Charakterisierung der Umweltentwicklungen in Beispiel 
2.1 erhält insofern ihren Sinn nur durch eine „Bewertung" der alternativen 
Entwicklungen, wie sie durch den hier betrachteten Aktienkursprozess statt-
findet. I m Unterschied zum dargestellten Prozess, der durch die Bezeichnung 
impl iz i t als Beschreibung der Kursentwicklung einer Akt ie gedeutet wurde, 
müsste ein Prozess, der auf einem Kapi ta lmarkt mi t in t  = 0 für den gesamten 
Betrachtungszeitraum vorbestimmten periodigen Zinssätzen die Wertentwick-
lung eines risikolosen, zweiperioden Zerobonds beschreibt, zu jedem Zeitpunkt 
in allen möglichen Umweltentwicklungen denselben Bondwert aufweisen. Der 
Kursprozess eines risikolosen  Zerobonds Ζ Β = {ZB t{uj)}t=Q,i,2  auf einem der-
gestalt festgelegten Kapi ta lmarkt könnte wie in Abb. 2 .2 2 7 dargestellt ausse-
hen. 

Der Zerobond weist eine deterministische, jedoch nicht eine konstante Wert-
entwicklung auf; vielmehr n immt sein Wert in jeder Periode um 10% zu. Dies 
entspricht gerade der Verzinsung des Zerobonds, die für ein solches Instrument 
(vor Fäll igkeit) vollständig im Wertzuwachs zum Ausdruck kommt. Demge-
genüber werden beim Kuponbond Zinsen ausbezahlt, die unter den idealen 
Bedingungen einer flachen Zinsstruktur — wie bereits beim Zerobond — und 

2 6 Formal ist auch So als Zufallsvariable zu betrachten. 
2 7 Wahrscheinlichkeiten sind bei dieser und den späteren Abbildungen nicht angegeben. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 31 

t = 0 1 2 

Abbildung 2.2: Wertentwicklung eines Zerobonds 
bei deterministischer Zinsstruktur 

bei Ausgabe und endfälliger Ti lgung zu pari sowie konstantem Nominalzins-
satz gerade der marktübl ichen Verzinsung entsprechen und folglich zu keiner 
Wertänderung des Bonds selbst fuhren, sofern weiterhin von deterministischen 
Marktzinssätzen ausgegangen wird. Der Kursprozess eines solchen risikolosen 
Kuponbonds  KB  = {KB t(uj)} t=o,i,2  sieht dann wie in Abb. 2.3 wiedergegeben 
aus. 

Der Kuponbond wird also durch einen konstanten  Prozess  beschrieben. 
Die Investit ion in einen derartigen Kuponbond bewirkt freilich, dass dem 
Anleger nach jeder Periode noch Zinszahlungen in Höhe von 10 zufließen. 
Üblicherweise werden Kuponbonds jedoch nicht durch konstante Prozesse be-
schreibbar sein; dies gi l t bereits dann, wenn bei der unterstellten Ausstat-
tung des Bonds die Zinsstruktur nicht flach ist. Wenn insofern auch nicht zur 
Beschreibung der Wertentwicklung von Handelsobjekten selbst, finden deter-
ministische oder sogar konstante Prozesse doch oftmals Verwendung bei der 
Modell ierung von Marktparametern, wie Zinssätzen, Volat i l i täten u.a. Anzu-
merken ist, dass die F i l t ra t ion {Tt}tei  gerade derjenigen entspricht, die durch 
den Aktienkursprozess generiert wird. Demgegenüber würde die durch den 
Kuponbond generierte F i l t ra t ion die Gestalt Tt  — {0, {ωι,  u)2, <^3}} (Vi) ha-
ben. Hinsichtl ich des Kuponbonds müsste also gar nicht zwischen verschiede-
nen Umweltentwicklungen differenziert  werden, da der Wert des Kuponbonds 
bereits in t  = 0 für jeden Zustand innerhalb des Betrachtungszeitraumes be-
kannt ist. Gleiches gi l t für den Zerobond. Ferner ist mi t Hilfe der generierten 
Fi l t rat ionen leicht nachvollziehbar, dass der Akt ienkurs zu einem beliebigen 
Zeitpunkt t E {0 ,1 ,2 } vom Wert des Zerobonds ZB(t)  bzw. des Kuponbonds 
KB(t)  unabhängig ist. Die dargestellte Wertentwicklung für den Zerobond 
ist allerdings nicht notwendig für die Risikolosigkeit eines Wertpapieres. E in 
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32 2. Ideale Kapitalmärkte 

t = 

Abbildung 2.3: Wertentwicklung des Kuponbonds 
bei deterministischer Zinsstruktur 

risikoloses Wert papier liegt bereits dann vor, wenn dessen Wert im Zei tpunkt 
t  G { 1 , 2 } mindestens im unmit te lbar vorausgehenden Zei tpunkt t  — 1 bekannt 
ist. Man weiß also, was man nach der einperiodigen Anlage wiederbekommt. 
Dies schließt jedoch nicht aus, dass sich die Marktverzinsung im Zeitablauf 
und in Abhängigkeit der Umweltentwicklung ändert. Insofern kann die Wert-
entwicklung eines risikolosen Wertpapieres auch durch einen vorhersagbaren, 
jedoch nicht deterministischen Prozess beschreibbar sein. Einen derartigen 
Fall stellt der Kursprozess RB = {RB t(uj)} t=0,1,2 in Abb. 2.4 dar. Das da-
mi t repräsentierte Wertpapier entspricht einer revolvierenden einperiodigen 
Anlage-/Verschuldungsmöglichkeit zum jeweils aktuellen Marktzinssatz. Die-
ser beträgt in t = 0 5% für die erste Periode, in t = 1 bleibt der Marktzinssatz 
für die Folgeperiode bei diesem Wert unter u>i. Bei den Umweltentwicklungen 
cü2 und CJ3 hingegen steigt der Zinssatz für einperiodige Anlagen/Kredi te auf 
7% für die zweite Periode. Eine stochastische Zinsentwicklung vor Fäll igkeit 
würde sich allerdings in Bezug auf den zuvor beschriebenen Zerobond (sowie 
den Kuponbond) im Wege der Diskontierung insbesondere in t = 2 anfallender 
Zahlungen in einem nicht vorhersagbaren Kursprozess niederschlagen. • 

Die in Beispiel 2.2 beschriebenen Akt ienkurs- und Bondwertentwicklungs-
prozesse dienen ebenso wie Entwicklungsprozesse von Marktparametern der 
Model l ierung von Marktgegebenheiten. Sie werden hier insofern als gegebe-
ne, natürliche  Prozesse  bezeichnet. Demgegenüber können durch Handelsak-
t iv i tä ten des betrachteten Investors, also aus der Zusammenstellung verschie-
dener Handelsobjekte, denen jeweils ein natürl icher Prozess zugrunde liegt, 
und deren Umschichtung neue, künstl iche Prozesse gebildet werden. Sie wer-
den generierte  oder auch gesteuerte  Prozesse  genannt, da die dynamische Zu-
sammenstellung im Rahmen der dynamischen Port fol io-Opt imierung  auf die 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 33 

t = 0 1 2 

Abbildung 2.4: Kursprozess eines risikolosen Wertpapieres 
bei stochastischer Zinsstruktur 

Erfül lung eines bestimmten Zielkriteriums hin ausgerichtet wird. I m voraus-
gegangenen Beispiel könnte bspw. mi t einem Anfangsvermögen von 205 ein 
generierter Prozess durch Kauf einer Akt ie und eines risikolosen Kuponbonds 
im Nennwert von 100 gebildet werden. Der generierte Prozess ergibt sich dann, 
sofern keine Umschichtungen im Zeitablauf erfolgen, „add i t i v " aus den beiden 
dargestellten Prozessen der Akt ie und des Kuponbonds. 

Die bisherige Beschreibung von Prozessen und der sie konstituierenden Zu-
fallsvariablen beschränkte sich darauf,  zu differenzieren,  welche Umweltent-
wicklungen im Zeitablauf unterscheidbar werden, welche Werte die Zufallsva-
riablen dabei annehmen können und welche Wahrscheinlichkeit dem Auftre-
ten dieser Werte zuzumessen ist. Zur Charakterisierung von Prozessen sind 
demgegenüber auch Aussagen wünschenswert, die aus Sicht eines beliebigen 
Zeitpunktes während der Prozesslaufzeit  die weitere, zukünftige Entwicklung 
bis zu einem anderen definierten Zeitpunkt der Laufzeit (oder bis zu deren 
Ende T ) nicht mehr lediglich brut to i.S. aller Möglichkeiten, sondern kom-
primiert beschreiben. Hierzu gehört bspw. eine Aussage über die Richtung, 
in die sich die Werte eines Prozesses bewegen (Trend).  Grundlegend für die 
Ablei tung eines solchen lYends ist eine Stat ist ik zu einer Zufallsvariablen, die 
ein (wahrscheinlichkeits)gewichtetes M i t t e l über die möglichen zukünftigen 
Ausprägungen der Zufallsvariablen repräsentiert. Diese Statist ik wi rd als Er-
wartungswert bezeichnet. Der Erwartungswert lokalisiert in gewisser Weise die 
Verteilung der Zufal lsvariablen 28 . Der Begriff  des Erwartungswertes wi rd im 
Folgenden eingeführt;  ihm wi rd für die weiteren Ausführungen eine zentrale 
Bedeutung zukommen. 

2 8 Vgl. Bingham, /Kiesel  (2004), S. 39. 
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34 2. Ideale Kapitalmärkte 

Der Erwartungswert  einer Zufallsvariablen  X s(: Ω —• M n ) aus Sicht von 
t = 0 (E[Xs\)  ist definiert  als: 

sofern die rechte Seite Lebesgue-integrierbai  ist ( / ω β Ω | X s { u ) | άΡ(ω)  < oo). 
E[X S] kennzeichnet den Erwartungswert auf Basis des Informationsstandes 
in t = 0 und kann deshalb präziser als E[X S | To]  geschrieben werden. 
Analog hierzu kann aber auch zu jedem t = 0 nachgelagerten Zeitpunkt 
t* (0 < t* < T)  ein Erwartungswert gebildet werden, der ein gewichtetes 
Mi t te l zur Zufallsvariablen  X s (t* < s <T)  aus Sicht des gegenüber dem Zeit-
punkt t = 0 erweiterten Informationsstandes des Zeitpunktes t = t*  darstellt. 
Der erweiterte Informationsstand wird durch die Fi l t rat ion Tt*  beschrieben. 
Folglich kann zu jedem Ereignis Β E Tt*,  dessen Eint r i t t in t = t*  festge-
stellt wird, ein Erwartungswert über die Ausprägungen der Zufallsvariablen 
X s gebildet werden, für den nur die auf Basis der Vorkenntnis noch möglichen 
Umweltentwicklungen in Betracht zu ziehen sind, d.h. alle ω E B. Er ergibt 
sich aus folgender Beziehung: 

Hiermit kann unter den Voraussetzungen X s > 0, E[X S] < oo ein Maß 2 9 Q 
auf dem messbaren Raum (Q,Tt* ) definiert  werden durch 3 0 : 

Dabei gilt MB E T t*  : Q(B) = 0, falls P(B) = 0. Gi l t diese Beziehung zwischen 
den Maßen Q und P, so wird gesagt: Q ist absolut  kontinuierlich  bezüglich 
P, in Zeichen Q < P. Gelten Q < Ρ und Ρ < Q, dann heißen beide Maße 
äquivalent  Dies bedeutet, dass sie dieselben Mengen mit Maß null („Nullmen-
gen")  besitzen. Damit ist das folgende „Theorem" anwendbar 31 : 

Satz 2.1 („ Theorem  von Radon-Nikodym") 
Es gilt  Q <C Ρ auf  der σ-Algebra  Q genau dann, wenn es eine Q-messbare 
Funktion  f : Ω —> M!J: gibt  mit: 

f  ist  bis auf  Bereiche  mit  Maß null  eindeutig  und heißt  Radon-Nikodym-
Ableitung  von Q nach Ρ (/  = fp). 

2 9 Vgl . die Definit ion eines Maßes S. 24. 
3 0 Zum Folgenden vgl. insbesondere Bingham/ Kiesel (2004), S. 42-48. 
3 1 Vgl . Bingham/ Kiesel  (2004), S. 43, Dothan  (1990), S. 208. 

[ E[X S I Β]άΡ(ω) = ί  Χ 8(ω)άΡ(ω). 

Q(B) := E[X S I B]P(B) = ί  Χ 8(ω)  άΡ(ω) V£ E T t 
Ju>€B 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 35 

Nach dem Theorem von Radon-Nikodym  gibt es folglich eine nicht negati-
ve Funktion (Radon-Nikodym-Ableitung) E[X S \ T t*}  : Ω die T t*~ 
messbar ist und für die Folgendes gil t : 

[  E[X S I T t*]dP(u)  = ί  Χ 8(ω)άΡ(ω ), VßE^. 
JueB JueB 

Kann X s auch negative Komponenten aufweisen, gilt aber E[\  X s |] < oc, 
kann analog dem beschriebenen Vorgehen über die Zerlegung X s = X+  — 
Χ-  ( X + , X-  > 0) die Funkt ion E[X S \ T t*]  : Ω R n mi t E[X S \ T t*]  = 
E[X+  \T t*]~ Ε[ χ

Γ  I Ft*]  gebildet werden 3 2 . 

Die Funkt ion E[X S \ Tt*}  ' Ω —» R n heißt bedingter  Erwartungswert  von X s 

bezüglich Tt* 33· Da der bedingte Erwartungswert  E[X S \ Tt*}  Tt* -messbar 
ist, repräsentiert er eine Zufallsvariable auf Tt*.  Für s = t*  wäre demge-
genüber keine Unsicherheit über den Wert von X s gegeben, vielmehr ist die 
Ausprägung von X s bekannt, so dass E[X S \ T s} = X s geschrieben werden 
kann. 

A n m e r k u n g 2 .1 
Gilt  für  das durch  die  Radon-Nikodym-Ableitung  bestimmte  Maß Q, dass 
Q(Q)  = 1 ist,  dann ist  über  die  Ableitung  ein neues Wahrscheinlichkeitsmaß 
definiert.  Dadurch  wird  ein Wechsel  zwischen  den Wahrscheinlichkeitsmaßen 
möglich,  worauf  später  noch zurückgegriffen  wird. 

Für das Weitere wird eine Prozessklasse von großer Bedeutung sein, die wie 
folgt definiert  wird: Ein stochastischer Prozess {X t}tei  auf einem filtrierten 
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, Τ, P, {Tt})  heißt Martingal  (bezüglich {Tt}tei 
und P) , wenn 

1. X t Tt- messbar ist, V i E / , 
2. E[I  X t |] < oc, V i E / , und 
3. E[X S I T t}= Xu^s>t,tE  / , fast sicher. 

Gi l t in 3.: E[X S \ Tt]  < Xt,  dann wird {X t}tei  ein Super-Martingal  ge-
nannt; gi l t hingegen E[X S \ Tt]  > Xt,  dann ist {X t}tei  ein Sub-Martingal. 

Be isp ie l 2.3 (Bedingter)  Erwartungswert  und Martingal:  Fortsetzung  des 
Beispiels  2.2 
Für den Aktienkursprozess des Beispiels 2.2 kann für die Zufallsvariable S2 ein 
Erwartungswert im Zeitpunkt t  = 0 sowie seinerseits als Zufallsvariable ein 
bedingter Erwartungswert für den Zeitpunkt t  = 1 ermittel t werden. Beides 
wird in Abb. 2 .5 3 4 wiedergegeben. £?[52 I Τ \ ] ( {ω2, u^ } ) = 90 steht wiede-
rum kurz für  E[S 2 \ Τι]{{ω 2}) = E[S 2 \ = 90, und E[S 2]  bedeutet 

3 2 Vgl. Bingham/ Kiesel  (2004), S. 47. 
3 3 Vgl. auch 0ksendal  (2003), S. 309 f. 
3 4 In der Abbi ldung ist das Symbol für die Fi l t rat ion lediglich durch F in Kursivschrift 

angegeben. 
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36 2. Ideale Kapitalmärkte 

t = 0 1 2 

bei dieser Kurzschreibweise E[S2 | ·7-ο](Ω). Aus der Darstellung wird deut-
lich, dass mi t Hilfe des bedingten Erwartungswertes einer Zufallsvariablen  X s 

ein (messbarer) Prozess {E[X S | Tt]}tei,t<s  definiert  werden kann. Best immt 
man noch den Erwartungswert der Zufallsvariablen S i als £[<Si] = 105, so 
zeigt sich, dass Vs, t  G I, s > t  gi l t : E[S s | Tt] = St. Der Aktienkurspro-
zess des Beispiels ist folglich — St ist ^ -messbar und E[|  St  |] < oo (jeweils 
Vi) — ein Mart ingal. Darüber hinaus ist, wie sich leicht nachvollziehen lässt, 
auch der Prozess { £ [ 6 2 I ^t]}tei,t< 2 ein Mart ingal. Es ist jedoch unmit telbar 
einsichtig, dass Letzteres generell gi l t , wie im Folgenden gezeigt wird. • 

Satz 2.2 Bedingter  Erwartungswertprozess  als Martingal 
Für  jede  T-  bzw.  T s -messbare  Zufallsvariable  X^  mit  bedingtem  Erwartungs-
wert  E[X {s ) I Tt],  t  G I (t < 5), ist  der  hierdurch  charakterisierte  Prozess 
{E[X( S) I T t]}tei,t<s  ein Martingal. 

Beweis: 
Nach Definit ion ist der bedingte Erwartungswert  E[X^  | Tt]  ^-"t-messbar 
(Vi). Der übrige Beweisteil ergibt sich im Wesentlichen daraus, dass 

E[E[X (s ) I T r]  I T t] = E[X (s ) I T t],  fast sicher, 

mi t t < r < s bzw. t < r  i s t 3 5 . Denn nach Definit ion des bedingten Erwar-
tungswertes muss für jedes Β G Tt  C T r,  P(B ) > 0, gelten: 

[ E[E[X (S ) I Tr]  I Tt]  dP(u) = [ X (s ) dP(u) = [ E[X (S ) \ T r]  dP(u). 
Ju>eB Ju>eB Ju>eB 

3 5 Bingham/ Kiesel (2004), S. 49 f. Zur Verdeutlichung sei deren sich auf diese Beziehung 
erstreckender Beweis, angepasst auf den gegebenen Kontext, wiederholt. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 37 

Aus der (fast sicheren) Eindeutigkeit der Radon-Nikodym-Ableitung  ergibt 
sich folglich das unmittelbar vorausgehende Postulat. Damit gilt auch: 

Aus der Voraussetzung des bedingten Erwartungswertes £?[|X(S)|] < oc 
folgt: 

E[\E[X {s )\T t}\}=E[\E[X {s )\T t}\\T 0} 
< E[E[\X {S )\ I T t\ I T 0]  = E[\X {S )\ I T 0]  = E[\X {s )\]  < oo. • 

Eine weitere Charakterisierung eines stochastischen Prozesses ist durch die 
Frage möglich, ob die Eintrittswahrscheinlichkeit zukünftiger Ereignisse und 
damit zusammenhängender Prozesswerte bereits durch den gegenwärtigen 
Wert der Prozessvariablen vollständig beschrieben ist oder ob die bisherige 
Entwicklung bis zu diesem Wert eine weitergehende Information beinhaltet, 
die zu einer anderen Beurteilung über die (bedingten) Eintrittswahrscheinlich-
keiten zukünftiger Ereignisse führt.  Aus ökonomischer Sicht sind Marktprozes-
se oft sinnvollerweise so zu definieren, dass auf sie der erste Fall zutrifft.  Denn 
dann könnte aus vergangenen Entwicklungen nicht auf den zukünftigen Ver-
lauf von Marktparametern bzw. Handelsobjekten geschlossen werden; die In-
formation aus der Vergangenheit ginge vollständig in den Gegenwartswert des 
Parameters bzw. Handelsobjektes ein. In einem solchen Fall liegt ein schwach 
informations  effizienter  M a r k t 3 6 vor. Im Hinblick auf stochastische Prozesse 
wird die gerade formulierte  Bedingung als Markov- Eigenschaft von Prozessen 
eingeführt. 

Sind / : R n —» R eine beliebige beschränkte Borei (-messbare) Funktion und 
{Xt}t> ο ein n-dimensionaler, adaptierter Prozess auf dem filtrierten  Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω, T,  P, {Tt}),  dann heißt der Prozess {-^t } t>o Markov-
Prozess (bezüglich der Fi l t rat ion {T t } t>o) , wenn g i l t 3 7 : 

E[f(X t) I Ts]  = E[f(X t) I Xs],  fast sicher, Vs , t , t >s . 

Mitunter kann es sinnvoll sein, einen Prozess vom Eint r i t t bestimmter Ereig-
nisse abhängig zu gestalten. Dies kann bereits für die zweckmäßige Definition 
natürlicher Prozesse gelten. Obwohl für die Modellierung des Kursverlaufes 
einer Akt ie gewöhnlich ein Prozess zugrunde zu legen ist, der stets ein Auf 
und Ab des Kurses ermöglicht, ist von einer solchen Prozessformulierung  ab-
zuweichen, sobald die Akt ie wertlos w i r d 3 8 . Dann sollte der Wert der Akt ie 
für den restlichen Planungszeitraum den Wert null aufweisen. Ebenso kann 
allgemein ein untergegangenes Vermögen nicht wieder einen positiven Wert 
erreichen. Umgekehrt kann ein bestimmter, erreichter Vermögenswert Anlass 
geben, sich nicht weiter einer unsicheren Entwicklung auszusetzen39. U.a. der 
Umsetzung derartiger Restriktionen dient die folgende Definition. 

3 6 Vgl. bspw. Magül/Quinzii  (1996), S. 306 ff.;  zu verschiedenen Effizienzcharakterisie-
rungen von Kapitalmärkten vgl. Ross/ Westerfeld/Jäffe  (2002), S. 343 ff. 

3 7 Vgl. Elliott  (1982), S. 190. 
3 8 Sofern dieser Fall in der Modellierung vorgesehen ist. 
3 9 Vgl. hierzu und zum Folgenden bspw. Bingham/ Kiesel  (2004), S. 82-88, Karat-

zas/Shreve  (1991), S. 6, Korn/Korn  (1999), S. 21 ff. 
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38 2. Ideale Kapitalmärkte 

Es sei (Ω, Τ , Ρ , { T t ) ) ein filtrierter  Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heißt ei-
ne ^"-messbare Zufallsvariable τ : Ω —• I (mit I = [0, oo) oder { 0 , 1 , 2 , . . . , oo}) 
Stopp zeit,  wenn gil t : 

Sei ferner  { X t ) t e i ein adaptierter Prozess, dann ergibt sich in Verbindung 
mi t der Stoppzeit τ daraus ein neuer, der gestoppte  Prozess  {X tAr) tei  über: 

„Hä l t " folglich die Stoppzeit τ den Prozess { X t ) t e i in einem bestimmten 
Zustand (ωι , ί * ) „an" , so stoppt sie den Prozess zugleich für alle Zustände 
(ω 2,ί*),  die vom ersten in t = t*  gemäß der Fi l t rat ion {Tt)tei  nicht differen-
zierbar sind. Das Anhalten eines Prozesses mi t Hilfe einer Stoppzeit erfolgt 
damit stets auf Basis des aktuellen Informationsstandes, ohne dass sich erst 
zukünft ig verzweigende Entwicklungen differenziert  werden könnten 4 0 . Zur 
Stoppzeit τ kann eine σ-Algebra T T  angegeben werden, in der die Ereignis-
se erfasst sind, deren Eintreten oder Nicht-Eintreten in r , also dem (von ω) 
abhängigen Stoppzeitpunkt, entscheidbar ist. Aufgrund der Entscheidbarkeit 
in r , muss dies auch für alle nachfolgenden Zeitpunkte gelten. Das führt  au f 4 1 : 
Die σ-Algebra T r  (zur Stoppzeit r ) ist definiert  als 

Damit ergibt sich die gestoppte  Filtration  {T T At)tei  mi t Hilfe der Stoppzeit 
τ At  ( := min (τ , t)). Τ τ lässt sich auch in der Weise charakterisieren, dass (zwei 
Umweltentwicklungen) ωι und ω2, die zum selben Zeitpunkt t*  gestoppt wer-
den und gemäß Tt * nicht unterscheidbar sind, auch in der Zukunft (t > t*) 
nicht mehr unterschieden werden können. Die Fi l t rat ion {T TAt)tei  enthält in-
sofern gegenüber der Fi l t rat ion Tt  weniger Information, als darin zum selben 
Zeitpunkt t* (< t)  gestoppte (Entwicklungen) ωι und ω2 nicht mehr diffe-
renziert werden können, wenn sie nicht bereits in Tt* differenzierbar  waren. 
Es kann nunmehr gefragt werden, ob die Martingaleigenschaft  eines Prozesses 
durch das Anhalten verändert wird. Hierzu gi l t der folgende Satz 4 2 . 

Satz 2.3 Doob's  optional sampling theorem^ 3 

Ist  {Xt} tG[o,oo) e i n rechts  stetig  es Martingal,  d.h. alle  Pfade  sind  rechtsstetige 
Funktionen  der  Zeit,  und sind τχ < r 2 zwei  Stoppzeiten,  dann gilt : 

Analoges gilt,  falls  {Xt} tG[ 0,oo) rechtsstetiges Sub- oder  Super-Martingal 

4 0 Es werden also Situationen ohne Vorausschau in die Zukunft abgebildet, vgl. Bing-
ham/Kiesel (2004), S. 83. 

4 1 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 8, Korn/Korn (1999), S. 22. 
4 2 Zur Formulierung bei zeitdiskreten Situationen vgl. Elliott  (1982), S. 9, 22. 
4 3 Vgl. mit Beweisen Elliott  (1982), S. 36, Karatzas/Shreve (1991), S. 19 f., Korn/Korn 

(1999), S. 22. 

{r < t) := {ω  G Ω | τ (ω) < t)  G T t ì V i G I. 

Τ τ := {A  G Τ  I Α Π {τ < t)  G T u W G / } . 

E [XtAr 2 ι Τ tAri ]  = XtA T 1, fast sicher, t  G [0, oo). 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 39 

Im Rahmen der Voraussetzung dieses Satzes bleibt folglich die (Super-, 
Sub-)Martingaleigenschaft  durch das Stoppen erhalten. M i t Hilfe der Stopp-
zeit kann der Martingalbegriff  durch die Einführung so genannter lokaler Mar-
tingale sogar noch etwas weiter gefasst werden. 

Ein zur Fi l t rat ion {Tt}tei  adaptierter Prozess { X l ° c } t e i  heißt lokales  Mar-
tingal  (bezüglich {Tt}tei),  falls es eine nicht fallende Folge von Stoppzeiten 
{ rk}keν gibt mit 

T/j —> oo, fast sicher für  k  oo, 

so dass {X^ T k}tei  {Tt}tei  adaptiert und V/c Ε Ν ein Mart ingal ist. 

Jedes Mart ingal ist auch ein lokales Martingal; das Umgekehrte gilt n ich t 4 4 . 
Für beschränkte lokale Martingale lässt sich eine Aussage bezüglich ihrer all-
gemeinen Martingaleigenschaft,  wie im Folgenden beschrieben, angeben. 

Satz 2.4 Fatou's  Lemma45 

Ist  auf  dem filtrierten  Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, T,  P, {^t}tG[o,oo)) 
{ £ n } n = 1 , 2 , . . . eine Folge  von nicht  negativen, Τ -messbaren Zufallsvariablen, 
dann gilt: 

E  [lim inf ξ η | T t]  < l i m i n f £ [ £ n | T t]  (t  > 0). 
L n—>oo J n—>oo 

A n m e r k u n g 2.2 
Satz  2.4 gilt  auch für  jede  nach unten durch  eine reelle  Konstante  —k (k  > 0) 
beschränkte  Folge  von Zufallsvariablen  {£ n}n=1,2,...· 

Beweis: 
Mi t ξ η = ξ η+Η,η = 1 , 2 , . . . , existiert nach Fatou's Lemma eine nicht negative 
Folge von Zufallsvariablen, so dass für  t  > 0 gilt: 

E  [lim infn^oo ξη  I T tj = -k  + E  [lim in foco ξη  \ T t] 

< —k  + lim inf n^oo Ε  [ξη | Tt]  = lim i n f n ^ 00 Ε  [ξη  I Tt]  . 
• 

Ist {X(t)} t>0 ein nicht negatives lokales Martingal, so kann mit ei-
ner Stoppzeit τη die Zufallsvariable  X(t Λ r n ) für beliebiges reel-
les t  als Zufallsvariable im Sinne des vorausgehenden Satzes betrach-
tet werden. Dann ist E[X(t)\T s]  = E  [liminf n_>oo X(t Λ τη) \ T s]  < 
l i m i n f ^ o o E [X(t Λ r n ) | T s]  = l im in f n ^oo X(s Λ r n ) = X(s).  Entsprechen-
des gilt , wenn { X ( i ) } t > o nach unten beschränkt ist. Daraus folgt unmittel-
ba r 4 6 : 

4 4 Vgl. Korn/Korn  (1999), S. 24, sowie mi t Gegenbeispiel Dothan  (1990), S. 242, 240 f. 
4 5 Vgl. Dothan  (1990), S. 243 f., und Williams  (1991), S. 52 f. 
4 6 Vgl. ausführlicher  zur gerade skizzierten Herleitung der Aussage zu nicht negativen 

Martingalen Dothan  (1990), S. 243 f. 
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40 2. Ideale Kapitalmärkte 

Satz 2.5 
Jedes  nach unten beschränkte  lokale  Martingal  ist  ein Super-Martingal ; ins-
besondere  ist  jedes  nicht  negative  lokale  Martingal  ein Super-Martingal. 

Zum Ende des Abschnittes ist noch auf den Messbarkeitsbegriff  bei zeitkon-
tinuierlichen Prozessen einzugehen; ferner  wird ein spezieller, kontinuierlicher 
Prozess eingeführt,  dem bei der Modellierung stochastischer Aktienkurs- und 
vergleichbarer Wertentwicklungen eine tragende Rolle zukommt: der Wiener-
Prozess. 

Ein stochastischer Prozess {^t}te[o,oo) a u f dem filtrierten  Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω, T , P, {^i}t€[o,oo)) heißt4 7 : 

• messbar , wenn die Abbildung: 

[0, oo) χ Ω — M n  

(δ,ω) -»· Χ8(ω) 

B([0, oo)) 0 Τ - £(Mn)-messbar ist, 

• progressiv-messbar , wenn für alle t > 0 die Abbildung: 

[0, ί ] χ Ω — M n  

(δ,ω) -»· Χ8(ω) 

B ( [ 0 Λ ] ) ® F t - B(R n)~messbar ist. 

Dabei gi l t A®B = σ{Α  χ Β | A e Α, Β e Β}48. 

Die Messbarkeit von Prozessen weitet den bisher eingeführten Begriff  in 
zeitlicher Hinsicht aus. Dabei ist jeder progressiv-messbare Prozess auch 
messbar und jeder messbare Prozess besitzt eine progressiv-messbare Mo-
di f ikat ion 4 9 . Zudem ist jeder rechts- oder linksstetige, adaptierte Prozess 
progressiv-messbar und jeder progressiv-messbare Prozess auch (messbar 
und) adapt ier t 5 0 . Ist darüber hinaus τ eine Stoppzeit und {^t}te[o,oo) 
ein progressiv-messbarer  Prozess, dann ist auch der gestoppte Prozess 
{ Χ ί Λ τ } ί € [ ο , ο ο ) progressiv-messbar bezüglich { ^ ^ [ ο , ο ο ) 5 1 · Ein besonderer, 
(progressiv-)messbarer  Prozess ist der folgende. 

Ein eindimensionaler Wiener-Prozess,  auch eindimensionale Brown'sche 
Bewegung  ge nannt, ist ein reell wert iger, adaptierter Prozess W = {W t}t>o  auf 
dem filtrierten  Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, Τ , Ρ , {^ ί} ί€[ο,οο)) m i t den folgen-
den Eigenschaften: 

4 7 Vgl. zum Folgenden bspw. Korn/Korn (1999), S. 36. 
4 8 Vgl. Dothan (1990), S. 187. 
4 9 Vgl. bspw. Korn/Korn (1999), S. 36. 
5 0 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 4 f. 
5 1 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 9, Korn/Korn (1999), S. 37. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 41 

1. Wq  = 0 fast sicher, 

2. W t-W 8~ N(0,  t - s) für 0 < s < t, 

3. W t — W s unabhängig von W u — W r  für 0 < r  < u < s < t, 

4. {W t}t> ο besitzt stetige Pfade, Va; £ Ω. 

(Ν(μ,σ 2) kennzeichnet die Normalvertei lung mi t Erwartungswert μ und 
Varianz σ

2 ) . 

E in n-dimensionaler Wiener-Prozess (n-dimensionale Brown'sche Bewe-
gung) ist ein R n -wer t iger Prozess, dessen η Komponenten jeweils unabhängige 
eindimensionale Wiener-Prozesse sind. Die n-dimensionale Brown'sche Bewe-
gung (n > 1) generiert eine F i l t ra t ion o> die, erweitert um die Nul l-
mengen der σ-Algebra T 5 2 , die natürliche F i l t ra t ion zur Brown'schen Bewe-
gung, die Brown'sche  Filtration,  e rg ib t 5 3 . Die Brown'sche F i l t ra t ion {Tt}t>o 
ist rechts-  und linksstetig  in folgendem Sinne5 4 : 

wobei t  = 0 , wenn t  = 0. 

Ferner soll gesagt werden, dass eine F i l t ra t ion {Tt}t>o  die üblichen  Bedin-
gungen erfüllt,  wenn sie rechtsstetig ist und To  sämtliche Nullmengen von Τ 
enthält. Die Brown'sche F i l t ra t ion ist folglich eine Fi l t rat ion, die die üblichen 
Bedingungen erfüllt.  Ferner ist der Wiener-Prozess ein Markov-Prozess 55 . Der 
Wiener-Prozess soll im Folgenden noch etwas näher betrachtet werden. Hierzu 
wi rd der Begriff  der Variat ion (auf kompakten Mengen) eingeführt. 

Für gegebenes t  > 0 sei Π = {io? tχ,..., t m 

eine Zerlegung des Intervalls [0,t]  mi t der Weite ||Π|| : = maxi<fc< m \tk  — 
tk~ i | ; ferner  seien für die folgenden Ausführungen zwei stetige Mart ingale 
{ X t } t > 0 und {Vt} t>o gegeben, die quadrat-integrierbar 156 sind, d.h. für die 
E[Xt],E[Y?}  < oc für  t  > 0 gi l t . Dann heißt der Prozess: 

(totale)  Variation  von { -^ t } t>o bezüglich  der  Zerlegung  Ii.  Die totale Variat ion 
des Prozesses { -^ t } t>o ist gegeben durch: 

5 2 Zur Erweiterung der durch die Brown'sche Bewegung generierten Fi l t rat ion um die 
Nullmengen vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 89 ff. 

5 3 Vgl. Korn/Korn  (1999), S. 17. 
5 4 Vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 89 ff.,  Korn/Korn  (1999), S. 18. 
5 5 Vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 75, 0ksendal  (2003), S. 115 f. 
5 6 Vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 30. 

771 

V t
x = s u p V t

x ( n ) . 
π 
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42 2. Ideale Kapitalmärkte 

Es sei nun: 
m 

v t
X Y(u ) := - X t , _ j ( y t , - y ^ . j . 

k = l 
Es gibt dann einen bis auf UnUnterscheidbarkeit eindeutigen, adaptierten Pro-
zess57 

\X,Y]t := lim V t
X Y(U)  Grenzwert in Wahrscheinlichkeit, t > 0, 

l inn-* 
mi t [Χ , Υ] ο = 0, P-fast sicher, der stetig ist, für  t > 0 endliche totale Variation 
besitzt und mi t dem der Prozess 

(XY)t - [ X , Y]t,t> 0, ein Martingal ist. 

[X,Y]t  (t > 0 ) 5 8 wird quadratische  Kovariation  von { ^ t } t > o u n d {^ t } t>o ge-
nannt. Grenzwert  in Wahrscheinlichkeit  bedeutet dabei, dass für Zerlegungen 
Π von [0,t]  zu beliebigen e > 0, η > 0 ein δ > 0 existiert, so dass g i l t 5 9 : Aus 
||Π|| < δ folgt P(\V t

X Y(U) - [X,Y]t\ > e) < η. Speziell ist der Prozess 
m 

\X,X]t := lim > (Xt.  — Xu Λ ) 2 Grenzwert in Wahrscheinlichkeit, t > 0, 
l i n i H o ^ ~ 
11 11 /c = l 

die quadratische  Variation  des Prozesses {X t} t>o. Entsprechend ist X t
2 — 

[X,X]t(t > 0) ein Martingal. Anstelle von [X,X] t wird auch kurz [X] t ge-
schrieben, analog d[X] t statt d[X,  X]t  für das zeitliche Inkrement der quadra-
tischen Variation des Prozesses {X t} t>o. 

Satz 2.6 Für  die  quadratische  Kovariation  gilt 60: 

[. χ ,Y] t = \{[x  + y\t -[χ- Y]t),  vi >o. 

Beweis : 
l([X  + Y] t-[X-Y] t) 

/ m m \ 

= Ϊ Σ (Xt k + Yt k - Xt k^ - Yt k_J2 - Σ (Xt k - Yt k - Xt^ + Yt 
\k=l  k=l  J 
m 

= ζ E((Xt k - Xt k^)2 + 2 (X tk - Xt^iYt, - IV, ) + (Yt k - Yt 

-(X tk - x tk_1f  + 2{x tk - x t , _ j ( y t t - Y tk_j - (Y tk - Yt t_j2) 
m 

= Σ {X t k - X t * - i ) {Y t k - Ytk--i) 
k = l 

5 7 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 35. 
58 [X,Y]t  (t > 0) kennzeichnet hierbei einen Prozess, welcher auch durch { [X , Y]t}t>o 

dargestellt werden kann. 
5 9 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 32; der Konvergenzbegriff  könnte mi t Blick auf 

die Anwendung in Verbindung mit der quadratischen Kovariation von Wiener-Prozessen 
auch schärfer  als gleichmäßige  Konvergenz  in Wahrscheinlichkeit  formuliert  bzw. gefor-
dert werden, vgl. Dothan (1990), S. 169 f., zum nachfolgend bezeichneten Spezialfall der 
quadratischen Variation. In diesem Fall wäre zu fordern,  dass die Bedingung zu beliebigen 
e > 0, η > 0 und t  G [0, Τ ] für ein δ > 0 gilt. 

6 0 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 31, mi t anderer Ausgangsdefinition, sowie S. 36, 
Problem 1.5.14. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 43 

Der Prozess der quadratischen Variat ion zum (stetigen, quadrat-integrier-
baren) Wiener-Prozess {W t } te[o,T] i s t 6 1 : 

[W,W]t  =t,  Vi G [0, T]. 

Ferner besitzen zwei stochastisch unabhängige Wiener-Prozesse { ^ } J G [ 0 t ] 

und { ^ t } t G [ o T ] e * n e quadratische Kovariat ion von n u l l 6 2 , d.h. 

[W\W 2]t  = 0, Vi G [0, T]. 

Folglich sind die Prozesse W?  - t  und W}W 2 (t  > 0) Martingale. 

Trotz beschränkter quadratischer Variat ion besitzt der Wiener-Prozess kei-
ne endliche totale Variation; es gi l t also f Q \dW s\ = oc, Vi > 0 6 3 . Dies 
erfordert  bei der Integration mi t Wiener-Prozessen eine besondere Integral-
Definit ion, das so genannte Ito-Integral, welches im Weiteren eingeführt  wird. 
Zuvor wi rd die Einführung des Integralbegriffes  durch den folgenden Ab-
schnitt noch stärker motiv iert . Dessen Gegenstand ist die Entwicklung eines 
Modells für Aktienkurse (und ähnliche Wertentwicklungen), deren stochasti-
sche Wertänderungen mi t Hilfe von Wiener-Prozessen beschrieben werden und 
für deren dynamische Darstellung der angesprochene Integralbegriff  Verwen-
dung findet. Die Manipulat ion stochastischer Prozesse, die im Kern auf einem 
Wiener-Prozess basieren und als Itò-Prozesse bezeichnet werden, führt  auf 
Prozesse, welche wiederum derselben Klasse angehören und sich aus der im 
darauf folgenden Abschnit t dargestellten Ito-Formel ergeben. 

2.1.1.2 Die Modellierung  der  Aktienkurse 

Da im Schwerpunkt der Betrachtung Handels- bzw. Bewertungsobjekte ste-
hen, deren Wertdynamik derjenigen von Akt ien entsprechen soll, widmen sich 
die folgenden Ausführungen der Modell ierung von Aktienkursen — allerdings 
lediglich soweit dies für die weitere Darstellung von Relevanz ist. 

E in grundlegendes Model l zur Beschreibung des Kursverlaufes  einer Akt ie 
ist das folgende: 

In φ- = bt + aWt 
oo 

=> St = S0eit+aW l, (2.1) 

wobei 5t , So für die Aktienkurse zu den Zeitpunkten t  bzw. 0, b(>  0) eine 
konstante Dri f t rate  und σ einen konstanten Volati l i tätsparameter, ggf. zur 

6 1 Zum Beweis vgl. Dothan  (1990), S. 173 f. 
6 2 Zum Beweis vgl. Irle  (1998), S. 211 f., i .V.m. Bingham/ Kiesel  (2004), S. 51-53, zur 

Verbindung der dort verwendeten KonvergenzbegrifFe. 
6 3 Vgl. Dothan  (1990), S. 178 f. 
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44 2. Ideale Kapitalmärkte 

Verstärkung (σ > 1) bzw. Abschwächung (σ < 1) des Wiener-Prozesses 
{ W t } t > o , bezeichnen. Der dergestalt charakterisierte stochastische Prozess 
{ S t } t > 0 heißt geometrisch  Brown'sche  Bewegung 64. Er entsteht unter der An-
nahme, dass die zeitkontinuierliche Rendite aus der Investit ion in die Ak-
tie normalverteilt ist. Sie schwankt um ein erwartetes Wachstum von b pro 
Zeiteinheit. Die Schwankungen werden bestimmt durch den Wiener-Prozess 
{Wt } t>ο und sind damit normalverteilt mi t einer zeitproportional anwachsen-
den Varianz von a 2 t , welche man sich (wegen des zentralen Grenzwertsatzes) 
auch als Varianz der Summe einer Vielzahl von (beliebig verteilten) Rendi-
teänderungen vorstellen kann 6 5 . Die Rendite wi rd folglich über eine Dr i f t  so-
wie eine „Störung" beschrieben, die zufällige, kontinuierl ich auftretende und 
unerwartete Umwelteinflüsse (ohne eigenen Trend) abbildet. Dabei sind die 
einzelnen Störungen in Gestalt von Trendabweichungen als unabhängig von-
einander zu betrachten 6 6 . 

M i t einer solchen Modell ierung der Aktienkurse sind verschiedene, weitere 
Aspekte verbunden: 

• Der Bezug der Normalverteilungsannahme auf Renditeänderungen und 
nicht etwa auf absolute Änderungen beinhaltet Folgendes: Zum einen wi rd 
ein Vergleich verschiedener Akt ien als Finanzanlagealternativen aus Sicht 
der Investoren auf deren Renditecharakteristika (Erwartungswert, Risiko 
— repräsentiert durch die Standardabweichung bzw. Varianz der Rendi-
ten) abstellen, da für sie die absolute Höhe des Aktienkurses ohne Belang 
i s t 6 7 , sofern das Investit ionsvolumen bei entsprechender Stückelung des In-
vestitionsobjektes beliebig gewählt werden kann. Zum anderen zeigt obige 
Gleichung für den Aktienkurs, dass dieser auch bei großen negativen Wer-
ten des verstärkten Wiener-Prozesses, also bei sehr negativen Werten der 
(kontinuierlichen) Rendite, nicht negativ wird. 

• Da das Zufallselement in der Entwicklung der Aktienrendite durch den 
Wiener-Prozess best immt wird, handelt es sich sowohl bei der Renditeent-
wicklung als auch bei dem daraus abzuleitenden Prozess der Aktienkursent-
wicklung um Markov-Prozesse. Die geometrisch Brown'sche Bewegung be-
schreibt folglich eine Akt ie, die einen schwach informationseffizienten  Mark t 
(ggf. neben anderen Instrumenten) konst i tu ie r t 6 8 . 

• Darüber hinaus wird der Aktienkursverlauf  über einen zeit- und wertkon-
tinuierlichen Prozess beschrieben. Dies erscheint insofern gerechtfertigt,  als 

6 4 Der Bezug auf normalverteilte Aktienkursrenditen  und die damit verbundene 
Einführung der Brown'sehen Bewegung zur Beschreibung von Kursprozessen gehen auf 
Samuelson (1965) zurück. 

6 5 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 13 f. 
6 6 Der Wiener-Prozess ist der einzige kontinuierliche Prozess, der unabhängige 

Zuwächse aufweist, die nicht von zeitlich vorausgehenden Realisationen abhängen und einen 
Erwartungswert von null besitzen, vgl. 0ksendal (2003), S. 22 i.V.m. S. 21. 

6 7 Vgl. Hull  (2000), S. 225. 
6 8 Vgl. Hull  (2000), S. 219. Vgl. auch den Hinweis in Fn. 36, S. 37. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 45 

wertändernde Umwelteinflüsse permanent auftreten  können  und die vom 
Mark t hierfür  vorgenommene Preisänderung letztl ich jeden beliebigen re-
ellen Wert (mi t verbleibendem positiven Wert, s.o.) annehmen kann. Dies 
tr i f f t  auch auf Wertänderungen von Investit ionsobjekten zu, deren Wert-
entwicklungen sich analog denen von Akt ien beschreiben lassen. Sieht man 
die Prozesscharakteristik in Verbindung mi t einer (noch zu stellenden) An-
forderung  an den Mark t , nämlich die permanente und im Hinblick auf den 
Wertebereich von Preisen unrestringierte Handelbarkeit, zeigen sich gewis-
se Einschränkungen gegenüber realen Verhältnissen, die in Bezug auf Ef-
fekten jedoch sicherlich nicht allzu gewichtig sind, da diese u.U. bereits 
an Börsen unterschiedlicher Zeitzonen gehandelt werden und die Wertdis-
kret is ierung 6 9 i.d.R. sehr fein ist. Dabei auftretende Diskrepanzen werden 
im Weiteren als vernachlässigbar erachtet. Dass insofern die Wertentwick-
lung nicht eins zu eins beobachtbar und vergleichbar ist und dies in einem 
nicht unwesentlichen Maße bei nicht börslich gehandelten Objekten der 
Fall sein wird, sollte nicht primär durch eine angepasste Modell ierung der 
Wertentwicklung, sondern durch eine adäquate Beschreibung der Markt -
verhältnisse berücksichtigt werden. So gesehen erscheint der vorgestellte 
Wertentwicklungs-Prozess, der auch im „Verborgenen" stattf inden kann, 
als durchaus real i tätskonform 7 0 . Dem steht letztl ich auch nicht entgegen, 
wenn die Beschreibung des Marktes idealisierend bleibt, wie dies für einen 
bezüglich der Markt l iqu id i tä t unelastischen Preis der gehandelten Objekte 
zutreffen  mag 7 1 . 

Die Herleitung des Aktienkurses St nach Gl. (2.1) war möglich, da die 
Koeffizienten σ und b (ebenso wie So) Konstanten waren, so dass galt: 

In St = fo  d  In Ss = In S0 + f*  bds + f*  σ dW s 

= In So + bt + σ f*  dW s = In S0 + bt + aW t. 

Sind die Koeffizienten σ  und b hingegen ihrerseits zeitabhängige, sto-
chastische Prozesse, ist dieses Vorgehen nicht mehr möglich, da das Integ-
ral J* a(s)  dW s

72 keine Interpretat ion als Riemann- oder Lebesgue-Stieltjes-
Integral bes i tz t 7 3 . Es ist folglich eine andere Integral-Interpretation, das Itö-
Integral  einzuführen, mi t dem durch 

6 9 Vgl. hierzu Hull  (2000), S. 218. 
7 0 Vgl. jedoch die nachfolgenden Ausführungen. 
7 1 Zur Preisdimension der Wertpapierliquidität vgl. Kempf  (1999), beschreibend insbe-

sondere S. 25 ff. 
7 2 Genauer müsste geschrieben werden: a(u ,s) . 
7 3 Vgl. bspw. Korn/Korn  (1999), S. 29 ff. 

St = Soef»  &( s)ds+.AMs)dw» (2.2) 
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46 2. Ideale Kapitalmärkte 

ein Akt ienkurs St, bzw. S(t)  oder best immt wird. Die Markov-
Eigenschaft des Aktienkurses bleibt allerdings lediglich dann erhalten, wenn 
die ihn bildenden Prozesse ebenfalls diese Eigenschaft aufweisen. Im Folgenden 
wi rd jedoch allgemein lediglich vorausgesetzt, dass die Prozesse progressiv-
messbar und damit sogar nicht notwendig Markov-Prozesse sind. 

Die durch Gl. (2.2) wiedergegebene Modell ierung lässt im Grundsatz 
vielgestaltige Aktienkursprozesse zu. Darüber hinaus wi rd auch bezüglich 
des risikolosen Zinsprozesses, m i th in des Bonds, a priori lediglich von dessen 
progressiver Messbarkeit ausgegangen. Au f die dadurch mi t einbezogenen, 
unterschiedlichen Zinsprozesse und die damit zusammenhängenden Zins-
strukturmodelle kann allerdings nicht vertiefend eingegangen werden 7 4 . Das 
oben eingeführte Grundmodel l zur Beschreibung der Aktienkursbewegung, 
die geometrisch Brown'sche Bewegung, wi rd als Spezialfall insbesondere dann 
eine Rolle spielen, wenn die Operationalisierung von Portfolio-Prozessen  nicht 
ohne eine Spezifizierung von Modellparametern auskommt. Vor dem Hinter-
grund der oben angeführten Eigenschaften dieses Modells erscheint dies oft 
ver t re tbar 7 5 . Nicht zuletzt von daher dürfte sich auch die vielfache, wenn nicht 
zentrale Verwendung des Modells in der Bewertung von Optionen erklären, 
soweit analytische Optionspreisformeln  hergeleitet werden 7 6 . Allerdings exis-
tieren auch Modellierungsansätze, welche vorzufindende Unzulänglichkeiten 
bei der Beschreibung von Aktienkursbewegungen abzubauen versuchen. Ins-
besondere belegen empirische Untersuchungen eine höhere Wahrscheinlichkeit 
extremer Akt ienrenditen als dies die Normalvertei lung imp l iz ie r t 7 7 . Komple-
xere Modellgestaltungen, zum Teil unter Rückgriff  auf diskrete stochastische 
Komponenten, zeigen eine vorteilhaftere  Anpassung an reale Aktienkursbewe-
gungen7 8 , gerade hinsichtlich der äußeren Renditebereiche. Die Erhöhung der 
Anpassungsgüte an empirische Daten durch komplexere Modellierungen geht 

7 4 Vgl. hierzu Sandmann (2001), S. 321 ff.,  sowie, insbesondere m.w.N., auch Rudolf 
(2000). Vgl. bereits die Abgrenzung in Kapitel 1, S. 20. 

7 5 Zu einer weitgehend positiven Beurteilung dieses Prozesses hinsichtlich der Abbil-
dung realer (Aktienkurs-)Marktdaten vgl. Wilmott/Howison/Dewynne (1999), S. 22; vgl. 
demgegenüber Eberlein/ Κ eller (1995), S. 284. 

7 6 Vgl. nicht nur das grundlegende Modell der Optionsbewertung nach Black/Scholes 
(1973), sondern auch die weiterführenden Modelle zur Bewertung exotischer Optionen, wel-
che sich bspw. in den Darstellungen von Wilmott/Howison/Dewynne (1999), S. 197 ff., Hull 
(2000), S. 458 ff.,  Korn/Korn (1999), S. 175 ff., wiederfinden. 

7 7 Vgl. bspw. Eberlein/Keller (1995). 
7 8 Dies wurde bspw. für das „Variance Gamma"-Modell gezeigt, welches eine Gamma-

verteilte Varianz einer Normalverteilung für die Aktienkursrendite zugrunde legt; vgl. hier-
zu Madan/Seneta (1990). Vgl. Eberlein/Keller (1995) und Eberlein / Κ eller/Praus e (1998) 
zur Ersetzung der Brown'sehen Bewegung durch einen Sprungprozess, so dass die Akt i -
enkursrenditen einer hyperbolischen Verteilung folgen. Eine Modellierung kontinuierlicher 
Aktienkursrenditen mit Sprüngen und bei stochastischer Volat i l i tät sowie eines stochasti-
schen Zinsprozesses formulieren  Bakshi/Cao/Chen (1997). Unter Einbeziehung ihres Ansat-
zes bieten sie einen umfassenden Vergleich zwischen verschiedenen Modellierungen anhand 
empirischer Daten. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 47 

vielfach jedoch auf Kosten der Handhabbarkeit der Model le 7 9 . U m bspw. im 
Bereich der dynamischen Portfol io-Optimierung  konkrete Ergebnisse erzielen 
zu können, wi rd deshalb zumeist der Rückgriff  auf die einfache Model lstruktur 
der geometrisch Brown'schen Bewegung vonnöten sein. Von daher erfordern 
die aus einer bestimmten Anwendungssicht formulierten,  einschränkenden 
Spezifikationen der zugelassenen Prozesse gewisse Zugeständnisse bzw. eine 
Fokussierung der Modellierung. Insbesondere bleiben hier Sprungprozesse au-
ßer Bet racht 8 0 . Wie bereits erwähnt, ist zur Auswertung des Terms der rech-
ten Seite von Gl. (2.2) eine besondere Integral-Definit ion nötig. Diese wi rd 
nunmehr entwickelt. 

2.1.1.3 Stochastisches  Integral  und Itö-Formel 

Allgemeine Voraussetzung für das Folgende ist ein filtrierter  Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω, T , P, { T t } ) , dessen Fi l t ra t ion die üblichen Bedingungen 
erfüllt.  Ggf. verwendete Wiener-Prozesse seien adaptiert an diese Fi l t ra t i -
on. Für das zu definierende Integral werden zunächst so genannte einfache 
Prozesse im Integranden bet rachtet 8 1 . 

E in Prozess {X t } i G [ 0 , oo ) heißt einfach,  wenn es eine streng monoton wach-
sende Folge reeller Zahlen {iz}z=o,...,oo mi t to = 0 und eine Folge beschränkter 
Zufallsvariablen {£z}z=o,...,oo mi t & ^..-messbar gibt, so dass sich {^t}te[o,oo) 
darstellen lässt als: 

Xt(u)  = ξ ο Μ ΐ ο ( ί ) + Σ  É ì M W h - i i W , 0 < t < oo, Vu; G Ω. 
z = 0 

(Bemerkung: Von Bedeutung ist hierbei, dass ξι im gesamten Intervall ( t i , 
bekannt ist, da die Zufallsvariable ^..-messbar ist. Es werden folglich die „ l in-
ken" Werte des Integranden zur Berechnung des Integrals herangezogen82.) 
Für den gerade beschriebenen, einfachen Prozess {Xt}te[o,T]  hat das stocha-
stische  Integral  It(X)  die folgende Gesta l t 8 3 : 

t 
It(X)  := f  X sdW s := - W tAt i), t  G [0,T]. 

ο *>o 

7 9 Die Frage nach einer diesbezüglichen Kosten/Nutzen-Überlegung wird von Baks-
hi/Cao/Chen  (1997), S. 2004, gestellt. 

8 0 Vgl. zu diesen bspw. Dixit/Pindyck  (1994), S. 167 ff. 
8 1 Zur Herleitung des Ito-Integrals vgl. Korn/Korn  (1999), S. 29-48, und 0ksendal 

(2003), S. 21-37, sowie mit allgemeineren Prozessen als dem Wiener-Prozess im Integranden 
Karatzas/Shreve  (1991), S. 128-148, und v.  Weizsäcker/Winkler  (1990), S. 77-110. 

8 2 Das zu entwickelnde Integral beruht letztlich auf Integranden in Gestalt vorhersag-
barer Prozesse. 

8 3 Vgl. Korn/Korn  (1999), S. 32, 0ksendal  (2003), S. 23. 
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48 2. Ideale Kapitalmärkte 

Dieses stochastische Integral ist ein stetiges Mart ingal mi t Io(X) = 0 8 4 ; es 
ist also insbesondere adapt ie r t 8 5 und folglich auch progressiv-messbar. 

Eine Erweiterung ist zunächst auf die folgende Prozess-Klasse möglich: 

C := { {X i } i G [o ,T ] ist reellwertiger, stochastischer Prozess | 
{X t}te[o,T] progressiv-messbar, E [ JQ

T X?  dtj < oo j . 

Es gi l t d a n n 8 6 : Ist {X t}te[o,T] £ £ (71 > 0), dann gibt es eine Folge einfacher 

Prozesse { X Ì n ^ } t > o ' s o dass: 

τ 

lim Ε [ {X[ n) - Xt) 2 dt = 0. 
n—>o° J 

ο 
Zu dieser Folge einfacher Prozesse gibt es eine Folge stochastischer Integrale 
It(X {n )) (t  G [0,T]) mi t einem Grenzwert It(X)  in C in folgendem Sinne8 7 : 

E (\I t(X) - It(X (n ))\2) - 0, n ^ o o . 

Dieser Grenzwert kann als stetiges Mart ingal gewählt werden, das bis auf 
UnUnterscheidbarkeit eindeutig i s t 8 8 ; zudem ist er quadrat- integrierbar 8 9 und 
es gi l t die Itö-Isometrie : 

E [It(X) 2] = E 
t j X' te [ο,τ]. 

Der durch It(X)  (t  G [O,^1]) gegebene Grenzwert für den Prozess {X t}te[o,T]  ^ 
C w i rd stochastisches  oder Itö-Integral  genannt und es wi rd geschrieben: 

t 

/ X sdW s := It{X). 

Aufgrund des folgenden Satzes gi l t ferner,  dass jedes quadrat-integrierbare, 
bezüglich einer Brown'schen F i l t ra t ion adaptierte Mart ingal { M t } t ^ 0 , τ ] e i n e 

Darstellung als M t = h(X),  t  G [ 0 m i t einem {X t} te[o,T]  ^ £  besitzt. 

8 4 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 137 f., Korn/Korn (1999), S. 33. 
8 5 Vgl. 0ksendal (2003), S. 30. 
8 6 Vgl. mi t Beweisen Karatzas/Shreve (1991), S. 135, Korn/Korn (1999), S. 40 f. 
8 7 Vgl. zum Grenzwertbegriff Bingham/ Kiesel (2004), S. 51-53. 
8 8 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 138 f., Korn/Korn (1999), S. 42 ff. 
8 9 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 138 f., sowie zum Begriff  S. 41. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 49 

Satz 2.7 Martingaldarstellungssatz  von Itö 90 

Es seien {Ft}te[o,T\  die  Brown 1 sehe Filtration  zur  d-dimensionalen 
Brown 1 sehen Bewegung  {W t} te[ 0,τ] und {M t} te[ 0,τ] bezüglich  der 
Brown yschen Filtration  adaptiertes  Martingal  mit: 

E[M?]<  oo, t  G [0, T]. 

Dann existiert  ein progressiv messbarer , d-dimensionaler Prozess 
{i/>t}te[o,T\  — {(Ψΐι  — Ί Ψά)ί}ί£[ο,τ]> der  bis auf  UnUnterscheidbarkeit 
eindeutig  ist,  mit  {V>i,t}te[o,T] ^ A i  — 1, · · · und 

M t = Mo + 
t 

J ip'(s)dW(s). 

Ergänzung: 
Ist  {M t}te[o,T]  ein lokales  Martingal  bezüglich  der  Brown'sehen  Filtration,  für 
das obige Bedingung  nicht  zu gelten  braucht,  dann hat es eine solche Darstel-
lung  mit  einem Prozess  {Votitelo, τ] = 1, · · ·, für  den JQ

T  HV'COII 2 dt  < oo 
(fast  sicher)  gilt. 

Das bisher für Prozesse aus C i m Integranden eingeführte Integral kann 
noch für eine größere Prozessklasse (mi t te ls Lokal isat ion) formuliert  wer-
den, welcher auch der in der vorausgehenden Ergänzung angeführte Prozess 
{ipt}te[o,T]  angehör t 9 1 . Definiert  man für die erwei ter te 9 2 Prozessklasse: 

H := { { X i } i G [ 0 ) T ] ist reellwertiger, stochastischer Prozess | 

{Xt }te[o,T\  progressiv-messbar, J 0
T Xl  dt  < oo, Ρ — fast sicher j 

eine Folge von Stoppzeiten r n (n  G N) gemäß: 

τη(ω) = η A inf < 0 < ί < oo | J Χ%(ω)  ds(u) > η > , 

so dass τ η —> oc, fast sicher für η —» oc, dann kann zu jedem {Xt} te [ο ,τ ] £ W 

eine Folge von Prozessen T j in C wie folgt angegeben werden: 

Χ[ η\ω) : = X t M l r n ( u , ) > t , 0 < t < oo. 

Dami t lässt sich das stochastische  Integral  definieren als: 

7 t ( x ) : = / t ( x ( n ) ) , 0 < t < r n . 

It{X)  ist ein stetiges, lokales Mar t inga l . 
9 0 Vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 182 ff.,  Korn/Korn (1999), S. 81 ff.,  0ksendal (2003), 

S. 51-54; die Ergänzung entspricht Korn/Korn (1999), S. 86 (Korollar 53). 
9 1 Vgl. zur Erweiterung des Integrals Korn/Korn (1999), S. 46 ff. 
9 2 Zu C C Η vgl. Dothan (1990), S. 191. 
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50 2. Ideale Kapitalmärkte 

Nach Einführung des stochastischen Integrals kann nun der zentrale Satz 
von I to angeführt  werden, zu dessen Vorbereitung lediglich noch der Begriff 
eines Itó-Prozesses benötigt w i r d 9 3 . E in Prozess {Xt}t> ο heißt Itö-Prozess, 
falls er darstellbar ist als: 

t d t 

X t=X 0 + J U(s) ds + Σ  J yi( s) dWi( s)> p - f a s t s i c h e r > t > 0. 
ο

 ϊ = 1 0 

Dabei sind: Xo  ^"o-messbar, {U t}t> ο und {Vi,t}t> ο progressiv-messbare Pro-
zesse mi t Jq |£/(s)| ds < oo und fgV i

2(s)ds < oo, P-fast sicher, für alle 
t > 0 = 1 Ein ra-dimensionaler Itó-Prozess besteht aus η eindi-
mensionalen Itó-Prozessen. Das Integral f Q U(s)  ds  ist im Lebesgue-Stieltjes 
Sinne def in ier t 9 4 . 

Zur  Notation : 

• M i t {X t}t>o Itó-Prozess und {Yt}t> ο progressiv-messbarer,  reellwertiger 
Prozess g i l t 9 5 : 

rt  rt  d rt 
/ Y(s)dX(s) := / Y(s)U(s)ds  + J2 / Y(s)Vi(s)  dWi(s) . 

J 0 J ο i  = 1 Jo 

• X t bzw. X(t)  (t  G I) können im Folgenden auch anstelle von {X t} tei  ste-
hen, sofern sich die Unterscheidung zwischen einem (gesamten) Prozess, 
welcher hierbei durch ein beliebiges t  aus einem ggf. impl iz i t gegebenen 
Wertebereich repräsentiert wird, und seiner Ausprägung als Zufallsvariable 
zu einem speziellen  Zei tpunkt t  aus dem Zusammenhang ergibt. Darüber 
hinaus steht für den Prozess X(t) (t  G I) mi tunter auch kurz X(.). 

• Allgemein wi rd eine Integralgleichung wie die obige bezeichnet durch: 

d 
dX t = U(t) dt + Σ W  dWi(t). 

i  = l 

Satz 2.8 Itö-Formel  (Satz  von Itö) 96 

• Eindimensionale  Formel : 
Sind  {X t}t>o  ein Itö-Prozess  (wie  zuvor  beschrieben)  und f : [0, oo) x M - > 
Μ eine im ersten  Argument  einmal,  im zweiten  zweimal  stetig  differenzier-
bare  Funktion,  d.h. f  G C 1 , 2 ( [ 0 , oo) χ E ) , dann gilt ( P-fast  sicher,  t > 0) 

f(t,X(t)) = f(0,X(0))  + ff t(s,X(s))ds  + ff x(s,X(s))dX s 
0 0 

+ ±ffxx(s,X(8))d[X,XL, 
0 

9 3 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 48 f., 0ksendal (2003), S. 44 sowie 48. 
9 4 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 23. 
9 5 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 49. 
9 6 Vgl. zu Darstellung und Beweis Karatzas/Shreve (1991), S. 149-153, Korn/Korn 

(1999), S. 50-60, und 0ksendal (2003), S. 44-49. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 51 

wobei  f(t,X{t))  wieder  ein Itö-Prozess  ist.  Der  quadratische Variationspro-
zess hat in diesem  Fall  die  Gestalt:  d[X,X]t  = Σ*=ι 

• Mehrdimensionale  Formel: 
Sind  {X(t)}t> ο = {(Xi(t),...,  X n(t)Y}t>o  ein n-dimensionaler  Itö-
Prozess  mit  Xi(t)  = Xi(0)  + ff  Ui(s) άβ + Σ,* =1 So Vv i  = 1 '  · · · 
und f  : [0, oc) x l n ^ I eine im ersten  Argument  einmal  und in den 
Argumenten  2, . . . ,n + 1 zweimal  stetig  differenzierbare  Funktion  — kurz 
ebenfalls  f e ^([Ο,οο)  χ Rn) — dann gilt  (P-fast  sicher,  t  > 0); 

/ ( t , Xi  ( t ) , X n ( t ) ) = f(0, X i ( 0 ) , . . . , X n (0 ) ) + f  ft(s, X i ( s ) , . . . , X n ( s ) ) ds 
0 

+ Σ f  fx* («,  χφ),..., Xn  (β)) dXi(s) 
i= 1 0 

+ 5 Σ *»(«)) 4 * i> * i ] . · 
i,j  = 1 0 

/(ί,  X\{t), ..., X n(t))  ist  wieder  ein Itö-Prozess  und die  quadratische  Ko-
variation  ist  d[Xi,Xj]t  = Σα != ι Vik(t)Vjk(t)  dt. 

Aus der Itö-Formel ergibt sich unmittelbar Folgendes: 

Satz 2.9 Produktregel  oder  Partielle  Integration 97 

Sind  {Xi(t)} t>o und {X2(t)}t>o  zwei  Itö-Prozesse  mit: 

t  d t 
X^t)  = X i (0) + fUi(s)ds+ Σ f  Vii(s)  dWi(s),  P-fast  sicher,  t > 0, 

0 1=1 0 
t  d t 

x2(t)  = X 2(0)  + fu 2(s)ds+ Σ f  V 2i(s)  dWi(s),  P-fast  sicher,  t > 0, 
0 i=l  0 

dann gilt  mit  f(X 1(t),X 2(t))  = Xi(t)X 2(t): 

Xi(t)X 2(t)  = X i (0 )X 2 (0 ) + J Xi(s)  dX 2(s)  + J X 2(s)  dX^s)  + J d[X uX 2}(s) 
0 0 0 

= X i (0 )X 2 (0 ) + J (xi(s)U 2(s)  + X 2(s)Ui(s)  + Σ Vh ( 5 )V 2 ; (s ) )  ds 
0 V i = l / 

+ Σ / (Xl(5)V2 i(8) +X 2 (3 )V i i (8 ) ) <Wi(s). 
i = l 0 

Gegenüber der gewöhnlichen Produktregel ergibt sich ein „Zusatzterm" aus 
der quadratischen Kovariation. Der I tö-Kalkül besitzt demnach eigene Re-
chenregeln. Dies verdeutlicht das folgende einfache Beispiel. 

9 7 Vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 155, Korn/Korn  (1999), S. 60. 
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52 2. Ideale Kapitalmärkte 

B e i s p i e l 2.4 Ito-Kalkül  am Beispiel? 8 

Für den Itó-Prozess X T = W t = f*  dW s, t > 0 (Xq = 0), ergibt sich mi t 
f(X) = X 2 Folgendes: 

t  t  t 
w t

2
 = f ( X t ) = 0 + J  2H/S dW s + Ì J  2ds = 2J  Ws  dWs + t 

Somit  gilt 
t 

s 
WsdWs = l w t

2 - i t . 

Gegenüber  der  üblichen  (Riemann-)Integration  tritt  der  „Zusatzterm"  \t,  also 
eine zusätzliche  Zeitdrift,  auf. • 

M i t Hilfe der Itó-Formel kann nunmehr der Aktienkursverlauf  nach GL 
(2.2) als Itó-Prozess beschrieben werden. Sind b(t),a(t)  G C und W(t)  (t > 0) 
ein eindimensionaler Wiener-Prozess, dann ist für  t > 0 X(t) = f*  b(s)  ds + 
/q a(s) dW(s)  ein Itó-Prozess und S(t) = S(0)e x^ t>} ist gegeben durch: 

t  t 

S(t) = 5(0) + J 5 ( 0 ) e x ( s ) dX(s)  + 5 ( 0 ) e x ( s ) d[X,X](s) 
0 0 
t  t 

ο S(t) = 5(0) + J (^S(s)b(s)  + ^S(s)a 2(s)^J  ds + J S(s)a(s) dW(s). 
0 0 

In Kurzschreibweise gi l t also — mi t Anfangswert 5(0): 

/ \ 

dS(t) = S(t) (b(t) + ì a 2 ( t ) ) dt + a(t)  dW(t) (2.3) 

Der Aktienkursprozess besitzt eine Zeitdrif t  von S(t)b(t)dt (= S(t)(b(t) 
+ ^a2(t))  dt),  wobei im Weiteren der Prozess b(.)  als erwartete  Driftrate  be-
zeichnet werden soll. σ(.) w i rd Volatilitäts-Prozess  genannt. Der Akt ienkur-
sprozess S(t) = 5(0)e/o^( s)-è^2(i))ds+i>( s)^( s) ^ > o) i s t  f o l g l i c h  a u c h 

durch die stochastische Differentialgleichung (2.3) ( im Sinne von Ununter-
scheidbarkeit) gegeben. Umgekehrt könnte man auch von der stochastischen 
Differentialgleichung,  m i th in der durch sie repräsentierten Integralgleichung, 
ausgehen und einen Prozess suchen, der sie erfüllt.  Für einen speziellen Typ 
von stochastischen Differentialgleichungen  gibt der folgende Satz eine Lösung 
an. 

9 8 Vgl. 0ksendal  (2003), S. 29, 45. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 53 

Satz 2.10 Variation  der  Konstanten  nach Korn/Korn 99 

Gegeben seien eine d-dimensionale, an die  Filtration  {Tt}t> ο adaptierte 
Brown'sehe  Bewegung  W(t)  (t  > 0) und die  ein- bzw.  d-dimensionalen, 
progressiv messbaren Prozesse  A(t), α ( ί ) , = (\£i(£))i=i,...,d, ψ(ί)  = 

( lMt)) i= i , . . . ,d ( ί > 0) mt i /ο ( |Λ (β ) | + |α(β)|) ds < oo und £ t i / o (Φ?(β) 
H-^i ( s)) < Ρ-fast sicher,  für alle  t > 0. Dann ist die Lösung der 
stochastischen Differentialgleichung: 

dX(t) = (A(t)X(t) + a(t))  dt + (Χ(ί)Φ'(ί) + ^'(ί)) dW{t), 
X(0) = χ (Anfangsbedingung) 

bis auf  UnUnterscheidbarkeit  eindeutig  gegeben durch  den adaptierten Prozess : 

X(t)  = Z(t)  ^x  + j  ds + j  J-^'^dW^  . 

Dabei ist: 
f(-A(s)—  ^ | | \ I / ( s ) | | 2 ) ds+f  ^ ' ( s ) dW(s) 

Z(t)  = e° <> (t>  0). 
Z(t)(t  > 0) ist  zudem Lösung der  Gleichung  dZ(t)  = Z(t)  (A(t)dt + Φ ' ( ί ) 
dW(t))  mit  Z(0) = 1. 

Zu der bisher eingeführten Akt ie, symbolisiert durch ihren Kursprozess 
S(.), soll noch eine risikolose Anlage- bzw. Verschuldungsmöglichkeit, ein 
Bond, hinzukommen. Der Wertprozess des Bonds {£oC0}te[o,T] e r g i b t sich 
aus folgender Differentialgleichung: 

dS0(t)  = S0(t)r(t)  dt 

mit einem progressiv-messbaren Prozess r(t)(>  0 ; ί G [0,T]) , für den gi l t : 
f*r(s)ds  < oo (te  [0, Τ}).  (Hierbei w i rd auf das endliche, abgeschlossene 
Intervall [0, T] Bezug genommen.) M i t Hilfe des risikolosen Bonds soll nun 

S(t) 
der diskontierte Aktienkursprozess Q (t  G [0, T])  betrachtet werden. Durch 

boyt) 
Anwendung der Itö-Formel, die sich wegen der Risikolosigkeit des Bonds stärkt 
vereinfacht,  ergibt sich: 

: i l i = 1 

= j^((b(t)-r(t))dt  + a(t)dW(t)).  (2.4) 

Dabei wurde d ( c \,λ ) = — A So(t)r(t)  dt  = — c \ .\r(t)  dt  verwendet. 
V^o(t)  J S0(t)  oo(t) 

Die erwartete Dri f t rate  des diskontierten Aktienkursprozesses (ò(.) — r( . ) ) 

9 9 Vgl. Korn/Korn  (1999), S. 62 f., insbesondere auch zum Beweis, der durch Anwen-
dung der Ito-Formel zu führen ist. 
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54 2. Ideale Kapitalmärkte 

entspricht einem höheren erwarteten Rückfluss der Aktienanlage gegenüber 
der risikolosen Anlagemöglichkeit, sofern  b(.) > r(.)  gi l t . Der im diskontier-
ten Aktienkursprozess ausgedrückte Barwert der Aktienanlage wächst dann 
im Erwartungswert mi t der Zeit. Die Abweichungen von diesem Erwartungs-
wert werden wiederum durch die Brown'sche Bewegung W( . ) , verstärkt oder 
vermindert durch den Wert des Prozesses σ(.) und proport ional zum aktu-
ellen Niveau des Barwertes, bestimmt. Es kann nun gefragt werden, ob der 
diskontierte Aktienkursprozess dergestalt formuliert  werden kann, dass der 
erwartete Anstieg des Prozesses nicht über eine Drif trate,  sondern durch 
ein modifiziertes Wahrscheinlichkeitsmaß erfasst wird, bezüglich dessen der 
Prozess zum Mart ingal wird. Dami t wären für Mart ingale abgeleitete Aus-
sagen auf den betrachteten Prozess anwendbar. Der Martingaldarstellungs-

mi t geeignetem Prozess σ(.) und einem an die F i l t ra t ion {Ft}te[o,T]  adap-
tierten Wiener-Prozess {H /o(^)}ég[o,t] — z u suchen. Sollen die „Ausschläge" 
des Zufallselementes in der gleichen Größenordnung wie vor der lYansfor-
mat ion bleiben und soll sich daher die lYansformation lediglich auf die 
Dr i f t  des Prozesses beziehen, ist σ(.) = σ(.) zu fo rdern 1 0 0 . Dann müsste 
a(t)dW 0(t) = ( b(t ) - r(t))dt + a(t)dW(t)  gelten. Führ t man nun den Pro-
zess 6(t) := σ

_ 1 ( ί ) ( 6 ( ί ) - r(t)) ( t  G [Ο,Τ]) ein, so bleibt die Frage, ob durch 
dW 0(t) := a~l(t)(b(t) — r(t))dt + dW(t)(t  G [Ο,Τ]) ein Wiener-Prozess 
bezüglich der (ursprünglichen) F i l t ra t ion {Tt ) t^ [ο ,τ ] charakterisiert ist. Durch 
das Folgende erweist sich eine lYansformation, für die diese Frage zu bejahen 
ist, auch für mehrdimensionale Prozesse als möglich. 

Dazu werde ein Prozess { Z ( i ) } t € [ 0 , T ] wie folgt definiert:  Ausgehend 
von einem progressiv messbaren, d-dimensionalen Prozess {^(£)}ég[o,t ] m i t 
Jq | | y (s ) | | 2 ds < 0 0 (te  [Ο,Τ]), P-fast sicher, und einem d-dimensionalen 
Wiener-Prozess sei der Prozess Z( . ) durch die folgende stochastische Integral-
gleichung: 

gegeben. In Differentialschreibweise  entspricht dies dZo(t) = —Zo(t)  Y{t) f 

dW(t)  m i t der Anfangsbedingung Z0( 0) = 1. Die Lösung der Gl. (2.5) ist 
nach Satz 2.10 gegeben durch: 

Zq(·)  ist als I to-Integral ein nicht negatives, stetiges, lokales Mart ingal. Nach 
Satz 2.5 ist Z 0 ( . ) folglich ein Super-Martingal. Ist Zq(·)  darüber hinaus ein 
Mart ingal, dann gi l t E[Z 0(t)] = l (te  [ Ο , Τ ] ) 1 0 1 . Die Martingaleigenschaft 

1 0 0 Auf die Problematik des Grades der Identität braucht hier nicht eingegangen zu 
werden. 

1 0 1 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 191. 

satz legt dabei nahe, nach einer Darstellung 

(2.5) 

Zo(t) = ·'" ds~h> Y'( s) dw{s)  ( i € [ο,τ]). 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 55 

wird im Weiteren benötigt, so dass hierfür  zunächst noch eine hinreichende 
Bedingung hinsichtlich des Prozesses Y( . ) angegeben wird. 

Erfül l t  der Prozess für ein endliches, nicht negatives Τ die Novikov-
Bedingung 102 : 

E^eif;i'\\ns)\\>ds^ < o o 

so ist der Prozess Zq(.)  ein Mart ingal. 

Wenn Z 0 ( . ) ein Mart ingal (mit E[Z 0(t)]  = 1, t e [Ο,Τ]) ist, dann kann 
hiermit ein zu Ρ äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß Po auf der Fi l t rat ion 
{^t}te[o,T]^  bezüglich welcher der Wiener-Prozess {W(t)} te[ 0,τ] adaptiert ist, 
angegeben werden. Zunächst wird für beliebiges T ( > 0) definiert: 

Ρο,τ(Α)  := E [l AZo(T)}, VA  e Τ τ. 
Das für Τ definierte Wahrscheinlichkeitsmaß ist konsistent1 0 3 in dem Sinne, 
dass gi l t : 

Po,t(A)  = Po,t(A), VA  e Tu te  [Ο,Τ], 
so dass der Zeitindex wegfallen kann. Da Zo(.) ein Mart ingal ist, gi l t für je-
den Zeitpunkt t  (<E [0,T]) folglich auch dP 0(A)  = Z0(t)dP(A) (A  e T t). Dies 
kann für  t  = Τ  ohne weiteres geschrieben werden, so dass Ζ ο (Τ)  der Radon-

dPn 
Nikodym-Ablei tung -^p- entspricht. Es wird nun der Erwart ungswertoperator 
bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaßes Po durch Eq[]  gekennzeichnet. M i t 
dem Mart ingal Z$(.)  und mi t 0 < s < t < Τ  gi l t für eine ^-messbare Zufalls-
variable Y,  für die Εο[|1Ί] < oc ist, die Regel von Β ayes 104: 

Eo[Y  I T s] = —^E[YZ 0{t)  I Ρ - bzw. P 0 - fast sicher. 
Zo(s) 

Die Gleichung gilt ebenfalls, wenn s und t  Stoppzeiten sind, die die angegebene 
Voraussetzung er fü l len 1 0 5 . Nach Einführung des Prozesses Zq(.)  kann zum 
Ausgangsproblem einer geeigneten Prozesstransformation  der folgende Satz 
angegeben werden. 

Satz 2 .11 Girsanov, Cameron /Martin 106 (Satz  von Girsanov) 
Ist  der  durch  GL (2.5) definierte  Prozess  Zq(.)  ein Martingal  und istW(.)  ein 
d-dimensionaler  Wiener-Prozess  mit  Brown'scher  Filtration  {Ft}te[o,T\>  dann 
ist  der  durch: 

t 

W 0ti(t) := Wi(t)  + J  Yi(s)ds , 1 <i<d,te  [0,T], 
ο 

definierte  Prozess { Wo( ì)}ÌG[ o,t] d-dimensionaler  Wiener-Prozess,  wel-
cher  bezüglich  der  Filtration  {Tt}te[o,T ] adaptiert  ist. 

1 0 2 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 198 f. 
103 V g l Korn/Korn (1999), S. 107. 
1 0 4 Vgl. zu Satz und Beweis Karatzas/Shreve (1991), S. 193. 
1 0 5 Vgl. mit Beweis Korn/Korn (1999), S. 108. 
106 V g l Bingham/Kiesel (2004), S. 198 f., Duffie (1996), S. 288 f., Karatzas/Shreve 

(1991), S. 190 ff. 
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56 2. Ideale Kapitalmärkte 

Der Martingaldarstellungssatz (Satz 2.7) gi l t bezüglich des neuen Wahrschein-
lichkeitsmaßes Po analog, wobei es für das Weitere genügt, auf Prozesse im 
Integranden abzustellen, deren Komponenten der Prozessklasse 7Y, wie auch 
der den Prozess Zq(.)  definierende, d-dimensionale Prozess Y(.),  angehören 1 0 7 . 
Zu beachten ist allerdings, dass Zq(.)  ein Mart ingal ist. 

Satz 2.12 Martingaldarstellungssatz  bezüglich  P o 1 0 8 

Unter  den Voraussetzungen  des Satzes 2.11 besitzt  ein Prozess {Μο(ί)} ί €[ο,τ]; 
der  bezüglich  des Wahrscheinlichkeitsmaßes  Po ein Martingal  ist,  die  Darstel-
lung: 

t 
M0(t) = Mo(0) + J φ (s)  dW 0(s ), 0 < t < T, fast  sicher , 

ο 

wobei φ(.) ein progressiv  messbarer,  Rd-wertiger  Prozess  mit  JQ
T  ||v?(s)|| 2 ds < 

oo ist. 

I m Falle des bereits betrachteten diskontierten Aktienkursprozesses ist bei 
Anwendung des Satzes von Girsanov  Y(t) = 9(t) = {t  G [0,T]) zu 
setzen; dann gi l t (t  G [0,T]) : 

d{M) = ifa(m-r(t))dt  + a(t)dW(t)) 

= (( b(t ) - r(t))  dt + a(t)  dW 0(t ) - (b(t)  - r(t))  dt) 

= iwf {t)dWo{t )· 
Der diskontierte Aktienkursprozess ist beim Wahrscheinlichkeitsmaß Po, 
bezüglich welchem Wo(·) e i R adaptierter Wiener-Prozess ist, ein Mart ingal 
— wobei σ(.) G £  vorausgesetzt war. 

Zum Ende dieses Abschnittes soll noch auf ein für die Herleitung optimaler 
Portfolios im Zeitablauf wichtiges Hi l fsmit tel eingegangen werden. Es handelt 
sich um die stochastische  Steuerung , welche bei bestimmten Parameterpro-
zessen die Ermi t t lung eines optimalen Steuerungsprozesses erlaubt. Die sto-
chastische Steuerung beruht auf der Herleitung der Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung, einer partiellen Differentialgleichung  zur Bestimmung eines Steue-
rungsprozesses, der ein Kostenfunktional minimiert bzw. eine Gewinnfunkti-
on maximiert. Das zugrunde liegende Problem und der Lösungsansatz sollen 
nunmehr dargestellt werden, wobei die Allgemeinheit bereits auf das für die 
weitere Verwendung notwendige Maß reduziert wird. Die Darstellung folgt 
Korn/Korn (1999), S. 259 ff. — nahezu identisch —, so dass auf die dort zu 
findenden Beweise verwiesen w i r d 1 0 9 . 1 0 7 Vgl. hierzu die Ergänzung zu Satz 2.7. 

1 0 8 Vgl. zu Satz und Beweis Karatzas/Shreve (1998), S. 24 f. 
1 0 9 Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung  wird auch in 0ksendal (2003), S. 238 ff., 

hergeleitet. Vgl. zu einer ausführlichen Behandlung der stochastischen Steuerung mit all-
gemeineren Existenzbedingungen Fleming/Rishel (1975), insbesondere S. 155 ff. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 57 

Gegeben sei ein n-dimensionaler Itö-Prozess X t (t  G [Ο,Τ]), basierend auf 
einem d-dimensionalen Wiener-Prozess W t ì mit : 

dXt  = b(t,  X uut)  dt  + a(t,  X t,u t) dW t, (2.6) 

wobei für die Koeffizientenfunktionen  gilt: b : [Ο,Τ] χ W 1 χ U —» R n und 
σ : [Ο,Τ] χ Rn χ U —» R n ' d sind progressiv messbar, stetig und für fe-
stes u G U in den ersten η + 1 Argumenten ( im Inneren des Definiti-
onsbereichs) stetig differenzierbar;  darüber hinaus gelte mit einer Konstan-
ten k:  \\§\\ + | |J | | | < k,  | |§ | | + \\§%\\ < k,  \\b(t,X,u)\\  + \\a(t,X,u)\\  < 
k(  1 + \\X\\  + I Iu\ \ ) 1 1 0 . ut (bzw. u(t))  ist ein progressiv messbarer Prozess, für 
den gilt: ut G U C R ' ( t  G [0,T]) (U  abgeschlossen). Ferner muss mit ut 

die stochastische Differentialgleichung  (2.6) mit dem Ausgangswert(vektor) 
X (0 ) = χ  eine eindeutige Lösung besitzen und es gilt für alle k  G Ν bzw. 

t e [0,21: [ / 0
Γ |«(S) | f cr fe < oc und E < oc, sup \X(s)\ k I T uX{t)=x 

se[t,T] 
wobei der letzte Ausdruck den Erwartungswert des Supremums aus Sicht des 
Zeitpunktes t  bei einem dann gegebenen Ausgangswert (vektor) χ  kennzeich-
net; ein solcher Erwartungswert wird auch durch E ti X[...}  ohne den Bedin-
gungsteil in den eckigen Klammern dargestellt. 

Der Prozess X ( . ) soll nur so lange einer Steuerung unterliegen, bis der Pla-
nungshorizont erreicht ist (t  = T)  oder der Prozess bereits zuvor außerhalb 
eines vorgegebenen, offenen  Bereiches (Ο _C R n , offene  Menge) gerät. Ab-
schluss und „Rand" von Ο werden durch Ο bzw. dO  symbolisiert. Ist bspw. 
X( - ) ein Vermögensprozess, wie im nachfolgenden Abschnitt spezifiziert  wird, 
dann könnte Ο = R + + sein. Danach würden nur (echt) positive Vermögen ge-
steuert; das Erreichen eines Vermögens von null würde zu einem Abbruch der 
Steuerung fuhren. Die Menge der zulässigen Steuerungen u(.),  die bei einem 
Anfangsvermögen χ , welches sich im Steuerbereich Ο befindet, zum Zeitpunkt 
t  G [0,T] starten, wird mit A(t,x)  gekennzeichnet. M i t X(t)  = χ  sei nun 
τ ( ί , χ ) := inf {t  > t  I (t,X(t))  <£ %T) χ Ο} der aus Sicht von t  zukünf t ige 1 1 1 

Zeitpunkt, zu dem der gesteuerte Prozess X ( . ) den Steuerungsbereich verlässt, 
dann wird folgendes Kostenfunktional betrachtet: 

J(t,x,u(.))  = E*'* 
τ 

J L(s, X(s),u(s))  ds + F( r , X(r)) 

L( . , . , . ) und F( . , . ) sind einwertige, stetige Funktionen, die laufende bzw. 
finale, resp. Abschlusskosten repräsentieren und auf [0, Τ ] χ  Ο χ U bzw. 
[0, Τ]  χ Ö für ein natürliches Ν und ein k  > 0 folgende Bedingungen erfüllen: 
\L(t,x,u)\  < k(l  + \x\N+ \u\N),\F(t,x)\  < k(l  + \x\N). Die Steuerung 
dient damit der Lösung eines stochastischen Optimierungsproblems, bei 

1 1 0 Als Matr ixnorm liegt die Spektralnorm zugrunde, d.h. es gilt ||σ|| = 
maXj£{ ι..,d} \ Α ί σ ' σ , wobei Λi  (i  = l , . . . , < i ) die Eigenwerte der d  x d-Matr ix σ'σ  be-
schreiben; vgl. Büning/ Νaeve/Trenkler/Waldmann  (2000), S. 211. 

1 1 1 Dabei soll τ = t  nicht ausgeschlossen sein. 
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dem sowohl kontinuierliche, ggf. unmit telbar mi t der Steuerungsmaßnah-
me selbst verbundene Kosten als auch solche, die beim Abbruch auftreten, 
berücksichtigt werden können, wobei L ( . , . , . ) ξ 0 oder F ( . , . ) ξ 0 jeweils 
möglich sind. Das stochastische  Steuerungsproblem  stellt sich nun wie folgt 
dar: 

min J(0,x,u(.)). 
u(.)eA(0,x) 

Der sich bei kostenminimierender Steuerung ergebende Wert des Kosten-
funktionais wi rd Wertfunktion  genannt und stellt sich bei beliebigem An-
fangsvermögen zu einem Zeitpunkt innerhalb des Planungszeitraumes (t,x)  G 
[Ο,Τ) χ Ο dar als: 

V(t,x):=  inf J f r x M · ) ) . 
u(.)eA(t,x ) 

Da die Opt imierung anstelle von L ( . , . ) und .) auch mi t — L ( . , . ) bzw. 
—F(., .) durchgeführt  werden kann, ist ein entsprechendes Maximierungspro-
blem in das beschriebene Minimierungsproblem überführbar;  es wäre somit 
im Folgenden analog zu lösen. Eine Lösung des Minimierungsproblems kann 
nun über folgenden Ansatz gesucht werden. Hierzu wi rd der folgende Operator 
definiert: 

- η η 
AuG(t, χ) := Gt(t,x) + 2 Σ O'ü^MGx^x^x) + ^bi(t ìx ìu)Gx. i(t ìx) ì  

i,j  = 1 i = 1 

wobei G G C 1 , 2 ( Q ) , (t,x)  G Q mi t Q := [t,T) χ Ο sowie α := σσ'  und ueU. 
C1,2(Q ) stehe für die Menge der Funktionen über Q, die im ersten Argument 
einmal, in den übrigen Argumenten zweimal stetig differenzierbar  sind. Be-
zeichne dQ : = ([?, Τ ) χ dO)  U ( { Τ } χ Ö) den „Rand" des Steuerbereichs, so 
dass Q = Q U dQ , dann gi l t : 

Satz 2.13 Ηamilton-Jacobi- Bellman- Gleichung 112 

Löst G G C^2(Q)  auf  Q stetig  mit  \G(t,x)\ < k  ( l + für  k > 0 und 
natürliches Ν die Η amilton-Jacobi- Bellman (Η JΒ)-Gleichung: 

inf (AuG(t , χ) + L(t, χ , u)) = 0, (t,  x) G Q, 
u£U 

G(t,x) = F(t,x),  (t,x)  G dQ, 

und existiert  für  alle  (t,x)  G Q ein u*(.)  G A(t,x ) mit 
u(s)  G arg min (A UG (s,  X*(s)) + L (s,  X*(s),u)) (2.7) 

u£U 
für  alle  s G [t,  r(s,  X * ( s ) ) ] mit  X*{.)  als dem gemäß GL (2.6) zu u*(.) 
gehörenden  Prozess,  der  gesteuert  werden  soll,  dann ist: 

G(t,x) = V(t,x) = J(t,x,u*(.)). 

Findet man folglich eine Funkt ion C( . , . ) , die die Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung in der angegebenen Weise erfüllt,  hat man zugleich die Wertfunkt i -
on zum Minimierungsproblem gefunden. Die optimale Steuerung, die letztl ich 

1 1 2 Formulierung nach Korn/Korn (1999), S. 266 f. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 59 

allerdings das „Optimierungsziel" repräsentiert, ist eine Funktion der Funkti-
on .) und ihrer Ableitungen. Das Vorgehen zur Lösung des Optimierungs-
problems setzt daran an und besteht zunächst darin, die optimale Steuerung 
in Abhängigkeit der Zeit und der Unbekannten G,Gt, Gx und Gxx 113 über 
die Bedingung (2.7) zu bestimmen und nach Einsetzen in die HJB-Gleichung 
die sich ergebende partielle Differentialgleichung  (kurz PDE für partial  diffe-
rential  equation ), wenn möglich, zu lösen1 1 4 . 

Damit ist die stochastische Steuerung, soweit hier benötigt, eingeführt.  Im 
Folgenden soll es darum gehen, wie auf Basis natürlicher stetiger Prozesse 
künstliche generiert werden. Konkret soll auf Basis einer bestimmten Zahl 
von am Markt gehandelten Aktiengattungen und einer risikolosen Anlage, al-
so von natürlichen Prozessen, beschrieben werden, wie sich ein (künstlicher) 
Vermögensprozess in Abhängigkeit einer dem aktuellen Informationsstand an-
gepassten, also ebenfalls als Prozess zu formulierenden Handelsstrategie er-
gibt. Der Vermögensprozess wird folglich durch Transaktionen auf dem vor-
handenen (Kapital-)Markt gestaltet, so dass zunächst der Markt selbst sowie 
der Handel auf ihm einzuführen sind. Es liegt allgemein eine zeitkontinuier-
liche Modellierung zugrunde, wie sie durch die Beschreibung des Aktienkurs-
prozesses bereits vorbereitet wurde. 

2.1.2 U n t e r s t e l l t e M a r k t g e s t a l t u n d Vermögensprozess 

Die Spezifikation der Marktgestalt betrifft  zunächst die Konkretisie-
rung der Handelsobjekte und des Informationsstandes bzw. der Informa-
tionsentwicklung, die mit der „am Markt befindlichen", durch die Han-
delsobjekte bestimmten Unsicherheit verbunden ist. Die Möglichkeiten des 
Handels auf dem Markt werden durch die Festlegung eines Handelsrah-
mens beschrieben. Für diesen wird zwischen einem allgemeinen und einem 
vorläufigen Prämissensatz unterschieden. Während der allgemeine Handels-
rahmen für die Untersuchung eines unvollständigen Kapitalmarktes beibe-
halten wird, wird im vorläufigen Handelsrahmen speziell ein vollständiger 
Kapitalmarkt unterstellt. Hinsichtlich der sowohl im allgemeinen wie im 
vorläufigen Handelsrahmen genannten Prämissen der Arbitragefreiheit  und 
der Vollständigkeit sind formale Präzisierungen vorzunehmen, für die der 
Begriff  eines (zulässigen) Vermögensprozesses einzuführen ist. Im Anschluss 
an den Prämissenkanon werden deshalb Vermögensprozesse dargestellt sowie 
arbitragefreie  und vollständige Kapitalmärkte formal charakterisiert. Gene-
rell erfolgt  eine kontinuierliche Modellierung der Unsicherheit, welche durch 
Wiener-Prozesse generiert wird. 

1 1 3 Die mögliche Mehrdimensionalität soll dabei in der Schreibweise verkürzend berück-
sichtigt sein. 

1 1 4 Vgl. diesbezüglich und zu Anmerkungen hinsichtlich der Existenz einer Lösung 
Korn/Korn  (1999), S. 270 f. 
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60 2. Ideale Kapitalmärkte 

Allgemeine Charakteristika des im Folgenden zugrunde liegenden Marktes 
M v s t sollen wie folgt gegeben se in 1 1 5 : 

1. Informations stand  und -entwicklung : 
Ausgehend von einem endlichen  PlanungsZeitraum Τ  und einem geeigne-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω , ^ 7 , Ρ ) ist die Informationsentwicklung ge-
geben durch die Brown'sche Fi l t rat ion { f t j t e i o , τ ] z u m d-dimensionalen 
Wiener-Prozess {W t}te[o,T]i  dessen Komponenten stochastisch unabhängig 
sind. Der Informationsstand und das Wissen um die Stochastik seiner wei-
teren Entwicklung sind allen  Marktteilnehmern  kostenfrei  zugänglich. 

2. Handelsobjekte  und ihre  Preise:  Es exist ieren 1 1 6 : 
— ein risikoloser  Bond 5ο(·)> dessen Wertentwicklung über den konti-
nuierlichen Prozess des risikolosen Zinssatzes r(.) durch die stochasti-
sche Differentialgleichung  dSo(t ) = So(t)r(t)dt  beschrieben wird, so dass 
S0(t) = S0(0)e fo r^ ds gi l t (t  G [0,T]). Aus Gründen einer vereinfachten 
Notation wird dabei von 5o(0) = 1 ausgegangen. Risikolose Anlagen wer-
den durch den Kauf, Kreditaufnahmen durch Verkauf bzw. Emission des 
Bonds abgebildet. Der risikolose Zinssatz entspricht folglich zugleich einem 
Haben- und einem Soll-Zinssatz; ferner 
— risikobehaftete  Anlagen , im Weiteren auch als Akt ien bezeichnet, deren 
Wert sich gemäß: 

entwickelt und die einen kontinuierlichen Dividendenstrom in Höhe von 
nSi(t)öi(t)  dt"  mi t dem n-dimensionalen Prozess der Dividendenraten 
δ(.) = (£ί(.))ί=ι,...,π aufweisen. Der n-dimensionale Vektor der Drift-
raten b(.) = (&i(.))i=i,...,n sowie der η χ d-wertige Volatilitätsprozess 
σ(.) = (aij(.))i=i,...,-n seien ebenso wie die Prozesse r(.) und δ(.) pro-

.7 = 1. . . . . cZ 

gressiv messbar. Zudem erfüllen sie f Q \r(t)\dt < oo, f Q < 

oo, / 0
T \\ö(t)\\dt < oo und Σ ί = ι Σ ^ = ι fif a i j ( t )  dt < oo, jeweils P-fast 

sicher. Hinsichtlich der Wertebereiche wird vorausgesetzt: δΐζί,ω), bi(t,uü) : 
[Ο,Τ] χ Ω —> Μ; Γ(ί,ω),σν(ί,ω)  : [Ο,Τ] χ Ω Μ+ (ζ = 1 , . . . , η ; j = 
l , . . . , d ) 1 1 7 ; steht kurz für den ζ-ten Zeilenvektor von σ(.). Ferner ist 
der Vektor der Aktienpreise am Planungsbeginn S'( 0) = ( 5 i ( 0 ) , . . . , 5 n ( 0 ) ) 

115 vg l . z u r formalen Spezifikation in den ersten beiden Punkten Karatzas/Shreve 
(1998), S. 4 f. 

116 F ü r w e i t e r e Betrachtung wird der Zeitparameter des Kursprozesses zu einem 
Wertpapier des Kapitalmarktes nicht mehr als Subskript verwendet. Dieses dient vielmehr 
der Differenzierung  von Prozessen. 

1 1 7 Das zweite Argument (ω) wird wiederum zur Vereinfachung der Notation nicht auf-
geführt. 

(i = l,...,n; 0 < t < T) 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 61 

in jeder Komponente str ikt posit iv (5(0) > 0). Die Individuen sind Preis-
nehmer,  d.h. die Markttei lnehmer haben (durch den Handel o.a.) keinen 
Einfluss auf die Wertpapierpreise. 

3. Allgemeiner Handelsrahmen: 
Es findet ein permanenter  Handel  statt . Die Wertpapiere sind beliebig  teil-
bar,  ihre Preise können beliebige nicht negative, reelle Werte annehmen. Es 
gibt keine  Transaktionsko sten. Arbitragemöglichkeiten  sind ausgeschlossen. 
(Die formale Beschreibung einer Arbitragemöglichkeit erfolgt  im Zusam-
menhang der nachfolgenden Darstellung von Vermögensprozessen 118.) 

4. (Vorläufige) Erweiterung des Handelsrahmens: 
Der betrachtete Kapi ta lmarkt ist vollständig;  d.h. insbesondere, dass die 
Wertpapiere (Akt ien, Bond) in unbegrenzter  Höhe handelbar  und Leer-
verkäufe  erlaubt  s i n d 1 1 9 . 

5. Marktteilnehmer. 
Als Markttei lnehmer treten vornehmlich natürliche Personen (Individuen) 
auf. Die Individuen werden als nutzenmaxierend  unterstellt. U.U. ist jedoch 
eine Unterscheidung zwischen Markttei lnehmern in Gestalt natürlicher Per-
sonen und Unternehmen nicht nötig. Die bisher beschriebene Marktgestalt 
gi l t dann für Individuen und Unternehmen gleichermaßen. 

Der Prämissenkanon bedingt, dass der betrachtete Mark t M v s t ein voll-
kommener Kapi ta lmarkt i s t 1 2 0 . Allerdings wi rd die Annahme eines keinen 
Restriktionen unterliegenden Handels bei der Betrachtung unvollständiger 
Kapi ta lmärkte aufgegeben werden; insofern ist die „Erweiterung des Handels-
rahmens" als „vorläufig" zu betrachten. Eine Operationalisierung des nut-
zenmaximierenden Verhaltens der natürlichen Personen erfolgt später. 

Au f dem Mark t Mvs t werden die η + 1 Prozesse {φϊ(ί)}ο <t<T  und 
{n%(t)}o<t<T  '•=  Si(t)}o<t<T  (i  = 0 , 1 , . . . , n ) betrachtet. Es wer-
den damit die n-wertigen Prozesse φ(.) = (φι (.),... ,φη(.)Υ und π(.) = 
(πχ ( . ) , . . . , π η ( . ) ) ; (für fixes t  als Spaltenvektoren) gebildet, so dass jeweils 
P-fast sicher g i l t 1 2 1 : 

1 1 8 Die explizite Formulierung der Arbitragefreiheit  erfolgt  affirmativ,  da sie zudem der 
Definition eines vollständigen Kapitalmarktes zugrunde liegen wird. 

1 1 9 Darüber hinaus müssen in einer noch zu spezifizierenden Weise „genügend geeigne-
te" Wertpapiere vorhanden sein, so dass sämtliche am Markt relevanten Risiken dadurch 
handelbar werden. 

1 2 0 Vgl. bspw. Franke/Hax  (2004), S. 153, 343 f., sowie auch Neus  (2001), S. 332. An-
zumerken ist, dass aufgrund des allgemeinen Informationsstandes homogene Erwartungen 
der Marktteilnehmer bestehen. Die Existenz bzw. Nicht-Existenz von Steuern soll später 
behandelt werden. 

< oo. 

< oo. (2.8) 

(2.9) 

1 2 1 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 6 f. 
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62 2. Ideale Kapitalmärkte 

[ \\a'(t)n(t)\\ 2 dt  < oo. (2.10) 
J ο 

Die Prozesse ψ(.) und π(.) sollen progressiv messbar sein. l n steht für den 
n-dimensionalen Vektor, dessen Komponenten sämtlich den Wert 1 aufweisen; 
das Subskript zur Kennzeichnung der Dimension des Vektors kann weggelas-
sen sein, wenn sich diese aus dem Zusammenhang ergibt. (Analog wird im Fol-
genden der Vektor 0(n ) verwendet.) Die Prozesse φ(.)  und π(.) repräsentieren 
die Zusammensetzung des Portfolios des betrachteten Investors für den Zeit-
punkt t ; ψ(.)  wird als Handels-Prozess, π(.) als Ρortfolio-Prozess  (in  Abso-
lutbeträgen)  bezeichnet. Die Komponente ψι(.) (i = 0 , 1 , . . . , n ) des Vektors 
(φο(.),  φι(\ - - ·, ψη{')Υ  gibt die Anzahl der Grundeinheiten — So(.)  für den 
Bond und Si(.)  für die Akt ien — des Wertpapieres i(e { 0 , 1 , . . . , n}) an, mi t 
der dieses im Portfolio gehalten wird. steht analog für den (Absolut-
)Betrag, der in die Wertpapiergattung investiert ist. Vorläufig können die 
einzelnen Prozesse beliebige reelle Werte annehmen, wobei ipo(t) < 0 bzw. 
7To(t)  < 0 einen Kreditbestand im Zeitpunkt t  und ψι(ί)  < 0 bzw. < 0 
einen Bestand an leerverkauften  Akt ien der Gattung % Ε { Ι , . , . , η } kenn-
zeichnen. Im Mi t te lpunkt der folgenden Betrachtungen werden oft Portfolio-
Prozesse in Absolutbeträgen bzw. daraus im Folgenden abgeleitete Portfolio-
Prozesse in Relativbeträgen stehen, ohne dass die Unterscheidung zu Handels-
Prozessen jedoch von Relevanz wäre. Bei der Formulierung von Handelsre-
striktionen im Rahmen der Behandlung unvollständiger Kapitalmärkte er-
langt die Differenzierung  Bedeutung. 

Da ein Portfolio-Prozess  das Investitionsverhalten eines Investors wi-
derspiegelt, hängt von der Wahl dieses Prozesses unmittelbar dessen 
Vermögensentwicklung ab. Die Entwicklung des Vermögens wird durch 
einen Vermögensprozess beschrieben. Hierfür  wird zunächst ein kumulierter 
Gewinn/Verlust-Prozess  G(t)  (t E [0,T]) wie folgt definiert: 

dG(t) := n0(t)r(t)  dt  + φ (t)  dS(t) + 7r f(t)ö(t)  dt 
S ν ' S ν ' S ν ' 

= : Α =: Β =: C 
η 

= n0(t)r(t) dt + Σ Vi(t)Si(t)  ((&i  W  + &(*)) d t + M*)  dW(t)) 
i  = 1 

= no(t)r(t)  dt + ττ'(ί) (( b(t ) + 6(t))  dt + a(t)  dW(t)) . (2.11) 

Der Term A beschreibt den Vermögenszuwachs, der aus risikoloser Anlage 
(πο(t) > 0) bzw. aus Verschuldung (πο(ί) < 0) erwächst. Der Ausdruck Β 
steht für den Zuwachs, der aus Aktienkursänderungen resultiert, und C be-
schreibt den Zu- bzw. Abfluss aus Dividendenerträgen, die jeweils proportional 
zu dem in eine Akt iengattung investierten Betrag sind; bei einem Leerverkauf 
in der Akt ie i  wirkt die Dividende als Vermögensabfluss, sofern  δχ(.)  > 0. 

Zur Veranschaulichung des dargestellten kumulierten Gewinn/Verlust-
Prozesses für den kontinuierlichen Fall soll der Prozess noch für eine zeit-
diskrete Situation beschrieben werden. Zu beachten ist dabei insbesondere, 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 63 

dass das stochastische Integral über die linken Intervallgrenzen als Itö-Integral 
definiert  wurde. Die Beschreibung setzt an den am Ende eines jeden Teil-
intervalls entstandenen Gewinn bzw. Verlust an, der bei der Bestimmung 
von Gdiskr.it) zu kumulieren ist. Für einen diskretisierten Planungszeitraum 
0 = to < ti < ... < t m = Τ  kann der Gewinn/Verlust des Zeitpunktes tk 
gegenüber dem vorausgehenden Zeitpunkt tk-i  (k  = 1 , . . . , m ) als folgende 
Differenz  dargestellt werden: 

G diskr.  {tk  ) — G diskr.(tk-l)  = 
η 

(pofe-iXSofe)  - S0(t k-l))  + Σ  Vifa-l)  (Si(tk)  - Si(t k-1)) 
i=1 

η 
+ YM*k-i)s i{t k-1). 

i=l 

Der Betrag D := <p0(tk-i)So(t k) + Σ <Pi(t k-i)Si(t k) + Σ 5i(i*-i)Si(i*-i) 
i=l  i=l 

entspricht dem aus der Portfolio-Bildung in tk-\ nunmehr für den Zeitpunkt 
tk zur Verfügung stehenden Betrag, welcher zusammen mit einem ggf. auf-
tretenden exogenen Zu- oder Abfluss E tk das im Zeitpunkt tk für die Neu-
strukturierung des Portfolios vorhandene Vermögen repräsentiert. Die neue 
Struktur des Portfolios spiegelt sich im Handelsprozess (p(t k) wider, so dass 

η 
gelten muss: D + E tk = ipo(tk)So(tk)  + Σ Viit^Siitk)-  Gi l t für jeden Zeit-

t=l 
punkt tk(k  = 1 , . . . , m): 

k η 
G diskr.{tk)  = Σ {G  diskr.  {tj  ) ~ G diskr.  {tj-l))  = ψθ {tk  )Sq {t k ) + Σ Pi{tk)Si{tk) 

j  = l  i=1 
η 

= 7Γ0 (tk)  + Σ ^i(tk) 
i= 1 

sowie Gdiskr. (0) = 7Γο(0) + = s o ^ a s s z u e i n e m belie-
bigen Zeitpunkt vorhandene Vermögen ausschließlich durch bis dahin rea-
lisierte Gewinne und Verluste zustande gekommen ist — d.h., dass E tk = 
0, k  = 0 , 1 , . . . , m ist —, dann heißt der Portfolio-Prozess (πο(.), π ; ( . ) ) ; selbst-
finanzierend. Dies wird für den kontinuierlichen Fall wie folgt formuliert: 

Ein (kontinuierlicher) Portfolio-Prozess (πο(.), π ; ( . ) ) ; heißt selb st-finanzie-
rend,  falls 

G(t) =7Γ0 ( ί )+7Γ
, ( ί )1η , WG [Ο,Τ], 

und G(P)  = 7Γ0(0) + π ' (0 )1 η = 0, P-fast sicher. Hierbei gilt G(t)  = 

f*  dG(s)  (t e [Ο,Τ]) mit dG(s)  gemäß Gl. (2.11). 

Das tatsächliche Vermögen eines Investors zum Zeitpunkt t  wird üblicher-
weise nicht ausschließlich durch die Anlage-/Verschuldungspolitik, sondern 
auch durch exogene Zahlungen beeinflusst. Als solche sollen im Weiteren ein 
Anfangsvermögen χ  (> 0) als exogene Einzahlung im Zeitpunkt t  = 0 sowie 
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64 2. Ideale Kapitalmärkte 

ein kontinuierlicher, von der Umweltentwicklung möglicherweise abhängiger 
Konsumprozess c(t,u>),  kurz c(t)  (t  G [Ο,Τ]), eingeführt  werden. Damit ist ein 
Vermögensprozess X(.)  definierbar. 

Ein Konsumprozess  { c ( i ) } t G [ 0 , τ ] ist ein {Tt}te[o,T]"P r°gressiv messbarer, 
nicht negativer, reellwertiger Prozess mit f*c(s)  ds < oo, fast s icher 1 2 2 ; 
darüber hinaus wird Eq f*  c(s) dsj < oo vorausgesetzt. Bei gegebenem An-
fangsvermögen χ  ( > 0) und für einen Konsumprozess c(.) stellt sich der 
Vermögensprozess  {X(t)} te[ 0,τ] dar als: 

t 
X(t)=x-  J c(s)ds  + G(t ), t  G [0,T], (2.12) 

ο 
wobei G(.) den kumulierten Gewinn/Verlust-Prozess darstellt, der sich 
aus dem Portfolio-Prozess (πο(·), π'(.)Υ  ergibt. Der dergestalt definier-
te Vermögensprozess ist stetig bei den im Weiteren gewählten Portfolio-
Prozessen. Bezeichnet Γ ( . ) allgemein einen Einkommensprozess mi t geeigne-
ten Eigenschaften, der für die hier anzustellenden Betrachtungen die Gestalt 
Γ ( t ) — χ — J* c(s)  ds (t  G [0,T]) annimmt, dann heißt der Portfolio-Prozess 
(πο(.) ίπ

,(.)) /  Γ (.)- finanziert,  wenn gilt: 

X(t)=  K 0(t)+K'(t)ln, te  [Ο,Τ]. (2.13) 

Zur Kennzeichnung der Abhängigkeit des Vermögensprozesses von Anfangs-
vermögen, Konsumprozess und Portfolio-Prozess  wird ggf. X x , c , 7 r ( . ) geschrie-
ben. Da sich 7Γο(.) über Gl. (2.13) aus X(.)  und π(.) ergibt, steht π(.) allein 
auch stellvertretend für den (gesamten) Portfolio-Prozess 123. M i t Hilfe von 
Gl. (2.11) kann aus Gl. (2.12) der Vermögensprozess in Differentialform  wie 
folgt angegeben werden: 

dX(t) = -c(t ) dt  + dG(t) 
= -c(t)  dt + n0(t)r(t)  dt (2.14) 

+7r'(t) ((b(t)  + S(t))  dt + a(t)  dW(t)) . (2.15) 

Damit lässt sich der diskontierte Vermögensprozess J ^ y (t  G [0,T]) be-
schreiben, der für die weitere Betrachtung von besonderem Interesse ist. Da 

d (sfe) = ~S^£j r® dt124  U n d  = π
ο(ί)  +7Γ

/(ί)1„ (t e [Ο,Τ]) gelten, 
ist für  t e [Ο,Τ]: 

d(§t) = ù)dx{t)+x{t)d(-m)+0 

((b(t) + S(t) - r ( t ) ln ) dt + a(t)  dW(t)) . (2.16) 
1 2 2 Sofern der Bezug zum relevanten Wahrscheinlichkeitsmaß unmittelbar hergestellt 

werden kann, wird ggf. auf dessen Angabe verzichtet. 
1 2 3 Es wird hierbei die Schreibweise von Karatzas/Shreve (1998), S. 11, übernommen. 
1 2 4 Vgl. 53. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 65 

Dies ergibt mit = χ die folgende Darstellung für den diskontierten 
Vermögensprozess (t  Ε [0,Τ ]): 

t  t 
x~ j 0 ì ) d s + /  5^y 7r /( 5)( 6( 5) + ^( 5)-r( 5)1-)rf5 

0 0 
t 

+ J ^ r ) - K , { s ) a { s ) d W { s ) . (2.17) 
0 

M i t χ = 0 und c(.) ξ 0 ist der diskontierte kumulierte Gewinn/Verlustprozess 
daraus ableitbar als (t Ε [0,Τ ]): 

Χ°>°> π(ί ) G(t)_ 
S0(t) ~ S0(t) ~ 

t t 
J + + J ^ π ' ( 5 ) σ ( « ) ^ ( 5 ) . ( 2 . 1 8 ) 
0 ο 

Vor dem Hintergrund, dass als exogener Zahlungsstrom während des Pla-
nungszeitraumes lediglich ein Vermögensabfluss für den Konsum des Inves-
tors stattfindet und ein zukünftiger Konsum nicht von einem Dri t ten ge-
schenkt wird, ist ein negatives Vermögen nicht mögl ich 1 2 5 . Ein Portfolio- und 
Konsum-Prozess soll deshalb nur dann zulässig sein, wenn der zugehörige 
Vermögensprozess nicht negativ wird. Insbesondere sind somit auch nur solche 
Portfolio-Prozesse  zulässig, bei denen der kumulierte Gewinn/Verlust-Prozess 
nach unten beschränkt i s t 1 2 6 . Es wird somit für ein Konsum-/Portfolio-
Prozesspaar (c(.),7r(.)) definiert: 

(φ ) ,ττ ( ί ) ) zulässig  X x , c , 7 r ( i ) > 0, Vi Ε [Ο,Τ],fast sicher. 

Im Folgenden werden nur zulässige Konsum-/Portfolio-Prozesspaare  betrach-
tet bzw. für den kumulierten Gewinn/Verlust-Prozess nur zulässige Portfolio-
Prozesse, welche sich auf den zugrunde liegenden Vermögensprozess bezie-
hen. Für ein zum Anfangsvermögen χ  (> 0) zulässiges Konsum-/Portfolio-
Prozesspaar (c(.),7r(.)) wird (c(.),7r(.)) E A (x ) geschrieben. Falls für einen 
Zeitpunkt t  X(t)  = 0 gi l t , muss auch c(t)  = 0 ( i E [t,T])  (fast sicher) gelten. 

Anstelle des Portfolio-Prozesses  in Absolutbeträgen wird mit Bezug auf den 
Vermögensprozess im Weiteren häufig auch der Ρortfolio-Prozess  in Relativbe-
trägen  {p(t)}te[o,T]  verwendet, der auch als Prozess  der  Portfolioanteile,  kurz 

125 Vermögensprozesse werden später auch zur Beurteilung von (bedingten) Zahlungen 
herangezogen, welche auch negativ sein können. Dann ist die Nicht-Negativitätsbedingung 
des Vermögensprozesses insofern nicht hinderlich, als der Gegenwartswert der negativen 
Zahlung als negativer Wert eines vorzeichenverkehrten Rückflusses betrachtet und in dieser 
Hinsicht mit einem nicht-negativen Verschuldungsprozess gerechnet werden kann. 

1 2 6 Dies entspricht der Bedingung zur Vermeidung einer so genannten „doubling stra-
tegy", bei der aus „nichts" ein beliebiges positives End vermögen mit Wahrscheinlichkeit 
eins erzeugbar ist; vgl. hierzu Karatzas/Shreve  (1998), S. 8 ff.,  sowie Duffie  (1996), S. 103 f. 

m 
So{t) 
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66 2. Ideale Kapitalmärkte 

Anteilsprozess , bezeichnet wird. Dieser ist wie folgt gegeben: 

p ( i ) : = ( x f c j ^ ) ; für 0 < t < τχ , 
n ; \ 1; für τχ < t < T. y J 

Dabei ist τχ := inf{£ G [Ο,Τ] | X(t) = 0} eine Stoppzeit m i t τ (ω) := oo, 
wenn Χ(ί,ω)  > 0, V i G [0, T] . Dadurch gelten die Integrierbarkeitsbedin-
gungen, die an den Portfolio-Prozess  in Absolutbeträgen gestellt wurden, 
insbesondere Gl. (2 .10) 1 2 7 . π(.) und p(.)  werden beide im Weiteren auch 
kurz Portfolio-Prozesse  genannt. Die Festlegung des Wertes für  X(.) = 0 
ist wi l lkürl ich; bei nicht vorhandenem Vermögen wi rd bei einem beliebigen 
(endlichen) Wert für  p(.)  stets der Absolutbetrag von nul l investiert. 

Es ist nahe liegend zu fordern,  dass die Portfolio-Prozesse  zusammen mi t 
den den Handelsobjekten zugrunde liegenden, natürlichen Prozessen so ge-
staltet sein müssen, dass auf dem Mark t A 4 v s t keine Arbitrage möglich ist. 
Die Bedingung eines arbitragefreien  Marktes kann über selbst-finanzierende 
Portfolio-Prozesse  (bzw. Handels-Prozesse) folgendermaßen formuliert  wer-
den: 

E in Mark t Mvs t ist arbitragefrei , wenn es keinen selbst-finanzierenden 
Portfolio-Prozess (πο( .) ,π ' ( . )) ' gibt, so dass g i l t 1 2 8 : 

P(G(T) > 0) = 1 und P(G(T) > 0) > 0, 

wobei C(0) = 0, P-fast sicher. Eine Verletzung dieser Bedingung würde be-
deuten, dass allein durch Transaktionen am Kapi ta lmarkt , d.h. ohne eigenen 
Kapitaleinsatz, ein positives End vermögen in Umweltzuständen mi t (insge-
samt) positiver Eintrittswahrscheinlichkeit erzielbar wäre, ohne dass (in an-
deren Umweltzuständen mi t positiver Eintrittswahrscheinlichkeit) Verluste 
in Kauf zu nehmen wären. Dementsprechend könnten für den betrachteten 
Mark t A 4 v s t Portfolio-Prozesse  (bzw. Handels-Prozesse) ausgeschlossen wer-
den, die eine solche Arbitrage-Möglichkeit beinhalten. Es würde sich jedoch 
nicht als sinnvoll erweisen, die Menge der Handels-Prozesse einzuschränken, 
soweit es sich zumindest um zulässige handelt. Die Arbitragefreiheit  des Mark-
tes sollte demgegenüber durch eine „austarierte" Parameterkonstellation der 
Handelsobjekte sichergestellt werden, aufgrund derer mi t dem grundsätzlich 
erlaubten Handel keine risikolosen Gewinne erzielt werden können. Eine hin-
reichende Bedingung hierfür  ergibt sich aus dem Folgenden. 

1 2 7 Vgl. hierzu mit Beweis Karatzas/Shreve (1998), S. 263 ff. 
1 2 8 Vgl. Bingham/ Kiesel (2004), S. 106, Karatzas/Shreve (1998), S. 11, unter Einbezie-

hung eines Konsumprozesses auch Korn/Korn (1999), S. 97, und bei möglichem negativen 
Anfangsvermögen  Dothan (1990), S. 299. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 67 

Satz 2.14 Existenz  eines Risiko -Marktpreisprozess es129 

Gibt  es einen progressiv messbaren, d-dimensionalen  Prozess {0(£)}te[ ο,τ]; für 
den (fast  immer)  gilt: 

b(t)  + 6(t)  - r(t)l n = σ( ί)0( ί), P-fast  sicher,  (2.20) 

1 ds < oo, P-fast  sicher,  (2.21) / I I W I I 2 

J \J VJJbKs 
E Jo e ' W d W W - h Jo \M*)\\2 = l , (2.22) 

dann ist  der  Markt  Mvs t arbitragefrei. θ(.) heißt  (d-dimensionaler) Risiko-
Marktpreisprozess. 

Umgekehrt  existiert  auf  einem arbitragefreien  Markt  Mvs t stets  ein Prozess 
0(.), der  Gl. (2.20)  erfüllt. 

Beweis:  zum ersten T e i l 1 3 0 

Nach dem Satz von Girsanov  (Satz 2.11) kann mi t 0(.), wie angegeben, der 
d-dimensionale Wiener-Prozess Wo(t)  definiert  werden als: 

t 

W 0(t)  := W(t)  + J 9(s)ds,  t  G [0,T]. (2.23) 
ο 

M i t Z0(T)  = e-JoO ,(s)dW(s)-ij;;'ms)\\ 2ds i s t d a s zugehörige Wahrschein-
lichkeitsmaß gegeben durch Po(A)  = Ε  [Ια  Ζ (Τ)] (A  e Ττ)·  Dann n immt der 
diskontierte kumulierte Gewinn/Verlust-Prozess nach Gl. (2.24) die Gestalt: 

t 
M ° ( i )  : = = / ^ " ' ( « M « ) ^ « ) ,  t e [Ο,Τ], (2.24) 

0 

an. Da G(.)  für zulässige Portfolio-Prozesse  nach unten beschränkt ist, gi l t 
dies auch für den diskontierten Prozess ί τ ΐ . Aus Fatou's Lemma bzw. Satz 

^o(-) 
2.5 ergibt sich dann, dass die rechte Seite von Gl. (2.24) ein Super-Martingal 
ist. Somit gi l t : E  [ j ^ ] < J ^ = 0 ( i G [0/7]) . Falls G(T)  > 0, P-fast 
sicher, sein soll, muss also G(T)  = 0, P-fast sicher, gelten. Zur umgekehrten 
Beweisrichtung siehe Karatzas/Shreve  (1998), S. 12-14. • 

Eine hinreichende Bedingung dafür, dass Zq(.)  ein Mart ingal ist, be-

steht darin, dass 0(.) die Novikov-Bedmgung  ^E  | e i ·'<>' H0(s)ll2 d s j < oc^ 

e r f ü l l t 1 3 1 . Ist der Portfolio-Prozess π(.) in diesem Fall, wobei speziell 

1 2 9 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 12, 14 f. Vgl. zur Aussage auch Ηarris  on/ Kreps 
(1979), S. 395 ff. 

130 V g l Karatzas/Shreve  (1998), S. 14 f. 
131 Ygi Karatzas/Shreve  (1998), S. 17. Zur A/om/co^Bedingung vgl. auch S. 55. 
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68 2. Ideale Kapitalmärkte 

Ε [ Σ Γ = ι Ιο < 0 0 unterstellt wird, von der Gestalt, dass 
Mg (·) ein Mart ingal ist, dann heißt der Portfolio-Prozess  Martingal  erzeu-
gend , wobei dies den Prozessvektor π(.) im engeren Sinne und im weiteren 
Sinne für (πο(·), π '(.)) umfasst. 

A n m e r k u n g 2.3 
Auf  einem arbitragefreien  Markt  kann 9(t)  wie  folgt  eindeutig  gewählt  werden: 
Mit Κ(σ(ί))  := {χ  G Rd \ a(t)x = 0 n } und K^(a(t)) := {y  G Rd \ y'x = 
0, Vx G /C(a(i))} gibt  es, fast  sicher,  genau ein 9(t),  das Gl. (2.20) erfüllt  und 
für  das 

e(t)  G Κ Χ(σ(ί)), fast  sicher,  (2.25) 

und fast  immer  gilt 132. Ist {0(£)}ég[o,t] Prozess,  der  Gl. (2.20) i.o.S. 
erfüllt,  dann ist  6(t) = proj^^^Oit)  (t  G [ 0 , T ] ) ein Prozess,  der  zudem 
die  Bedingung (2.25) erfüllt.  Mit  Hilfe  dieses  im positiven  Maß eindeutigen 
Prozesses θ(.) wird  nun ein Kapitalmarkt  spezifiziert. 

Ein Kapitalmarkt heißt standardisiert 133, wenn 

• er arbitragefrei  ist, 

• die Anzahl der risikobehafteten Anlagen (Aktien) η nicht größer als die 
Dimension d  des zugrunde liegenden Wiener-Prozesses ist (n < d)  sowie 

• für den nach den Gl. (2.20) und (2.25) (fast) eindeutigen Prozess 0(.) gilt: 

[  ||0(£)||2 dt < oo, fast sicher, (2.26) 
J ο 

und Z0(t) = (t  G [0,T]) als hiermit 
definierter  Prozess ein Mart ingal ist, wobei speziell die Bedingung 
E [Σ)Γ=ι 1 Io aij( s) < 0 0 erfüllt  sein soll. 

Der diskontierte Vermögensprozess x ^ nach Gl. (2.17) hat bezüglich 
des Wahrscheinlichkeitsmaßes Po mit dem Wiener-Prozess Wo(-)> der durch 
Gl. (2.23) mi t dem gerade beschriebenen Prozess 0(.) definiert  ist, die folgende 

t  t 

= x-I&)ds+Ish)n'isMs)dWo{s}  
0 0 

(2.27) 
t 

= x + J  -^K\s)a(s)dWo(s). (2.28) 
ο 

1 3 2 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 12-16. 
1 3 3 Nach Karatzas/Shreve (1998), S. 17, mit geringfügiger  Ergänzung im drit ten Punkt. 

Darstellung (t  G [0,T]): 

m 
So(t ) 

So(t ) J S0(s ) 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 69 

Die linke Seite von Gl. (2.28) repräsentiert hierbei ein lokales Martingal. Unter 
Verwendung des Prozesses lässt sich allerdings auch mit Bezug auf das 
ursprüngliche Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ eine Darstellung des diskontierten 
Vermögensprozesses als lokales Mart ingal erreichen. Hierzu wird mit Hilfe der 

X(t) 
Itö-Formel der Prozess {Zo(t) g }te[o,T] als Itö-Prozess dargestellt. Dabei 

wird der Prozess {Ho(t)} [ο,τ]  definiert  als: 
Z0(t) H0(t)  := 
So®' 

H0(.)  heißt Zustandspreis-Dichte- Prozess.  Ihm kommt im Weiteren die Rol-
le eines Diskontierungsprozesses zu. Da unter den hier gesetzten Annah-
men So(t)  = So(0)e-'<> d s > 1 und da ferner  Zo(t)  ein nicht-negatives 
Super-Martingal mit Z0(0)  = 1 ist (t  G [Ο,Τ]), gilt E[H 0(T)]  < oo und 
Ε  [ / 0

T #o ( * )<& ] < o o 1 3 4 . Für den Prozess H0(.)  gilt für  t  G [0/Γ]  definitions-
gemäß: 

H0(t)  = e-ZoC^+illWII 2)^-/«  ^(s)dw(s) 

sowie in Differentialschreibweise: 

dH 0(t)  = -H0(t)(r(t)  dt  + 9'(t)  dW(t)).  (2.30) 

Aus Gl. (2.16) und dZ 0{t)  = -Z0(t)P(t)  dW(t),  wobei σ(ί)θ(ί) = b(t)  + ö(t) 
-r(t)l n ist, folgt (t  G [0,T]): 

= z ^ d ( m ) + m d Z o ( t ) + d X 7 (i) 

= Zo(t)  dt+  ^ j i r ' ( i ) ((6(i) + 6(t)  - r(t)l n) dt  + σ( ί) dW(t))) 

-^Z0(t)d'(t)dW(t)  - Ζ ο ( ί ) ^ 0 ' ( ί ) ( σ ' ( ί ) π ( ί ) ) < ί ί 

= - g j | c ( i ) d i + I g [π '( ί)σ( ί) - X(t)e'(t)}  dW(t). 

Mi t dem Zustandspreis-Dichte-Prozess sowie der Anfangsbedingung 

Zo (0 )^^Q j = χ  ergibt sich die Vermögensgleichung  für  t  G [0,71] als: 

t  t 
H0(t)X(t)  + J H0(s)c(s)  ds = χ + J H0(s)  [^(s)a(s) - X(s)0'(s)] dW(s).  (2.31) 

0 0 

Für zulässige Portfolio-Prozesse  ist die linke Seite von Gl. (2.31) nicht negativ, 
folglich auch die rechte. Daraus ergibt sich, dass der Term der rechten Seite 

Damit sind die Voraussetzungen 2.1 — 2.3 in Karatzas/Shreve  (1998), S. 91, erfüllt. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



70 2. Ideale Kapitalmärkte 

dieser Gleichung ein nicht negatives lokales Mart ingal, nach Satz 2.5 also ein 
Super-Martingal ist. Folglich gi l t die Beziehung1 3 5 : 

welche als Budget-Restriktion  bezeichnet werden soll. M i t Bezug auf das Wahr-
scheinlichkeitsmaß Po lautet die sich unmit telbar aus Gl. (2.28) ergebende 
Budget-Restrikt ion: 

Die Budget-Restr ikt ion nach Gl. (2.32) br ingt zum Ausdruck, dass der Erwar-
tungswert des verbarwerteten zukünftigen Konsums und des verbarwerteten 
End Vermögens die Anfangsausstattung nicht übersteigt. Die Verbarwertung 
wi rd dabei durch Mul t ip l ikat ion des Konsums zum Zeitpunkt t E [0, T]  und 
des End Vermögens in Τ m i t dem zeitpunktgerechten Wert des Zustandspreis-
Dichte-Prozesses Ho(.)  erreicht. Die Wahlmöglichkeit des Investors bei vor-
handenem Anfangsvermögen beschränkt sich folglich auf eine Verlagerung 
von Konsum bzw. Endvermögen in zeitlicher Hinsicht und/oder zwischen 
Umweltentwicklungen. Umgekehrt kann man sagen, dass ein nach zeitlichem 
Anfal l und Umweltwicklung bedingt angestrebter Konsumstrom und ein um-
weltbedingt formuliertes  Endvermögen nur bei entsprechend großer Anfangs-
ausstattung möglich sein können. Eine Anfangsausstattung, die die Budget-
Restr ikt ion für einen vorgegebenen Konsumstrom c(.) und ein vorgegebenes 
End vermögen Β ( > 0) erfüllt,  bietet allerdings noch keine Gewähr dafür,  dass 
die angestrebten Zielprozesse auch tatsächlich erreichbar sind. Dies hängt von 
der Markts t ruktur , konkret davon ab, ob die auf dem Mark t verfügbaren 
Handelsobjekte und der Handelsrahmen es gestatten, dass jede Kombinat ion 
von Konsumprozess und Endvermögen (c(.), Β ) grundsätzlich generierbar ist. 
Wenn dies gegeben ist, spricht man von einem vollständigen Kapi ta lmarkt . 
E in solcher wi rd im Folgenden formalisiert. 

Zuvor soll allerdings noch darauf hingewiesen werden, dass auf einem ar-
bitragefreien  Kapi ta lmarkt generell höchstens so viele risikobehaftete Han-
delsobjekte betrachtet werden müssen, dass die Unsicherheitsquellen, soweit 
erfassbar,  auch vollständig erfasst sind. Bei der hier gegebenen Modell ierung 
mi t einem d-dimensionalen Wiener-Prozess können folglich maximal d  Unsi-
cherheitsquellen erfassbar  sein. Dami t sind auch höchstens d, jedoch geeignet 
gewählte Handelsobjekte zu betrachten, um sämtliche, grundsätzlich nach-
bildbaren Umweltentwicklungen abbilden zu können. Es kann, und wi rd im 
Weiteren, also ohne Beschränkung der Allgemeinheit von η < d  ausgegan-

135 V g l Karatzas/Shreve (1998), S. 92. 

(2.32) 

,o 

τ 
(2.33) 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 71 

g e n 1 3 6 . Die Auswahl der betrachteten Handelsobjekte ist so zu treffen, dass 
zu keinem Zeitpunkt die weitere bedingte Entwicklung eines dieser Objekte 
durch die jeweils anderen nachgebildet werden kann. Im Falle η > d  wäre eine 
solche Nachbildung stets möglich, so dass mindestens η — d  risikobehaftete 
Wertpapiere redundant sind. Ob genau diese Anzahl redundant ist oder eine 
größere Zahl, bestimmt sich nach der Vollständigkeitseigenschaft des Kapital-
marktes, der im Folgenden nachgegangen wird. 

Gegeben sei eine Tt- messbare Zufallsvariable Β (ω) = Β
+(ω)  — Β~(ω), 

wobei Β
+(ω) = max(#(c<;), 0) und B~ (ω)  = max(—Β (ω),  0), für die 

Eq [ sl^T) ] < 0 0 S^t und für die sicher nach unten beschränkt 

i s t ( s^T) ^ k < 0 0 ' f a s t s i c h e r > k e R+) ; ferner  seien x+ = E0 [^r)]  (>  0) 

und χ-  = Eo  [ g ^ y ] ( > 0). 

Ein Kapi ta lmarkt heißt vollständig,  wenn er standardisiert ist und es 
zu jeder solchen Tt- messbaren Zufallsvariablen Β zum Anfangsvermögen 
χ = x+ — x~ einen Portfolio-Prozess (πο(.), π ;( . )) gibt, so dass (πο(.), π ;( . )) = 
(7TQ~(.),7Γ

+(.);) - ( π ^ ( . ) , π " ( . ) ; ) ist und die Prozesse ΤΓ
+(.)') und 

(7io"(.), 7 Γ ~( · ) / ) m Bezug auf Vermögensprozesse Χ
Χ + ' 0 ' 7 Γ + ( . ) bzw. X x ' ° 'π (.) 

zulässig sind, wobei für sie gi l t : 

X x+>°>*+(T)  = B+ und xx~>°>*~(T)  = B~, jeweils fast sicher, 

= _ J _ _ χ*->°>"-(ίή  , ο < t  < Τ, ist fast sicher 

nach unten beschränkt; 

damit ist auch: 
X x ' 0 , 7 r ( T ) = B, fast sicher. 

M i t Gl. (2.28) ist Χ
χ ' ° ' π ( Τ ) = Β , fast sicher, äquivalent zu: 

τ 
—^n'(s)a(s)dW 0(s),  fast sicher. (2.34) 

ο 

In diesem Zusammenhang ist darauf hinzuweisen, dass aufgrund der An-
merkung 2.2 und wegen Satz 2.5 die Budget-Restriktion (2.32) bzw. (2.33) 
auch für ein möglicherweise negatives, jedoch nach unten beschränktes Β, 
wie für die Definit ion des vollständigen Kapitalmarktes vorausgesetzt, erfüllt 
i s t 1 3 7 . Ein vollständiger Kapi ta lmarkt kann im Kontext der gegebenen Han-
delsobjekte auch alternativ charakterisiert werden, wie dies durch den folgen-
den Satz ausgedrückt wird. 

1 3 6 Zur formalen Rechtfertigung dieser Voraussetzung vgl. Karatzas/Shreve  (1998), 
S. 15 f. 

1 3 7 Vgl. auch Karatzas/Shreve  (1998), S. 19. Zudem ist hier S0(t)  > 1, Vi G [0,T]. 

W ) = x + J 
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72 2. Ideale Kapitalmärkte 

Satz 2.15 Alternative  Charakterisierung  des vollständigen  Kapitalmarktes 138  

Die folgenden  Aussagen bezüglich  eines standardisierten  Kapitalmarktes  sind 
äquivalent: 

1. Der  Kapitalmarkt  ist  vollständig. 

2. Für  jede  Tt-messbare  Zufallsvariable  Β mit  Eo [sj^yj < oo gibt  es zum 

Anfangsvermögen  χ = Eq [  s^t ) ]  e^nen Martingal  erzeugenden  Portfolio-
Prozess  7γ(.), der  Gl. (2.34)  erfüllt. 

3. Die Anzahl  der  auf  dem Kapitalmarkt  gehandelten  Aktien  stimmt  mit  der 
Dimension  des zugrunde  liegenden  Wiener-Prozess  es überein  (n = d) und 
der  Volatilitätsprozess  σ(.) ist  fast  immer,  fast  sicher  nicht  singulär. 

Beweis: 
Zu 1. und 2 . 1 3 9 : 
Ist der Kap i ta lmark t vol ls tändig und ist Β ^ r -messba r m i t Eq [ s j ^ y j < oo, 
dann g ibt es einen Portfolio-Prozess (πο(·), π ' ( . ) ) , der sich aus zwei bezüglich 
der Vermögensprozesse X x + , 0 , 7 r + ( . ) und X x , 0 , 7 r (.) — x+ und x~ wie de-
finiert — zulässigen Prozessen (ττο"(.), π + ( . ) ' ) und ( t tq( . ) , π~ (.) f)  zusam-
mensetzt (durch (πο ( . ) ,π ' ( . ) ) = (π^ ( . ) , 7Γ

+ ( . ) / ) — ( τ τ^ - ( . ) ,π " ( . ) ' ) ) . Zudem ist 

— c (Q ^ t < Τ ) nach unten beschränkt. Fü r (πο(·) ,π ' ( . ) ) g i l t (fast 

sicher) : 

0 t 

0 

wobei aufgrund der Beschränktheit von — 0 , nach unten und nach Satz 

t 1 
2.5 der Prozess f Q , λ nf(s)a(s)  dWo(s) (t  G [Ο ,Τ ]) ein Super-Mart ingal ist. 

ο ^o (s) 
Da für t = Τ E0 

-Xx,0 — Fr, Β 
So(T)  \ — 

MT). 
= χ  g i l t , hat das Super-

den konstanten Mar t inga l Μ 0
π ( ί ) : = / - l , 7 r ' ( s ) a(s)dW 0(s)  (t  G [0,T]) 

ο ^0\S) 
Erwartungswert nul l . Dam i t ist es ein Mar t inga l und π(.) ist folglich Mar t i n -
gal erzeugend. 

Umgekehrt ist die Bedingung £0 [ s j ^ r j ] < 0 0 für ^ r -messbare Zufallsva-

r iablen Β erfül l t ,  für die g i l t : ^ sicher) nach unten beschränkt 

138 V g l Karatzas/Shreve  (1998), S. 22, 24. 
1 3 9 Die Beweisidee ist in Karatzas/Shreve  (1998), S. 22, zu finden; der Beweis wurde an 

die modifizierte Vollständigkeitsdefinition angepasst. 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 73 

und χ := Eq ^s^T )] < 0 0 · ^ ü r diese Β exist iert somit nach Voraussetzung 

ein Mar t inga l erzeugender Portfolio-Prozess (πο(.), π ; ( . ) ) m i t : 

τ 
Β f i 

= x+ λ n'(s)a(s)  dWo(s), fast sicher. 
J bo(s) So(T) 

Bi ldet man hiervon den bedingten Erwartungswert zum Ze i tpunk t t  £ [Ο ,Τ ] , 
dann zeigt sich: 

Χ
χ>°>π(ί) 

— - χ S0(t) 
0 

t 

/ sZsf'( sMs)dW°( s) = E ° 

B 
5 o ( T ) 

- χ, fast sicher. 

D a £ 0 voraussetzungsgemäß nach unten beschränkt und χ end-

lieh ist, ist auch der diskontierte Vermögensprozess — ^ ^ J (t  £  [0, T ] ) 

(fast sicher) nach unten beschränkt, insbesondere auch für  t  = T.  Ferner g i l t 
X*>°>*(T)  = Β, fast sicher. Da zudem Χ

χ±>Ό>π±(Τ) = B ± und der Kap i ta l -
mark t generell als arbitragefrei  vorausgesetzt w i rd , kann der Portfolio-Prozess 
7t(.) in die Prozesse π

+ ( . ) und 7τ~(.) m i t π(.) = π
+ ( . ) — π~( . ) zerlegt werden, 

so dass 7 Γ
± ( . ) zulässig in 

Bezug auf Χ * ' ° ' π (.) ist. 
Zu 1./2. und 3.: 

Ausgehend von η = d  und einem (fast sicher, fast immer) nicht singulären 

Volati l i tätsprozess σ ( . ) 1 4 0 ist für jedes f ^ -messbare Β m i t Eq  [ s j ^ y j < oc 

durch M0(t)  := E0 [^^y  | J^j  (t e [Ο ,Τ ]) ein Mar t inga l gegeben (Satz 2.2). 

Dieses Mar t inga l besitzt nach Satz 2.12 eine Darstel lung: 

t 
Mo(t)  = Afo(O) + J φ (s)  dW 0(s),  0 < t  < T, fast sicher, 

0 

wobei f*  ||(/?(s)||2ds < oc (0 < t  < T ) . E in Mar t inga l erzeugender Prozess, 
der Gl . (2.34) erfül l t ,  ist dann gegeben durch π ' ( ί ) : = Ξ^φ' (t)a~ l(t)  (0 < 
t  < Τ ) . π(.) ist zudem ein Portfolio-Prozess,  da aufgrund der Stet igkeit des 
Vermögensprozesses χ + J* q \ ^n f ( s )a ( s )dWo(s ) (0 < t  < T ) , der ein I tö-

Prozess ist, i .V .m. m i t der Integrierbarkeitsbedingung hinsicht l ich des Prozes-
ses r ( . ) zunächst Ungi . (2.8) g i l t . Darüber hinaus ist wegen 

fo  l l ^ ( s ) l l 2 ds < 

oc und der Beschränktheit von So(.) m i t t  = Τ  auch Bedingung (2.10) 

erfül l t .  Da auf dem standardisierten Kap i ta lmark t zudem JQ
T | |#(s) | |2 ds  < oc 

ist, g i l t auch J 0
T \n'(s)(b(s)  + ö(s)  — r(s)ln)| ds = / Q

T  S0(s)(p'(s)e(s)  ds < 
maxo< s <T Sq(s)  · f Q

T  Ms)\\2 ds  · f Q
T\\e(s)\\ 2 ds  < oc, also Ungi. ( 2 . 1 0 ) 1 4 1 . 1 4 0 Die erste Beweisrichtung folgt mit Anpassungen Karatzas/Shreve  (1998), S. 25 f. 

1 4 1 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 26. 
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74 2. Ideale Kapitalmärkte 

Umgekehr t 1 4 2 sei durch { e i , . . . , e^} eine Basis des R d gegeben; ferner  seien 
Κ(σ(ί))  := {χ  G Rd \ a(t)x = O n } der Kern zur Matr ix a(t)  und Κ^(σ(ί)) 
der Untervektorraum der zum Kern orthogonalen Vektoren. Dann ist durch 
φ{ί) ·= projfc(a(t))( ei(a(t)))  (t e [0,Τ])  mi t /(σ) := min{z G {1 | 
projjc(a)( ei) Φ 0} für Κ,{σ)  Φ {0^ } , /(σ) := 1, sonst, ein beschränkter, pro-
gressiv messbarer Prozess143 gegeben. Es gilt φ(ί)  G JC(a(t))  und Κ(σ(ί))  φ 
{Od} Φ{ί)  φ 0 (0 < t < Τ).  M i t diesem Prozess wird die .Fr-messbare 
Zufallsvariable Β definiert  über Β := So(T) + / Q

T φ'(δ)  cWo(s)J, so dass 

wegen der Beschränktheit und Messbarkeit von φ(.)  Eq [ sj^r)]  < 0 0 un<^ 

Eq [ j = 1 gilt. Nach Voraussetzung existiert dann ein Mart ingal erzeu-

gender Portfolio-Prozess π(.), so dass (fast sicher) gilt: 

τ τ 

/ M O ^ W = sjT)  ~ 1 = / Φ'ΜΜοΜ· 
0 0 

Da die bedingten Erwartungswerte beider Integrale Martingale sind, müssen 
t  t 

die Integrale f  5 ^ y 7 r ' ( s ) a ( s ) dWo(s)  und f  </>'(s) dWo(s),  mi th in die Integran-

den (fast sicher) übereinstimmen, so dass σ'(ί)π(ί) = So(ί)φ(ί),  fast immer, 
fast sicher. M i t Κ(σ')  := {a'y  \ y  G M n } gilt somit φ(ί)  G K(a'(t)).  Da je-
doch Ί1(σ') = i s t 1 4 4 , muss φ(ί)  G Κ,^(σ(ί))  Λ φ{ί)  G !C(a(t))  gelten. 
Einzig φ(ί) = Od  erfüllt  diese Bedingung, woraus nach Konstrukt ion von φ(ί) 
unmittelbar Κ(σ(ί))  = {0^ } folgt. Somit gilt η — d  und σ(.) ist fast immer, 
fast sicher nicht singulär. • 

Obwohl sich die Definition des vollständigen Kapitalmarktes lediglich auf 
Zufallsvariablen bezieht, die bezüglich der σ-Algebra Tt  messbar sind, sind 
auf einem solchen Kapitalmarkt auch früher  fällige (Vermögens-)Ansprüche 
erreichbar. Hierzu dient der folgende Satz, der ein Korollar zu Satz 2.15 ist. 

Satz 2.16 Erreichbarkeit  von Zahlungen  während  des PlanungsZeitraumes 
Ist  Mvs t ein vollständiger  Kapitalmarkt,  dann gibt  es zu jeder  Tt-messbaren 

Zufallsvariablen  B(t),  wobei  Eo [ ^s^(t ) ] ^ 0 0 u n ^ n a c ^ u n t e n be-

schränkt  (t  G [ 0 , T ] ) gilt,  einen (Martingal  erzeugenden)  Portfolio-Prozess 
1 4 2 Die zweite Beweisrichtung entspricht mit kleineren Ergänzungen Karatzas/Shreve 

(1998), S. 26, und wird der Vollständigkeit halber hier wiedergegeben. 
143 V g l z u r Herleitung insbesondere der letztgenannten Eigenschaft Karatzas/Shreve 

(1998), S. 13, 26. 
1 4 4 Hierzu sei zunächst r Ε ΤΖ-(σ')  betrachtet. D.h. 3y Ε M n : a'y = r ; ferner  gilt 

Vx Ε £ (σ ) : σχ = 0 n , so dass auch r'x = (a'y)'x = y'ax = 0 und folglich r E /C x (a ) . 
Umgekehrt sei r E /C-'-(a), und es sei Rang(a) = m < d.  Dann ist Dim(K,(a)) = d—m.  Die 

Spaltenvektoren von σ'  bilden ein Erzeugendensystem für den Untervektorraum ΊΖ(σ')  des 
Rd mi t Dim(1Z(a')) = m. Da sämtliche Spaltenvektoren von σ'  orthogonal zu jedem Vektor 
χ  Ε £ (σ ) sind, gilt dies auch für jeden Vektor f Ε ΊΖ(σ').  Wegen Dim(1Z(a'))-\-Dim(}C(a)) = 
d , besitzt jeder Vektor ζ E Rd eine Darstellung ζ = f  -\-x mi t f Ε Ί1{σ')  und χ  E JC(a).  Für 
ein beliebiges r Ε Κ, ±(σ) gilt somit r Ε ΊΖ(σ'). 
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2.1 Spezifizierung des Marktes 

{ ^ o ( s ) , ^ ( s ) ) } s G [ o , t ] ; 50 dass mit χ = E0 [ j ^ y ] gilt: 

Χ
ϊ,0, π(ί) = B{t),  fast  sicher. 

75 

(2.35) 

Beweis: 
Satz 2.16 ergibt sich aus Satz 2.15 (3.), indem ein Mart ingal erzeugender 
Portfolio-Prozess {(πο(δ) ,K f(s))}o< s<t  wie im zweiten Beweisabschnitt zu 
letztgenanntem Satz konstruiert wird. • 

Gemäß Satz 2.16 sind auch beliebige Konsumprozesse auf einem 
vollständigen Kapi ta lmarkt erreichbar und somit bewertbar. Damit ist der 
Markt spezifiziert,  auf dem Investitionsentscheidungen zu treffen  sein sol-
len. Geht man von allgemeinen Investitionsobjekten aus, so müssen deren 
Zahlungscharakteristika folglich dergestalt sein, dass sie in zeitlicher und sto-
chastischer Hinsicht im zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraum messbar 
sind. Dabei ist natürl ich zu berücksichtigen, dass der hier gewählte Kapi-
talmarkt in verschiedenerlei Hinsicht spezifisch ist. Drei wesentliche Punkte 
seien hier angeführt:  Zunächst wurde eine zeitlich und stochastisch kontinu-
ierliche Modellierung herangezogen145. Ferner blieben Sprungprozesse außer 
Acht, mi th in wurden wegen des (ausschließlichen) Bezuges auf eine durch 
Wiener-Prozesse generierte Stochastik stetige (Vermögens-)Ergebnisprozesse 
unterstellt. Darüber hinaus wurden Transaktionskosten vernachlässigt. Z.T. 
aus Vereinfachungsgesichtspunkten, insbesondere hinsichtlich des letztgenann-
ten Punktes, basiert die Wahl für die bis dato entwickelte Modellierung jedoch 
auch auf dem Bestreben, einen geeigneten Modellrahmen für Investitionsent-
scheidungen zu finden, im Rahmen derer die zu beurteilenden Investitionen 
kontinuierlichen Wertschwankungen ausgesetzt sind, die sich in ihrer Sum-
me, insbesondere für großvolumige und sich aus zahlreichen Determinanten 
zusammensetzenden Investitionen, zu einem stetigen Wertprozess verdichten. 
Exogene Schocks, die eine entsprechende sprunghafte Wirkung auf den Wert 
eines Investitionsprozesses ausüben und infolgedessen mittels Sprungprozes-
sen abzubilden wären, werden deshalb für „gewöhnliche" Investitionseinzel-
und Portfolioentscheidungen nicht einbezogen. Da diese Effekte  realiter aller-
dings nicht auszuschließen sind, erfolgt  wiederum aus Vereinfachungsgründen 
eine gewisse Einschränkung gegenüber wirklichen Sachverhalten, insbesondere 
bei Betrachtung von Investitionen, welche kleineren, sprunghaften exogenen 
Einflüssen ggf. stärker ausgesetzt sind. Im folgenden Abschnitt werden nun In-
vestitionsentscheidungen in Gestalt der Bewertung bedingter Ansprüche sowie 
der Zusammenstellung von Portfolios auf einem vollständigen Kapi ta lmarkt 
näher betrachtet. 

1 4 5 Vgl. zu einer diskreten Modellierung eines Finanzmarktes mit Betonung von Gleich-
gewichtsaspekten Magill/Quinzii  (1995), insbes. S. 211 ff. 
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76 2. Ideale Kapitalmärkte 

2.2 I nves t i t i onsen tsche idungen a u f d e m 
vo l l s t änd igen K a p i t a l m a r k t 

2.2 .1 V o r b e m e r k u n g e n z u I n v e s t i t i o n s e i n z e l - u n d 
P o r t f o l i o - E n t s c h e i d u n g e n i m gegebenen K o n t e x t 

Bei Investitionseinzelentscheidungen  sind (bedingte) Zahlungen aus ei-
ner Investit ion als gegeben vorauszusetzen. Es geht im Rahmen einer zah-
lungsorientierten Sichtweise dann darum zu beurteilen, ob die durch ihre 
Zahlungsreihe bzw. ihren Zahlungsstrom repräsentierte Investit ion — un-
ter Berücksichtigung der zeitlichen und stochastischen Transfermöglichkeiten 
des Kapitalmarktes hinsichtlich einzubringender und aus der Investit ion 
zurückfließender  Finanzmit te l — angenommen oder verworfen  wird. Die In-
vestitionszahlungen sind dabei nicht durch Maßnahmen des Entscheiders 
beeinfluss- bzw. modifizierbar.  Neben einer klaren Abgrenzung des Investi-
tionsobjektes in dem Sinne, dass die Investitionszahlungsreihe ( im Folgen-
den auch stellvertretend für Invest it ions„zahlungsstrom" verwendet) die Dif-
ferenzzahlungen zur Alternat ive vollständig, in zeitlicher und stochastischer 
Sicht, erfasst,  erscheint a priori vor allem die Spezifikation eines Zielkriteri-
ums notwendig. Letzteres erweist sich auf einem vollständigen Kapi ta lmarkt , 
der konkretisiert durch die Annahmen des Abschnittes 2.1.2 auch vollkom-
men ist, jedoch als von untergeordneter Bedeutung, sofern elementare Cha-
rakteristika des bzw. der Entscheidenden unterstellt werden können 1 4 6 . Dies 
ergibt sich daraus, dass zeitlich bzw. umweltbedingt divergierende Zahlun-
gen, unabhängig von ihrer Höhe und ihrem Vorzeichen, in für (weitestgehend) 
beliebige Entscheider äquivalente Zahlungen bezüglich eines einheitlichen Be-
zugspunktes (als Zahlung in einem herausgehobenen Zustand) gebracht wer-
den können; als solcher ist insbesondere eine sichere Zahlung zu Beginn des 
Planungszeitraumes zu betrachten. Der Investit ionskalkül wi rd damit zu ei-
nem durch den Modellrahmen etwas komplexer als in „übl ichen" Anwendun-
gen ausgestalteten Kapitalwertkalkül ; insofern gibt es auch einen eindeutigen 
Bewertungsmaßstab für die Investit ion. Die danach vorgenommene Reihung 
steht im Einklang mi t dem primären Ziel des Entscheiders, welcher als nut-
zenmaximierendes Wirtschaftssubjekt vorausgesetzt wird. Das zunächst an-
gesprochene Abgrenzungsproblem ist vielfach ein Erhebungsproblem, das für 
die hier verfolgten Zwecke als gelöst zu betrachten ist. Diesbezüglich wi rd 
(allerdings) angenommen, dass die jeweils verwendete Modell ierung gerade 
die Differenzzahlungsreihe  (zwischen Durchführung  und Unterlassung der In-
vestit ion) abbildet. Eine Auswahl zwischen mehreren sich gegenseitig aus-
schließenden Investit ionsalternativen führt  zur separaten Beurtei lung der ein-
zelnen Alternat iven und Wahl der Alternat ive mi t dem höchsten Zielerrei-
chungsgrad. Bei Interdependenzen zwischen verschiedenen Investit ionen sind 
bei endlich vielen Investit ionskombinationen diese jeweils einzeln als eine In-
vestit ion zu beurteilen, der sämtliche anderen Kombinationen, ggf. inkl. der 

1 4 6 Vgl. auch Troßmann  (1998), S. 41 f. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 77 

Unterlassungsalternative, nunmehr mi t Ausschließlichkeit gegenüberstehen. 
Grundsätzlich kann dabei auch der Fall auftreten, dass die kombinative Zah-
lungsreihe von der addit iven Zusammenfassung der Zahlungsreihen zu den 
separat betrachteten Einzelinvestitionen abweicht. Investitionseinzelentschei-
dungen werden in Abschnitt  2.2.2 kurz mi t Bezug auf Investitionszahlungen 
angesprochen, welche allgemeine Messbarkeitseigenschaften im hier zugrunde 
liegenden Mark t erfüllen. Zum Entscheidungsproblem bei abweichenden zeit-
/zustandsdiskreten oder speziell deterministischen Modellierungen soll nicht 
eigens eingegangen werden. Deterministische Modellierungen, die auf einem 
vollkommenen und vollständigen Kapi ta lmarkt basieren, fuhren letztl ich auf 
den Kapitalwertkalkül als dem hierfür  anzuwendenden Verfahren,  um zu ei-
ner Investitionsentscheidung zu gelangen1 4 7 . Die Erweiterung um Unsicher-
heit, die mittels diskreter, endlich vieler Umweltzustände abbildbar ist, führt 
auf die von Arrow  (1953) und Debreu  (1959) beschriebene Modellwelt, in der 
Gegenwartspreise existieren zu elementaren Wertpapieren, welche einen in 
der Höhe eins normierten Zahlungsanspruch zu einem durch den Zeitpunkt 
(t  = t)  und die Umweltentwicklung (ω)  gekennzeichneten Zustand (und nur 
dann) repräsentieren 148 . Die Gesamtheit der Gegenwartspreise zu allen der-
artigen zukünftigen Zuständen entspricht für die dann „einfachere" Modell-
welt dem hier verwendeten Zustandspreis-Dichte-Prozess ( i /o(·))· M i t Hilfe 
der Gegenwartspreise können schließlich beliebige zustandsabhängige Investi-
tionszahlungen als Barwerte ausgedrückt werden. 

I m Falle mehrerer, sich bereits nicht mehr originär ausschließender Investi-
t ionen geht es darum, eine „opt imale" Kombinat ion von sachlich separierten 
Einzelinvestitionen zusammenzustellen. Dass bei endlicher Kombinationsan-
zahl das Entscheidungsproblem auf dasjenige bei sich ausschließenden Inves-
titionsentscheidungen reduzierbar ist, stellt nur auf das Lösungsverfahren  ab, 
im Grunde handelt es sich schon hier um ein Programm-Entscheidungs-  oder 
Portfolioproblem.  Im Falle nicht mehr endlich vieler Investit ionskombinatio-
nen, wie dies bereits bei nicht nur ganzzahlig durchführbaren  Investit ionen 
vorkommen kann, wi rd schließlich deutlich, dass dieses Problem einer ei-
genständigen Behandlung bedarf.  Ziel innerhalb eines allgemeinen Programm-
Entscheidungsproblems kann es wiederum sein, sämtliche im Planungszeit-
raum anfallenden Zahlungen mi t Hilfe der Möglichkeiten des vollständigen 
(und vollkommenen) Kapitalmarktes auf einen bestimmten Zustand zu bezie-
hen und das Programm so zu gestalten, dass der entstehende Saldo in diesem 
Zustand opt imal, konkret der Wert zu diesem Zeitpunkt maximal wird. Ge-
genüber Investitionseinzelentscheidungen besteht das Optimierungsproblem 
gerade darin, eine explizite Anweisung zu finden, wie  das Investitionspro-
gramm zusammenzustellen ist, so dass dieser optimale Zahlungssaldo ent-
steht, wobei die Entstehung des Saldos unmit telbar mi t lYansaktionen auf 
dem Kapi ta lmarkt verbunden ist. Dabei handelt es sich genau genommen 

1 4 7 Vgl. hierzu etwa Troßmann  (1998), S. 43 ff.,  Hax  (1985), S. 13 f., 33 ff. 
1 4 8 Vgl. zum diskreten Fall bspw. Kruschwitz  (2002), S. 143 ff. 
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78 2. Ideale Kapitalmärkte 

um ein Investitions- und Finanzierungsprogramm, für das im Weiteren aber 
stellvertretend auch nur der Begriff  des Investitionsprogrammes verwendet 
wird. I m gegebenen Kontext kommt den Programm-Entscheidungsproblemen 
allerdings eine weitaus größere Bedeutung zu, welche in einer „geeigneten" 
Verteilung der Ressourcen auf verschiedene Zustände zum Ausdruck kommt. 
Investitionsprogramme sind insbesondere im Hinblick auf das primäre Ziel 
des Investors zu formulieren;  d.h. es geht darum, ein nutzenmaximierendes 
Programm zusammenzustellen. Die Existenz von Investitionsprogrammen, die 
die Transformation  einer zustandsdefinierten Zahlung in eine Zahlung in ei-
nem anderen Zustand bzw. in Zahlungen in mehreren anderen Zuständen 
ermöglichen, ist schließlich auch die Voraussetzung für das bisher beschriebe-
ne Vorgehen der Investitionseinzelentscheidung. Wegen der Vollständigkeit des 
Marktes sind schon mi t den vorhandenen Finanzmarkt instrumenten (Akt i -
en, Bond) grundsätzlich sämtliche bedingten Zahlungen generierbar, die auch 
finanzierbar  sind. Insofern werden sich die Ausführungen zum Programm-
Entscheidungsproblem auf die Zusammenstellung eines Portfolios aus den 
am Mark t vorhandenen Instrumenten im Hinblick auf die Erfül lung eines 
Nutzenoptimierungszieles durch Verteilung ggf. entnehmbarer Ressourcen auf 
Zustände konzentrieren. Der Frage der Bestimmung danach optimaler Pro-
gramme, und ihrer dynamischen Anpassung an sich entwickelnde Informati-
onsstände, wi rd ausführlicher  in Abschnitt 2.2.3 zur dynamischen Portfolio-
Opt imierung nachgegangen. 

Allgemein wi rd der in Abschnitt 2.1.2 eingeführte Mark t vorausgesetzt, 
wobei insbesondere im Rahmen der Behandlung der dynamischen Portfolio-
Opt imierung die Situat ion ohne Steuern durch diejenige unter einem idealen, 
in Abschnitt 2.2.3.4 definierten Steuersystem ergänzt wird. M i t Investitions-
einzelentscheidungen setzt die Erörterung wie angekündigt ein. 

2.2.2 I n v e s t i i i o n s e i n z e l e n t S c h e i d u n g e n 

Für Investitionseinzelentscheidungen ist hier von messbaren Investitions-
zahlungen auszugehen, die die Voraussetzungen für die Generierung eines 
duplizierenden Vermögensprozesses mi t einem Portfolio-Prozess (πο(.) ,π ' ( .)) , 
der sich aus zulässigen Portfolio-Prozessen  (7rJ(.), π ± ( . ) / ) zusammensetzt, 
e r fü l len 1 4 9 ; diesbezüglich werden realiter Investitionszahlungen nach unten 
begrenzt sein, so dass Vermögensprozesse, die diese nachbilden, ebenfalls 
nach unten begrenzt sind. Vermögensprozesse, die Investitionszahlungen ku-
mulat iv nachbilden und damit die durch die Investit ion induzierte Rein-
vermögensentwicklung widerspiegeln, sollten bereits deshalb nach unten be-
schränkt sein, weil eine Aufzehrung des Unternehmensvermögens bei be-
grenzter Haftung der Eigentümer einen Zwang zur Zerschlagung, d.h. die 

1 4 9 Vgl. die Charakterisierung der Zufalls variablen Β im Zusammenhang der Definition 
des vollständigen Kapitalmarktes sowie in Satz 2.16). 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 79 

Insolvenz, nach sich ziehen wird, welche ab einer endlichen Grenze auch 
bei unbeschränkt haftenden Gesellschaftern angenommen werden kann. Hin-
sichtlich der Struktur zu bewertender Investitionszahlungen können auch 
Rückflussprozesse unterstellt werden, die in kumulativer Sicht eine Gestalt 
Φ 0 ( ί ) = + y l

0
m(t)  (0 < t < T)  aufweisen, wobei einen Prozess 

mi t beschränkter Variat ion und \£om(.) ein lokales Mart ingal dars te l len 1 5 0 . 

Gelten für diese Prozesse E0 [ / Q
T < o c 1 5 1 und E0 [/ Q

T  ^R^H < 0 0 ' 

dann gibt es mi t dem Anfangsvermögen χ = Eo  ^f^ ^ ^ j < oc einen Mar-

t ingal erzeugenden Portfolio-Prozess π(.), so dass: 

ο
 1 1 

^άτ
=x-IdS(i ds+1 m A s ) a { s ) d W o i s )> 0 ^ f a s t s i c h e r ' 

0 0 
und X(T)  = 0, fast sicher; dabei sind die Beschränktheitsbedingungen des 
diskontierten Vermögensprozesses erfüllt.  Der Veräußerer des Invest i t ionszah-
lungsstromes Φο(·) würde in der Gegenwart mindestens einen Betrag in Höhe 
von χ  verlangen, weil er nur dann in der Lage wäre, Zahlungen in Höhe 
der Investitionsrückflüsse an den Erwerber zu leisten, ohne dass er mi t po-
sitiver Wahrscheinlichkeit am Ende des Planungszeitraumes einen Verlust zu 
befürchten hat. M i t χ kann er demgegenüber den Portfolio-Prozess π(.) ab-
bilden und somit seine Verpflichtungen aus dem Verkauf (fast sicher) erfüllen. 
Umgekehrt wi rd ein Erwerber des Investitionszahlungsstromes nicht bereit 
sein, mehr als χ zu bezahlen, möchte er nicht ebenfalls riskieren, mi t posi-
t iver Wahrscheinlichkeit einen Verlust bis zum Planungshorizont zu generie-
ren. Der Erwerber wi rd sich folglich stets gemäß dem Prozess (—πο(.), —π

;(.)) 
netto verschulden, so dass die Rückflüsse aus der gekauften Investitionszah-
lungsreihe bei jeder Umweltentwicklung ausreichen werden, um die Nettover-
schuldung bedienen und sich ihr schließlich entledigen zu können. Der Betrag 
χ = EQ ^J0

T j w i rd damit zum gegenwärtigen Marktpreis für die Inves-
tition(szahlungsreihe), also zu deren Ertragswert. Eine von χ abweichende 
Bewertung würde auf dem unterstellten friktionslosen Mark t demgegenüber 
Arbitragemöglichkeiten eröffnen,  so dass sie auf einem arbitragefreien  Mark t 
keinen Bestand hätte. 

Bietet sich einem Investor somit eine Sachinvestitionsmöglichkeit, deren 
Rückflussstrom den dergestalt ermittel ten Ertragswert χ aufweist, so wi rd 
er die Investit ion durchfuhren,  sofern die Anschaffungsauszahlung  AQ im Be-

150 Vgl zum Folgenden detaillierter Karatzas/Shreve  (1998), S. 18 ff.  und insbesondere 
S. 39 ff.  Ein Prozess der dargestellten Form wird Semimartingal  genannt. Das Subskript 
„0" kennzeichnet den Bezug einer Prozesseigenschaft  bzw. des Erwartungswertoperators 
zum Wahrscheinlichkeitsmaß Po, ansonsten ist das Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ zugrunde zu 
legen — eine Ausnahme hiervon bildet der Kursprozess des risikolosen Bonds So(.), welcher 
sich auf Ρ bezieht. Zum Verhältnis von r j j m ( . ) und T / m ( . ) sowie Γ ^ ( . ) und vgl. ebd., 
S. 18. 

1 5 1 Φ ( ί ) steht für die totale Variation des Prozesses auf dem Intervall [0, £]; vgl. S. 41. 
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80 2. Ideale Kapitalmärkte 

trag unterhalb dieses Wertes bleibt, andernfalls wi rd er sie, abgesehen von 
der Indifferenzsituation χ  = Ao, ablehnen. Die Entscheidungsregel ist da-
bei unabhängig von der Zustands-Präferenz  des Investors, da er im Fall 
KQ := χ — AQ > 0 durch Realisation der Investit ion und Verkauf der In-
vestitionsrückflüsse seinen bisherigen Konsumstrom weiterhin realisieren und 
ergänzen kann durch einen zusätzlichen Konsumstrom, den er am Kapital-
markt für  KQ  erwirbt. Im Fall KQ : = x — AQ < 0 könnte er seinen ohne 
die Investit ion erreichbaren Konsumstrom nicht realisieren, da er durch Auf-
wendung des Betrages χ  am Planungsbeginn über Kapi talmarkt t ransakt io-
nen den Investitionsrückfluss ohnehin generieren könnte und gegenüber einer 
tatsächlichen Realisation dabei den Betrag AQ—X  einsparen würde. M i t diesem 
zusätzlich gegenüber der Investitionsrealisation verfügbaren  Betrag erreicht 
der Investor (i.d.R.) ein höheres Nutzenniveau. Anders formuliert,  vernichtet 
der Investor durch die Realisation der Investit ion Konsummöglichkeiten. Die 
einzige notwendige Voraussetzung in den beiden vom Arbitragegleichgewicht 
abweichenden Fällen ist, dass der Investor ein Mehr an Konsummöglichkeiten 
einem Weniger vorzieht ( Annahme des „gierigen " Investors) 152. Für den Ma-
nager eines Unternehmens ergibt sich daraus das Postulat der Marktwertmaxi-
mierung (Shareholder  Value Maximierung),  d.h. er realisiert genau diejenigen 
Investitionen, die den Marktwert des Unternehmens steigern, also solche, für 
die KQ > 0 oder zumindest nicht KQ < 0 gi l t . Dami t handelt er im Interesse 
aller Eigner des Unternehmens, unabhängig von deren individuellen Konsum-
präferenzen,  die i.d.R. wechselseitig d ivergieren 1 5 3 . Anzumerken ist, dass sich 
die Ideali tät des Kapitalmarktes sowohl auf das betrachtete Unternehmen als 
auch auf seinen bzw. seine Eigner als Marktakteure erstreckt. Dabei ist ins-
besondere auch der zweite Punkt essentiell, ist er doch Voraussetzung dafür, 
dass die Investoren den maximierten Marktwert in ein nutzenmaximierendes 
Konsummuster transformieren  können 1 5 4 . 

Die Entscheidungsregel ist allerdings nur dann von praktischer Bedeu-
tung, wenn es (Sach-)Investitionen geben kann, die tatsächlich eine von χ 
abweichende Anschaffungsauszahlung aufweisen, in ihrer stochastischen Ent-
wicklung aber gleichwohl durch die im existenten Kapi ta lmarkt bereits ab-
bildbare Unsicherheit duplizierbar sind. Derartige Situationen sind für un-
ternehmensoriginäre Sachinvestitionsmöglichkeiten kaum zu vermuten, zumal 

1 5 2 Vgl. hierzu etwa Neus (2001), S. 31, 43, sowie Knobloch (2003), S. 163 ff. 
1 5 3 Die Marktwertmaximierung als von den Präferenzen  der Investoren unabhängiges 

Zielkriterium für das Management gilt allerdings nur auf vollkommenen und vollständigen 
Märkten. Abweichungen vom Idealmarkt führen i.d.R. dazu, dass Investitionsentschei-
dungen nicht mehr präferenzunabhängig  getroffen  werden können; vgl. Wilhelm (1983), 
S. 243. Zur Marktwertmaximierung im Kontext der Annahmen eines vollkommenen und 
vollständigen Kapitalmarktes vgl. Hachmeister (2000), S. 11 ff.,  mi t weiterführenden Hin-
weisen. Beachte die ebd.,  insbes. S. 15, zu findende stärkere Differenzierung  zwischen 
Vollständigkeit des Marktes und der Möglichkeit zur Duplikation bedingter Zahlungen; 
allerdings betrifft  die Unterscheidung nicht das hier verfolgte Untersuchungsziel. 

1 5 4 Ihren Urgrund findet die Argumentation im Separationstheorem von Irving  Fisher 
aus dem Jahr 1930 (vgl. die Edit ion von Barber  (1997)). 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 81 

diese i.d.R. auch nicht marktgehandelte Risiken aufweisen dürften. Insofern 
kommt diesbezüglich dem Ertragswert χ zunächst nur eine eher theoreti-
sche Bedeutung zu. Derivative Ansprüche, d.h. solche, deren Wert ausschließ-
lich an den Wert bzw. die Wertentwicklung eines oder mehrerer gehandelter 
Objekte anknüpft, sind demgegenüber mi t diesem Ansatz grundsätzlich be-
wertbar. Die konkrete Bewertbarkeit richtet sich allerdings auch nach der 
„ Berechenbarkeit" des Ausdruckes EQ  ^ f ^ J , welche hierbei das eigent-
liche (Rechen-)Problem darstellt. Allerdings ist auch in diesem Fall zu fra-
gen, ob nicht ein chimärenhaftes  Investitionsentscheidungsprobiem  gegeben 
ist. Denn weshalb sollte das betrachtete Wirtschaftssubjekt ein allein auf am 
idealen Mark t gehandelten Risiken basierendes Investit ionsobjekt besitzen, 
dessen Anschaffungsauszahlung  vom marktgerechten Preis abweicht? Insofern 
dient der Ka lkü l vornehmlich dazu, den marktgerechten Preis des zustands-
abhängigen Zahlungsstromes, m i th in auch den Marktwert des Unternehmens, 
zu e rm i t t e l n 1 5 5 . 

Ausgehend von einem Marktwert der Unternehmung entsteht ein Investit i-
onsauswahlproblem nun durch den bereits angesprochenen Aspekt, dass der 
Marktwert in ein nutzenmaximierendes Konsumprogramm umgesetzt wird. 
Grundsätzlich auch im Rahmen des Unternehmens möglich, vorausgesetzt, 
auch individualisierte Ausschüttungen seien möglich, betrifft  dieses Auswahl-
problem doch die individuelle Sphäre eines Eigners. Die erste Alternat ive er-
scheint allenfalls dann als real, wenn besondere gesellschaftsrechtliche Verein-
barungen innerhalb des Eignerkreises von Personenhandelsgesellschaften dies 
gestatten oder es sich um einen Einzelunternehmer handelt (personenbezogene 
Unternehmen) 1 5 6 . Der Eigentümer hat durch Kapitalmarkttransakt ionen ein 
für ihn nutzenoptimales Investit ionsprogramm auf Basis der am Kapi ta lmarkt 
vorhandenen Finanzinstrumente zu bestimmen, das im Hinblick auf Umwelt-
entwicklungen bedingt sein wird. Dieses Investit ionsproblem ist Gegenstand 
der dynamischen Portfol io-Optimierung,  die nun dargestellt wird. 

2.2.3 D i e d y n a m i s c h e P o r t f o l i o - O p t i m i e r u n g 
u n t e r I d e a l m a r k t b e d i n g u n g e n 

Aus Sicht eines Investors ist bei gegebenem Anfangsvermögen χ ein nut-
zenmaximierendes Portfolio zusammenzustellen und ggf. in seiner Zusammen-
setzung sich verändernden Umweltgegebenheiten anzupassen. Nutzen kann 
der Investor während des Planungszeitraumes durch Konsumentnahmen, re-
präsentiert durch den Konsumprozess c(.), und/oder aus dem End vermögen 

1 5 5 Die damit formulierte  Einschränkung erstreckt sich natürlich auch auf den 
„gewöhnlichen" Kapitalwertkalkül, sofern der Kalkulationszinssatz den für die Duplikation 
der zu bewertenden Zahlungen heranziehbaren Zinssatz eines idealen Marktes repräsentiert 
und nicht anderweitig zustande kommt — oder gar Deo ex Machina gestiftet wird. 

156 Y g l h i e r z u Schneider  (1992), S. 6. 
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82 2. Ideale Kapitalmärkte 

X { T ) erfahren,  wobei gemäß der zugrunde gelegten Marktgestal t von einem 
endlichen Planungszeitraum ausgegangen wird. Die Nutzenbeiträge von Kon-
sum bzw. Endvermögen werden durch Nutzenfunkt ionen abgebildet, die im 
M i t t e l punk t des folgenden Abschnittes stehen; hierdurch w i rd die Operatio-
nalisierung der Annahme eines nutzenmaximierenden Investors möglich. I n 
den darauf folgenden Abschni t ten werden verschiedene, gleichwohl wechsel-
seitig in Verbindung stehende Nutzen-Maximierungsprobleme dargestellt und 
Lösungen hierfür  präsentiert. 

2.2.3.1 Zugrunde  liegendes  Nutzenkonzept 

Zunächst w i rd der Nutzen als numerisch messbar vorausgesetzt, d.h. für 
einen dem Investor zufließenden Betrag kann ein Nutzenwert als Zahl angege-
ben werden; die Transformation  erfolgt  über eine Nutzenfunkt ion. M i t Axio-
men rat ionalen Verhaltens, wie sie (bspw.) durch v.  Neumann/Morgenstern 
formuliert  w u r d e n 1 5 7 , existiert eine solche (kardinale) Nutzenfunkt ion. M i t ihr 
können mögliche Nutzenwerte innerhalb eines Spieles, d.h. einer Si tuat ion, in 
der verschiedene, m i t Wahrscheinlichkeiten zu belegende Ergebnisse möglich 
sind, durch Bi lden des Erwartungswertes über die Nutzenwerte der Ausgänge 
zu einem Erwartungsnutzen (wert) kompr imier t werden. Dieser Erwartungs-
wert ist dem Spiel nutzenäquivalent. Auch wenn Beispiele konstruierbar sind, 
die die generelle Gül t igkei t des Konzeptes des Erwartungsnutzens, welcher 
auch als Bernoul l i -Nutzen bezeichnet wi rd, in Frage stellen, bleibt dieses Kon-
zept das wei th in akzeptierteste, nicht zuletzt aufgrund der für „normale" Si-
tuat ionen großen Plausib i l i tät des Axiomensystems, auf dem es f u ß t 1 5 8 . Es 
w i rd deshalb auch der dynamischen Port fo l io-Opt imierung  zugrunde gelegt. 
Insofern kann die folgende, das bisherige Prämissensystem ergänzende An-
nahme formuliert  werden: 

Annahme zur  Nutzenmaximierung : Jeder Investor r ichtet sich nach dem 
Bernoulli- Prinzip,  d.h. er maximier t seinen Erwartungsnutzen. Zudem w i rd 
der Investor als risikoavers  m i t stets posit ivem Grenznutzen angenommen. 

1 5 7 Vgl. die originär 1944 formulierten  Axiome in v.  Neumann/ Μorg  ens tern  (1973), 
S. 15 ff.,  zum Folgenden insbesondere S. 26, sowie mit Verweisen auf alternative Axiomen-
systeme Laux (2003), S. 171 ff.,  oder Fishburn (1964), S. 28 f., 37. Für beliebige Objekte 
u,v,w  G U mit einer Relation „>-" und beliebige Zahlen 0 < α , /5,7 < 1 sollen nach 
v. Neumann/ Μorg  ens tern  die folgenden Axiome erfüllt  sein: Vollständigkeit der Ordnung 
(• u,v  EU  u y ν  V ν  y  u V -<>- ν ), Transitivität (u  y ν  Α ν  y  w u y  w), 
Ordnungs- und Verknüpfungsaxiome (u -< (y)v  u -< ( y ) a u + (1 — a)v; u -< (y 
)w -< (y)v  3a : au + (1  — a)v -< (y)w),  Algebra der Verknüpfung  (au +(1  — a)v = 
(1 — a)v + au; a(ßu + (1 — ß)v) + (1 — a)v = 71z + (1 — η)ν  mit 7 = aß). Vgl. mit alterna-
tiver Formulierung des Axiomensystems Kruschwitz (2002), S. 88 ff.,  oder Ingersoll (1987), 
S. 30 ff. 

158 v g l z u r Kr i t ik am Bernoulli-Prinzip und dem positiven Resümee Laux (2003), 
S. 171, 194 ff.;  vgl. auch Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 68 f. Eine Wiedergabe der 
Abhandlung von Daniel Bernoulli  aus dem Jahr 1738 auf Deutsch findet sich bei Krusch-
witz/Kruschwitz (1996). 
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I m Fo lgenden is t d ie G e s t a l t de r ( insbesondere R is i koave rs ion i m p l i z i e r e n -
den) N u t z e n f u n k t i o n des Inves to rs n o c h z u spezi f iz ieren. Z u be rücks i ch t i gen 
is t i n d iesem Z u s a m m e n h a n g auch , we lche N u t z e n s t i f t e n d e n B e t r ä g e Ge-
g e n s t a n d der O p t i m i e r u n g sein sol len. Es w e r d e n d iesbezüg l i ch d ie si-
m u l t a n e O p t i m i e r u n g v o n K o n s u m e n t n a h m e n u n d E n d v e r m ö g e n , d ie E n d -
v e r m ö g e n s o p t i m i e r u n g be i gegebenem K o n s u m s t r o m , der ggf. g le ich n u l l i s t , 
sowie d ie E n t n a h m e o p t i m i e r u n g be i gegebenem E n d v e r m ö g e n d a r g e s t e l l t 1 5 9 . 

E i n e Nutzenfunktion 160 is t e ine i m e rs ten A r g u m e n t s te t ige F u n k t i o n U : 
[0, oc) χ IR —* [—oc, oc ) , so dass fü r jedes t  G [0, Τ ] g i l t : 

• dom(U (ί,.)) : = {χ  G R | U(t,x)  > - o c } C [0, oc) u n d n i c h t leer, 

• U'(t,x ) := U(t,x ) > 0 is t s te t i g , p o s i t i v u n d s t reng m o n o t o n fa l l end i m 
I n n e r e n v o n dom(U(t ,.)) u n d es is t : U'( oc) : = l i m U'(t,x ) = 0. 

X—>oo 

F ü r das W e i t e r e w i r d dom(U(t, .)) = [0, oc) V (0, oc) u n t e r s t e l l t 1 6 1 , w o b e i 
i m Fa l le dom(U(t, .)) = (0, oc) z u d e m l i m ^ o ^ ' O ^ ) — 0 0 ge l te . Ferner w i r d 
vorausgese tz t , dass e in d e m Z e i t p u n k t i ( G [ 0 , T ] ) vo rausgehender ode r nach-
fo lgender K o n s u m d e n W e r t de r N u t z e n f u n k t i o n i n t  n i ch t bee in f luss t . Es 
w i r d also v o n e i n e m ze i t l i ch separ ie rbaren N u t z e n ausgegangen, so dass s ich 
der gesamte N u t z e n w e r t eines K o n s u m s t r o m e s aus der A d d i t i o n der N u t z e n -
w e r t e a l le r Z e i t p u n k t e des B e t r a c h t u n g s z e i t r a u m e s e r g i b t 1 6 2 . Ggf . w i r d auch 

1 5 9 Die Beschreibung folgt in weiten Teilen Karatzas/Shreve (1998), S. 88-136, bzw. 
Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987). Darstellungen finden sich auch bei Korn/Korn (1999), 
S. 236-249, und Elliott/Kopp (1999), S. 251-270. 

160 V g l Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987), S. 1564 f., Karatzas/Shreve (1998), S. 94 f. 
1 6 1 Damit erfolgt  eine formale Spezialisierung gegenüber Karatzas/Shreve (1998), 

S. 94 f., wobei der Fall, dass χ  := in f {x G 1 | U(x) > —oo} Φ 0 ist, hier abweichend 
behandelt wird. 

1 6 2 Damit erfolgt  eine Spezialisierung dergestalt, dass die nach den Zeitpunkten t  G [0, Τ ] 
differenzierten  Ergebnismengen Zt  unabhängig im „Nutzenfunktionssinne" nach Fishburn 
(1964), S. 38 f., sind. Dies ist der Fall, wenn Spiele über zeitkombinierte Ergebnismen-
gen genau dann als äquivalent beurteilt werden, d.h. den gleichen Nutzen stiften, wenn 
sie für jeden Zeitpunkt isoliert betrachtet jeweils das gleiche Spiel repräsentieren. Dies 
sei an einem Beispiel nach Kür sten  (2002), S. 140, der es in einem gegenüber der Nut-
zenunabhängigkeit kritischen Zusammenhang verwendet, verdeutlicht: Es wird das Spiel 
[pa\  (1 — p)b]  so definiert,  dass das Ergebnis α mit der Wahrscheinlichkeit ρ G (0,1), das 
Ergebnis b mit der Wahrscheinlichkeit 1 — ρ eintr i t t . Die Ergebnismenge, aus der α bzw. b 
stammen, kann sowohl aus Skalaren als auch (alternativ) aus Vektoren bestehen. Es werden 
ferner  die Vektoren x1 = {x\,x\)'  und x2 = {x\,x\)'  bestimmt, deren erste (zweite) Kom-
ponente jeweils eine Zahlung in t = 1 (2) repräsentiert. Nutzenunabhängigkeit bedeutet 
hier, dass der Entscheider indifferent  ist zwischen den Spielen [0,5 (100,0)';0, 5 (0, 100)'] 
und [0,5 (100,100/; 0, 5 (0,0)'], da für jeden Zeitpunkt betrachtet gleiche Spiele entste-
hen, nämlich [0,5 100; 0, 5 0] für  t = 1 und [0,5 0;0,5 100], welches das gleiche Spiel wie 
[0, 5 100; 0, 5 0] ist, für  t = 2. Das in diesem Fall Störende, nämlich dass ein Spiel, welches 
über den gesamten Planungszeitraum hinweg unabhängig von der Umweltentwicklung den 
Rückfluss 100 aufweist, als gleichwertig zu erachten ist gegenüber einem Spiel, bei dem das 
Risiko über die Umweltentwicklungen im Zeitablauf nicht nivelliert wird, ist für die vorlie-
gende Anwendung im Ergebnis allerdings nicht in dieser Extremität zu erwarten. Von den 
Modellprämissen her gesehen, ist ein solches Resultat aber nicht ausgeschlossen. 
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die Funktion U(t, .) für festes t  (e [0, oo)) Nutzenfunktion genannt; hierfür 
wird auch kurz U(.) geschrieben. 

Die Voraussetzung eines stets positiven Grenznutzens st immt mit der An-
nahme eines (stets) gierigen Investors überein, die für die Arbitragefreiheit 
von im Übrigen idealisierten Kapitalmärkten sorgt. Sie dürfte in Bezug auf 
die Investoren, an die im Rahmen der dynamischen Portfolio-Optimierung  zu 
denken ist, nicht in Frage zu stellen se in 1 6 3 . 

Aufgrund der (strengen) Konkavität der Nutzenfunktion (im Inneren von 
dom(U(t ,.))) folgt unmittelbar, dass der Investor risikoavers ist. Risikoaver-
sion bedeutet, dass der Investor ein sicheres Ergebnis stets einem unsicheren 
Ergebnis mi t gleichem Erwartungswert vorzieht. Konkret ist er durch eine 
Nutzenfunktion £/(.) gekennzeichnet164, für die die Bedingung U{E[X\) > 
E[U(X)]  gi l t , d.h. der Erwartungsnutzen als Erwartungswert der Nutzenwer-
te, welche den möglichen Ausprägungen der Zufallsvariablen X zuzuordnen 
s i nd 1 6 5 , wird durch den Investor geringer bewertet als der Nutzen, den er bei 
sicherer Zahlung des Erwartungswertes der unsicheren Zahlung hätte; diese 
Bedingung ist für konkave Nutzenfunktionen, wie hier unterstellt, e r fü l l t 1 6 6 . 
Risikofreude wäre demgegenüber bei U{E[X\) < E[U(X)]  und Risikoneu-
tral i tät im Falle von U(E[X]) = E[U(X)]  gegeben. Im Weiteren sei davon 
ausgegangen, dass die jeweilige Risikoeinstellung für sämtliche möglichen Zu-
fallsvariablen X , welche den Vermögenswert kennzeichnen, gilt. 

Die Annahme risikoaverser Investoren und damit einer konkaven Nutzen-
funktion scheint grundsätzlich einem natürlichen Verhalten zu entsprechen, 
da ein abnehmender Grenznutzen (U' {x) fällt mi t steigendem x) bedeutet, 
dass ein stets gleicher Vermögenszuwachs bei kleineren Ausgangs ver mögen 
einen höheren Nutzenzuwachs bringt als bei größeren; somit dürfte die Mot i -
vation zur Vermögenssteigerung für kleine Vermögen ebenfalls größer se in 1 6 7 . 
Bei ins Unendliche strebenden Vermögen würde dementsprechend die Mo-
tivation, das Vermögen noch um den Betrag Αχ  ZU steigern, gegen null 

1 6 3 Möglicherweise ist dies insbesondere hinsichtlich solcher Investoren anzunehmen, die 
sich die Mühe machen, eine Optimierung in diesem Sinne durchzuführen  bzw. durchführen 
zu lassen. 

1 6 4 Die folgenden Erläuterungen beziehen sich auf stets auf dom(U(.))  als Definitions-
bereich. 

1 6 5 Da die Nutzenfunktion £/(.) hier über reelle Werte definiert  ist, repräsentiert 
„E[U(X)] U eine verkürzende Schreibweise in dem Sinne, dass hierbei für jede Aus-
prägung der reellwertigen Zufalls variablen X ein Nutzenwert zu berechnen und über 
sämtliche Nutzenwerte anschließend der Erwartungswert zu bestimmen ist. Eine v. 
Neumann/Morgenstern-Nutzenfunktion  gewährleistet, dass der Nutzen des durch die 
Zufallsvariable X ausgedrückten Spieles dem Er wart ungs wert der Nutzenwerte zu den 
möglichen Ausgängen des Spieles entspricht; vgl. v.  Neumann/ Μorg  ens tern  (1973), S. 24, 
Bedingung (3:1 :b). Insofern muss der Definitionsbereich der Nutzenfunktion nicht auch 
Spiele, welche durch eine Zufallsvariable repräsentiert werden können, umfassen, er kann 
vielmehr auf reelle Zahlen beschränkt bleiben. 

1 6 6 Vgl. bspw. Kruschwitz (2002), S. 102. 
1 6 7 Vgl. Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 55. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 85 

sinken, was durch einen gegen null strebenden Grenznutzen zum Ausdruck 
kommt (Sät t igung)1 6 8 . Für die vorliegende Darstellung soll deshalb auch die-
ser „natürl iche" Fall vorausgesetzt werden. Hinzuzufügen ist allerdings, dass 
es offensichtlich  auch Verhaltensweisen gibt, die nicht mit einer risikoaversen 
Einstellung im Einklang stehen. Hierbei ist bspw. an Glücksspiele zu denken, 
die Teilnehmer der Tatsache zum Trotz finden, dass der erwartete Rückfluss 
geringer ist als der Kapi ta le insatz1 6 9 . Darüber hinaus wird teilweise auch für 
große und gegen Risiken diversifizierte  Vermögen (insbesondere von Finanz-
institutionen) ein Verhalten wie  bei Risikoneutralität als zulässig erachtet 1 7 0 . 
Für den hier im Vordergrund stehenden (natürlichen) Investor soll allerdings 
kein besonderer Umstand zutreffen,  insbesondere seien hinsichtlich des letzten 
Punktes Streuungen des Vermögens nicht auszuschließen, für die eine lineare 
Nutzenfunktion keine geeignete Näherung mehr repräsentiert. 

Risikoaverses Verhalten kann durch verschiedene Typen von Nutzenfunk-
tionen beschrieben werden. Neben empirisch ermittelbaren sind im Hinblick 
auf die weitere Optimierung vor allem analytische Repräsentationen nötig, die 
eine adäquate Beschreibung des Risiko Verhaltens bieten. Allerdings können 
unter den analytischen Nutzenfunktionen, die Risikoaversion implizieren, wie-
derum mehr oder weniger sinnvolle unterschieden werden. Als Maßstab hierfür 
werden vielfach Maße der Risikoaversion nach Arrow/Pratt 171 herangezogen. 
Diese sind für eine Nutzenfunktion £/(.), die zweimal (stetig) differenzierbar 
ist, definiert  als: 

U"  (x) 
ARA(x)  := —ττ?/—\ absolute Risikoaversion, 

U (x) 
xU  (x) 

RRA(x)  := — Γ Γ / / ν relative Risikoaversion. 
U (x) 

Die absolute Risikoaversion stellt für ein bestimmtes Ausgangsvermögen (x) 
den Betrag der Abnahme des Grenznutzens (—U"(x))  ins Verhältnis zum 
Grenznutzen (U'(x)).  Nimmt dieses Verhältnis mit zunehmendem Vermögen 
ab, so bedeutet dies zunächst, dass sich die relative Abnahme des Grenznut-
zens verlangsamt. In tu i t iv könnte dies bedeuten, dass man eher als bei einer 
stärkeren Krümmung der Nutzenkurve an der betrachteten Stelle bereit ist, 
streuende Rückflüsse in Kauf zu nehmen. Konkret kann gezeigt werden, dass 
sich die Risikoprämie, die ein Investor zum Ausgleich dafür verlangt, dass 
er eine sichere Zahlung gegen einen risikobehafteten Rückfluss mit gleichem 
Erwartungswert tauscht, proportional und gleichgerichtet zur absoluten Risi-

168 V g l Korn/Korn  (1999), S. 238 f. 
1 6 9 Vgl. Kruschwitz  (2002), S. 103, mit dem Beispiel für einen schematisierten Verlauf ei-

ner daran angepassten Nutzenfunktion. Beispiele für situativ bestimmtes Verhalten, für das 
die Unterstellung von Risikoaversion keine adäquate Abbi ldung liefert,  werden in Goldberg 
(1990) und Varian  (1990) diskutiert; gegenüber einem eher skeptischen Resümee Goldberg's 
schließt Varian  (1990), S. 225, „ I n some cases, merely assuming risk averse behavior as a 
primit ive assumption may be adequate. I think that this is true for most questions one 
might ask about the behavior of ordinary consumers". 

1 7 0 Vgl. Gale/Hellwig  (1985), S. 650. 
1 7 1 Vgl. Arrow  (1971), S. 94, und Pratt  (1964), S. 122, 134. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



86 2. Ideale Kapitalmärkte 

koaversion (ARA) veränder t 1 7 2 . Steigt folglich die A R A mi t dem Vermögen χ 
an, wird sich auch die Risikoprämie vergrößern, bleibt sie konstant, gi l t dies 
auch für die Risikoprämie, und verringert sie sich schließlich, so wird sich der 
Investor für die Risikoübernahme mi t einer geringeren Prämie zufrieden ge-
ben. Von den drei damit unterschiedenen Fällen erscheint der letztgenannte 
am plausibelsten, da das gleiche Risiko für einen reichen Investor leichter in 
Kauf zu nehmen ist als für einen relativ ärmeren 1 7 3 . Eine sinnvolle Nutzen-
funktion sollte folglich eine abnehmende absolute Risikoaversion aufweisen. 

Für die relative Risikoaversion (RRA) ist eine solche Abgrenzung nach in-
tu i t i v einleuchtendem Verhalten nicht ohne weiteres möglich. Formal ergibt 
sie sich aus dem folgenden Sachverhalt: Ist der streuende Rückfluss propor-
t ional zum Vermögen — an die Stelle der Zufallsvariablen ζ bei der Ermi t t -
lung der A R A t r i t t die Zufallsvariable  xz —, so ist die auf das Vermögen zu 
beziehende Risikoprämie nunmehr proportional zur R R A 1 7 4 . Gemeinhin er-
scheint eine konstante relative Risikoaversion als p laus ibe l1 7 5 . Eine solche im-
pliziert, dass der Investor eine konstante Risikoaversion gegenüber proportio-
nalen Vermögensverlusten, i.S.v. ^ ^ ^ = konstbesitzt 176. Für verschiedene 
Nutzenfunktionen ergibt sich hinsichtlich der durch sie abgebildeten absolu-
ten bzw. relativen Risikoaversion das in Tab. 2.2 wiedergegebene Bi ld (hierbei 
seien χ  > 0 bzw. χ  > 0 sowie α, b > 0). 

Es zeigt sich, dass vor allem die Nutzenfunktionen des „power type" und 
die logarithmische Nutzenfunktion konsistent mi t einem plausiblen Investo-
renverhalten gegenüber Risiko sind. Diese Funktionstypen werden deshalb 
im Weiteren besondere Berücksichtigung erfahren.  Sämtliche in Tab. 2.2 auf-
geführten Nutzenfunktionen sind Spezialfälle der Klasse der so genannten 
HARA-Nutzenfunkt ionen (hyperbolic absolute risk averse mi t positivem 
Grenznutzen), welche die folgende allgemeine Gestalt aufweisen 177 : 

wobei für χ  die Bedingung γζτ^ + d > 0 gelten muss. Hierbei ist 

l im7_>i UHARA(X) = cx  sowie l i m 7 ^ o UHARA(X) = l n x 1 7 8 . 

172 V g l P r a t t (1964), S. 124 f., — für „kleine" Risiken. 
1 7 3 Vgl . Kruschwitz (2002), S. 109. 
174 V g l P r a t t (1964), S. 133 ff. 

175 V g l Kruschwitz (2002), S. 111, sowie mi t einem Hinweis auf eine unterstützende 
empirische Untersuchung Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 57; nach der dort zi t ierten 
Studie von Friend/Blume (1975) war mi t dem Verhalten privater Investoren eine konstante 
R R A von 2 — oder zumindest  in dieser Höhe; vgl. Friend/Blume (1975), S. 920 — mi t 
(demzufolge) abnehmender A R A vereinbar. 

176 v g l . Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 56, zur absoluten und relativen Risiko-
aversion auch die Charakterisierung in Kruschwitz (2002), S. 109-111, und Neus (2001), 

1 7 7 Vgl . Ingersoll (1987), S. 39 f., Kruschwitz (2002), S. 111 ff.,  wobei hier c > 0 verlangt 
wird, um einen posit iven Grenznutzen zu erhalten; vgl. hierzu auch Merton  (1971), S. 389. 

1 7 8 Vgl . bspw. Kruschwitz (2002), S. 111 f. 

S. 457. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 87 

Tabelle  2.2 
Beispiel konkaver Nutzenfunkt ionen m i t posi t iven Grenznutzen 

Nutzenfunktion 
(Bezeichnung) 

ARA (χ) £ A R A ( X ) RRA (x) JfaRRA{x) 

U (x)  — ax — bx2 

(7^ > x\ quadratisch) 

26 
a — 2bx zunehm. 26 

(.a/x)  - 2b 
zunehm. 

U(x)  = -e~bx 

(exponentiell) 
b konst. bx zunehm. 

(ß  € ( -oo, 1) \ {0}) 
(„power type") 

abnehm. 1-ß konst. 

U( 0\x) = \nx 
(logarithmisch) 

I 
X 

abnehm. 1 konst. 

Anknüpfend an die logarithmische und die Nutzenfunktionen vom „power 
type" wird bei Einbeziehung des Zeitaspektes vielfach auch folgenden Funk-
tionen eine besondere Rolle zukommen: 

U( p\t,x)  = e " Q i t / ( p ) ( x ) , t  G [Ο,Τ], ρ G ( -oo, 1), α > 0. 

Die damit beschriebenen Funktionen stellen eine Zeitpräferenz  zwischen 
den logarithmisch oder über eine „Power-type"-Funktion gemessenen Nut-
zen zu verschiedenen Zeitpunkten her. Der Faktor a „gewichtet" (in gewisser 
Weise) den zeitlichen Anfall eines Nutzenwertes und kommt damit in sei-
ner Bedeutung einem Diskontierungszinssatz für Nutzenwerte gleich (Zeit-
präferenzrate 179 bzw. (zeitliche) Konsumpräferenzrate) 180 . 

Zur allgemeinen Nutzenfunktion U(.,.)  bzw. kurz U ( ·)1 8 1> die eine Funktion 
U : [Ο,οο) χ R [ -00,00) mit */ '( . , x) > 0 bzw. U'(x)  > 0, Vx G R++, ist, 
existiert eine Umkehrfunktion / ( . ) 1 8 2 zur ersten Ableitung auf dem Intervall 
(0, E/ '(0+)), wobei U'(0+)  = l i m x i 0 U'(x)  ( g ( 0 , 0 0 ] ) , so dass 

Ζ := ( t / ' ) - 1 : ( 0 , t f ' ( 0 + ) ) - ( 0 , o o ) 

streng monoton fallend und stetig ist. Für U'{0+)  < 00 wird / ( . ) durch I(y)  = 
0 für  U'{0+)  < y  < 00 auf das Intervall (0,oo) stetig fortgesetzt. 

Zur Ableitung eines optimalen Portfolios wird eine Transformation  der Nut-
zenfunkt ion 1 8 3 von Bedeutung sein, die wie folgt eingeführt  wird: Das konvexe 

1 7 9 Vgl. Bitz  (1981), S. 304. Zur Modellierung der Zeitpräferenz  in einem mehrperiodigen 
Kontext vgl. auch Η empelmann/Lürwer/Brackschulze  (2002). 

1 8 0 Auf die in Fn. 162, S. 83, skizzierte Problematik der damit erfolgenden Vergleich-
barmachung von Nutzen, welche zeit- und zustandsabhängig sind, sei erinnert. 

1 8 1 Vgl. S. 83. 
1 8 2 Vgl. hierzu — mit geringfügiger  Modifikation — Karatzas/Shreve  (1998), S. 95. 
1 8 3 Die Darstellung orientiert sich am Begriff  der Nutzenfunktion mit einem Argument; 

dies entspricht der Nutzenfunktion mit zwei Argumenten, von denen das erste als fest zu 
betrachten ist. 
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88 2. Ideale Kapitalmärkte 

Dual  U(.) : Μ —• (—οο,οο] zur Nutzenfunktion U(.)  ist definiert  als: 

Ü(y)=sup{U(x)-xy}. (2.36) 
ccGK 

Für das konvexe Dual g i l t 1 8 4 : 

( U(I(y))-yI(y),  y > 0, 
t/(j/) = l  U{oo)  l im^oo y = 0, (2.37) 

[ oo, y < 0. 

Dabei können die Werte für  y < 0 unmittelbar aus der Definition abgelesen 
werden. Der Funktionswert für  y > 0 ergibt sich, indem man das Supremum 
(Maximum) der Funktion u{x)  = U(x)  — xy  über χ  G dom(U)(:=  dom(U (.))) 
b i l de t 1 8 5 . Aus u'(x) = U'(x ) - y = 0 folgt dabei y = U'\x)  und χ  = I(y ), 
falls es ein solches χ  G (0, oo) gibt. Dies ist stets dann der Fall, wenn 
dom(U) = (0, oo), da annahmegemäß dann l i m ^ o U'(x) = oo gi l t sowie ge-
nerell l i m ^ o o U'(x) = 0 vorausgesetzt wurde; für  ßx : y = U'{x)  und somit 
dom(U) = [0, oo), muss wegen l i m ^ o o U'(x) = 0 und der Monotonie von 
U'{x)  im Inneren von dom(U)  gelten: u'{x) < 0 (x  G (0, oo)). Das Maximum 
wird folglich an der Stelle χ  = 0 angenommen. Da in diesem Fall y > U'( 0+) 
ist, gilt ebenfalls χ = I(y).  Für y > 0 ist also I(y)  das in Gl. (2.36) extre-
mierende x. Zudem ist χ = I(y)  wegen des streng monotonen Verhaltens von 
£/'(.) eindeutig. Aus Gl. (2.37) folgt ferner: 

Ü'(y) = U'(I(y))l'(y) - I(y) - yl'(y) = -I(y ), 0 < y < oo. (2.38) 

Im Folgenden sollen optimale Portfolios (im Zeitablauf) bestimmt werden. 
Hierbei werden verschiedene Optimierungsprobleme, je nach spezifischer Si-
tuation eines Investors, behandelt. Es wird mi t dem Fall einer simultanen 
Maximierung von Nutzenbeiträgen aus (laufendem) Konsum und dem am 
Planungshorizont verbleibenden Endvermögen begonnen. 

2.2.3.2 Nutzenoptimierung  über  Konsum  und Endvermögen 

Den Ausgangspunkt bildet ein Investor mi t einem Ausgangsvermögen χ  > 
0. Dieser sucht eine Lösung für das folgende Optimierungsproblem. 

Problem (JCS)186: 
Finde ein optimales Prozesspaar  (CKE(-),KKE(·)) £ A(x) 187, auch kurz (cke , 
kke) £ A(x) lss, aus einem Konsum- (cke( ·)) u n < ^ einem zulässigen Portfolio-

1 8 4 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 96. 
1 8 5 Da dom(U)  annahmegemäß nicht leer ist, gibt es ein χ  in dieser Menge mit U(x) > 

—oo, so dass andere Werte des Definitionsbereiches von £/(.) nicht berücksichtigt zu werden 
brauchen. 

1 8 6 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 98, Korn/Korn (1999), S. 239. 
1 8 7 Vgl. S. 65. 
1 8 8 Sofern im Kontext als Prozess erkennbar, wird die Kennzeichnung der Argumente 

von Prozessen mitunter weggelassen. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 89 

Prozess ( π 0 ) ο ( · ) , π
f

K E ( · ) ) , für das gi l t : 

" τ 
VKE(X) := s u p 

(c,ir)eA K  ,c(x) 
E J U1{t,c{t))dt  + U2{X x^{T))  , (2.39) 

_o 

wobei 

τ 

AKE{X) : = < (C,TT) G | E  / min [0, t / i ( t , c(t))} dt 
ο 

+ £ [min [0, U2(X X' C'"(T))]\ > - o o } . (2.40) 

E/i(.,c(.)) kennzeichnet die Nutzenfunkt ion des Investors zum Konsum c(.); 
U2 (X (T ) ) gibt den Nutzenbeitrag an, den der Investor aus dem End vermögen 
X(T)  erhält. 

Die simultane Berücksichtigung von Konsum und Endvermögen kann auch 
als Form des Wohlstandsstrebens aufgefasst  werden. Das Vorgehen zur Lösung 
des Problems wird für die nachfolgend dargestellten Probleme der Entnahme-
optimierung bei gegebenem Endvermögen und der Endvermögensoptimierung 
bei gegebenem Entnahme- bzw. Konsumst rom 1 8 9 wieder aufgegriffen  und 
deshalb hier ausführlich behandelt. Grundsätzlich ist bei Verfolgen der an-
geführten Problemstellung Folgendes zu beachten: Eine Konkretisierung der 
Nutzenfunktionen hat der Tatsache Rechnung zu tragen, dass c(.) einen 
üblicherweise tatsächlich konsumierten Geldstrom repräsentiert, während der 
Nutzen, den das Endvermögen stiftet, aus Sicht von Τ eine Bewertung für ein 
zukünft ig Nutzen stiftendes Potential (nach dem Konsum c(T)) beinhaltet. 
Durch die Repräsentation des Nutzens eines (ggf. umweltentwicklungsbeding-
ten) Nutzenpotentials, das explizit in die Opt imierung einbezogen wird, sind 
letztl ich zwei unterschiedliche Nutzen stiftende Tatbestände in den Nutzen-
funktionen zu erfassen, weshalb Schwierigkeiten bei der Operationalisierung 
von UI(.,.)  und t/2(·) nicht auszuschließen s i n d 1 9 0 . Von daher beziehen die 
beiden nachfolgend behandelten Problemstellungen eine (zusätzliche) Recht-
fertigung, in denen entweder ein Konsumstrom oder ein Endvermögen fixiert 

1 8 9 Die Begriffe  „Entnahme" und „Konsum" werden hier synonym verwendet; vgl. auch 
die folgenden Ausführungen. 

190 V g l Kruschwitz (2003), S. 12 f. Beim Wohlstandsstreben, unter das auch die be-
trachtete simultane Optimierung von Konsum und Endvermögen zu rechnen ist, liegt eine 
„mehrfache Zielsetzung vor" (Schneider (1992), S. 66). Dabei ist anzumerken, dass der Be-
griff  des Wohlstandsstrebens stets Situationen umfasst, in denen eine Austauschregel zwi-
schen gegenwärtigen und zukünftigen Entnahmen (inkl. Endvermögen) vorauszusetzen ist, 
während die „reine" Entnahmeoptimierung — als Entnahmemaximierung — durch die (op-
timale) Wahl des gegenwärtigen Entnahmeniveaus bei gegebener Relation der zukünftigen 
Entnahmen zum gegenwärtigen gekennzeichnet ist, vgl. Schneider (1992), S. 65 f. Letzteres 
ist hier — nicht zuletzt aufgrund der Stochastik auch der Entnahmen — keineswegs der 
Fall, so dass unter diesem Blickwinkel die im Weiteren behandelte Optimierung von Ent-
nahmen (bei gegebenem Endvermögen) ebenfalls als Wohlstandsstreben i.o.S. zu verstehen 
ist. 
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90 2. Ideale Kapitalmärkte 

ist und die Optimierung sich auf den Nutzen bezieht, der sich einheitlich auf 
einen Verbrauch (Konsum) oder eine „Bestandsbewertung" gründet. 

Für die Lösung des Problems {KS)  wird die Funktion: 

XKE{V) := E 

1 

J Ho ( t)h (t,  yHo  (t)  ) dt  + Ho (T)I 2 ( yH 0 (T) ) yt (2.41) 

eingeführt,  wobei i i ( . , . ) bzw. /2O) die Umkehrfunktionen (i.o.S.) zu £/i(.,.) 
bzw. t/2(0 repräsentieren. Die Funktion Xke(-)  bildet auf dem vollständigen 
Kapitalmarkt den Gegenwartswert von Zahlungsansprüchen ab, die über 
die Inverse der Grenznutzenfunktion / ( . ) bestimmt sind. In den weiteren 
Ausführungen wird sich zeigen, dass die optimalen Rückflüsse in Gestalt von 
Konsum resp. End vermögen über die Funktion / ( . ) festgelegt werden, wodurch 
die Funktionsdefinition ihren Sinn erhält. Bezüglich der Funktion Xke(·),  die 
Betragsfunktion  (für  Konsum  und Endvermögen)  genannt werden soll, wer-
den für endliches y  endliche Funktionswerte vorausgesetzt. Es gi l t im Weiteren 
also Folgendes: 

Annahme191 : Die Nutzenfunktionen £/i(., .) und U2{-)  seien dergestalt, 
Xke(V)< 00, VyeR ++. 

Satz 2.17 Eigenschaften  und Inverse der  Betragsfunktion  Xke(·) 192 

Die Funktion  Xke(-)  ist  monoton fallend  und stetig  auf  dem Intervall ( 0 , 0 0 ) 

sowie  streng  monoton fallend  auf  dem Intervall (0 ,zke)j  wobei: 

ZKE := sup {y  > 0 | X K E(y) > *KE( 00)} > 0 (2.42) 

mit  Xke(oo) := l i m ^ o o Xke{v) = 0; ferner  ist  Xke( 0+) := 
limalo Xke{v) = 00. Auf  dem Intervall ( 0 ,ζκε ) hat die  Funktion  Xke(-) 
eine streng  monoton fallende Inverse  yKE · (0 ,00 ) —> (0 ,ζκε ) , so dass: 

ΧΚΕ^ΚΕ(Χ)) = X ,  VX  E (0,00). (2.43) 

Zur Lösung des Problems {KS)  wird die Maximierung des Erwartungsnut-
zens unter der Nebenbedingung, dass der Konsumprozess und das verblei-
bende Endvermögen die Budget-Restriktion zum Anfangsvermögen χ einhal-
ten müssen, über eine zu maximierende Lagrange-Funkt ion ausgedrückt, für 
die die zugehörigen Kuhn- Tucker- Bedingungen  erfüllt  sein müssen. Diese wer-
den jedoch nur soweit verwendet, dass ein Konsumprozess c(.) und das sich 
damit ergebende Endvermögen ζ  als Kandidaten für die gesuchten optima-
len Konsum- und Endvermögenswerte ermittelt werden. Die Opt imal i tät des 

1 9 1 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 101, sowie mit hinreichenden Bedingungen für die 
Gültigkeit dieser Annahme ebd.,  S. 107 i.V.m. S. 96 f. Letzteres ist bspw. dann gege-
ben, wenn für geeignete β G (0,1), 7 G ( l ,oo) gilt: ßU'(x) > U'(jx),  Vx  G (0,oo), sowie 
Xke{u) < 00 für ein y > 0. 

1 9 2 Vgl. zu Satz und Beweis Karatzas/Shreve (1998), S. 101 f. (Lemma 3.6.2), wobei 
hier aufgrund der abweichenden Definition der Nutzenfunktion  XKE{°°)  — 0 ist. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 91 

Konsumprozesses sowie des aufgrund der Vollständigkeit des Marktes hierzu 
existierenden Portfolio-Prozesses  wird hernach gezeigt1 9 3 . 

Die Lagrange-Funktion mit dem Lagrange-Multiplikator y  > 0 zur Maxi-
mierung des Erwartungsnutzens aus Konsum und Endvermögen unter Beach-
tung der Budget-Restriktion (2.32) lautet: 

J Ui(t,c(t))dt  + U2fà +y(x-E  j  H0(t)c(t)  dt  + Η0(Τ)ξ 
.ο J « v 

> 0, Budget-Restriktion 
zum Anfangsvermögen χ 

Nach der Definition des konvexen Duals gemäß Gl. (2.37) gilt für die entspre-
chenden Funktionen zu U\{t,.)  und U2{·)'· 

xy  +E f  lUi(t,c(t))  - yH 0(t)c(t)]  dt 
ο 

< xy  + E 

-Ε[υ 2(ξ)- υΗ0(Τ)ξ} 

JÜi(t iyH 0(t))dt 
ο 

+ E Ü2(yH 0(T))] 

was für  y  > 0 wegen Gl. (2.37) und der Eigenschaften des konvexen Duals mit 
Gleichheit genau dann erfüllt  ist, wenn: 

c(t)  = h{t,yH 0{t)),  t  G [0,T], und ξ = I2(yH 0(T)). 

Dabei ist es nahe liegend, das optimale Prozesspaar (c, π) in der Menge zu 
suchen, für die die Budget-Restriktion für c(.) und ξ = Χ

χ ^ π mit Gleich-
heit erfüllt,  also bindend ist, so dass insbesondere auch y  > 0 gelten kann. 
Für ein Paar (c,π), das das Budget nicht voll ausschöpft, ist demgegenüber 
zu vermuten, dass mit dem übrig bleibenden Anfangsvermögen eine Steige-
rung des Erwartungsnutzens durch höheren Konsum und/oder ein höheres 
End vermögen erreicht werden kann; dass dies zutrifft,  wird sich aus dem Fol-
genden ergeben. Bei einem Anfangs ver mögen χ > 0 sind mit y  = yKE(x)  > 0, 
eingesetzt in obige Gleichungen für c(.) und ξ,  ein Konsumprozess cke(-)  und 
ein Endvermögen ξκΕ ( · ) gegeben, die die Budget-Restriktion (mit Gleichheit) 
e r f ü l l e n . D a z u d e m Χ  > 0 = XKE(OO)  u n d XKE{-)  s t e t i g a u f (0 , o c ) s i n d , i s t 
y  = 3 jke{x)  < zke der einzige Wert, der diese Bedingung erfüllt.  Kandida-
ten für den optimalen Konsumprozess und das optimale Endvermögen sind 
danach (cke(-)  und ξκΕ  jeweils nicht negativ): 

cK E(t)  = / i( ìJkeWì/ o( ì)), t  G [ 0 ,T ] u n d 

ξκΕ = Ι2&ΚΕ(Χ)ΗΟ(Τ)). 

(2.44) 
(2.45) 

Wegen der Vollständigkeit des Kapitalmarktes folgt die Existenz eines 
zulässigen Portfolio-Prozesses (7Γο,κ£(·)>π ' Κ Ε{.)),  so dass { c k e { - ) ^ k e { - ) )  £ 
A { x ) und ξ = χ

χ >°κη> π
κη (Τ ) . Es gilt nunmehr die folgende Aussage. 

1 9 3 Die Darstel lung entspricht weitgehend derjenigen bei Karatzas/Shreve  (1998), 
S. 102 ff. 
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92 2. Ideale Kapitalmärkte 

Satz 2.18 Optimalität  von cke{-)  und ξκΕ
194 

Für χ > 0, cke(')  und ξκΕ gegeben durch  die  Gl. (2.44) bzw. (2.45) sowie 
mit 7Γ ΚΕ(·) CLIS dem zulässigen Ρortfolio-Prozess,  für  den {CKE{-)^KE{-)) £ 
A(x)  und ξ = gilt,  ist  (cke(-), πΚ Ε(·)) e AKe(x)  Lösung des 
Problems  (KS). 

Beweis : 
Zunächst ist {cke{-)^ke{·)) £ Ake{x)  zu zeigen. Es sei hierfür  d  G (0, oo), 
so dass Ui(t,d) > —oo (t  G [0,T]) und Ü2{d) > —oo sind; dann gil t wegen der 
Gl. (2.36) und (2.37) (für bel. t  G [0,T]): 

U^CKEit)) - y KE{x)H 0{t)CKE{t) = Üi(t,y KE(x)H 0(t)) 
> U^^-yKE^HoWd, 

υ2(ξκΕ ) - νκΕ(χ)Ηο(Τ)ξκΕ = Ü2{yKE{x)H 0{T)) 
> U2{t ìd)-y KE{x)Ho{t)d. 

Daraus folgt 1 9 5 . 

[ / 0
T min [0, Ui(t,  cK E(t))}  dt  + min [0, υ2(ξ Κ Ε)]\ 

/ 0
T min [0, Ui(t,  d)]  dt + min [θ, U2(d)] - y K E(x)dE [ / Q

T H0(t)  dt + #o(T)] 

E 
> 
> —oo. 

Es bleibt zu zeigen, dass { c k e { - ) ^ k e { - ) )  das Supremum in der Definiti-
onsgleichung (2.39) erreicht. Hierfür  sei ein anderes zulässiges Prozesspaar 
{cke{-)^ke{·)) e Ake(x)  mi t ζ Κ Ε := X * * ™ * ™ betrachtet. Dann gilt 
wiederum aufgrund der Gl. (2.36) und (2.37) (für bel. t  G [0,T]): 

Ui(t,y KE(x)H 0(t)) = Ui(t,i(y KE(x)H 0(t))) - yKE(x)Ho(t)i(y KE(x)Ho(t)) 
S ν ' s ν ' s ν

 / s ν ' 
=y =CKic(t)  =y  =CKic(t) 

> Ui(t,CKE(t)) - yKE(x)Ho(t)CKE(t), 

U2(y KE(x)H 0(T)) = U2(I(y KE(x)H 0(T))) - y K E{x)H 0{T)  Ι&ΚΕ(Χ)Η 0(Τ)) 

~y —ζκ ic  ~y —ζκ ic 
> υ2(ξ Κ Ε) - yKE(x)HO(T)  ξκΕ , 

so dass sich durch die Bi ldung des Erwartungswertes über die addit iv zusam-

1 9 4 Mit geringfügigen Anpassungen vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 103 f. Zum nachfol-
gend aufgeführten  Beweis vgl. ebd. 

1 9 5 Vgl. bezüglich -E  [ j 0
T H0(t)  dt  + JZ0(T)] > -oo S. 69. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 93 

mengefassten Nutzenwerte das Folgende ergibt: 

E  [ / 0
T t / l ( t , CKE(t))  dt  + υ2(ζκΕ)] 

'  [/ 0
T  t/i(t,  dt  + £/ 2(ξκ£;)] 

£ [  Ho(t)cKE(t)dt  + Ho(TFO 
J 0 

\ 

-E 

> £ [ j c T ^ 

/ 0
T  Ho(t)cK E(t)  dt  + Hq(T) ξκΕ 

Berücksichtigt wurde insbesondere, dass das Paar (cke(-),£ke)  £ die 
Budget-Restr ikt ion erfüllt;  für  (cke(-)^ke)  gi l t dies sogar mi t Gleichheit. 

• 

A n m e r k u n g 2.4 1 9 6 

Bei Vke(x)  < oo ist  das Tripel  (cke(-)^ke^ke(-)),  welches  das Problem 
(ICS) löst,  bis auf  UnUnterscheidbarkeit  eindeutig. 

Dadurch, dass das (fast immer, fast sicher) eindeutige optimale Konsum-/ 
Portfolio-Prozesspaar  (cke{-)^ke{·))  die Budget-Restr ikt ion mi t Gleichheit 
erfüllt,  würde sich bei einem höheren Budget χ + δ χ > 0) ein anderes 
Paar als opt imal erweisen; dieses müsste wegen der Eindeutigkeit ( im nicht 
unterscheidbaren Sinne) der Lösung einen höheren Erwartungsnutzen aufwei-
sen. Dies spricht grundsätzlich für die Marktwertmaximierung, durch die der 
Investor das größte Gegenwartsvermögen erhält, welches ihm die Realisierung 
eines größtmöglichen (Erwartungs-)Nutzens erlaubt. 

Nachdem nun die Gestalt des optimalen Konsumprozesses und des optima-
len Endvermögens bestimmt worden sind, ist zu fragen, wie diese realisiert 
werden. Gesucht ist somit der zugehörige (zulässige) Portfolio-Prozess,  dessen 
Existenz aufgrund der Vollständigkeit des Marktes postuliert werden konnte. 
Hierzu dient der folgende Satz, in dem auch der zugehörige Vermögensprozess 
beschrieben wird. 

Satz 2.19 Optimaler  Portfolio-Prozess  und Vermögensprozess 197 

Zum Ausgangsvermögen χ  > 0 seien cke{·)  der  optimale Konsumprozess und 
ξκΕ das optimale  Endvermögen  nach Satz  2.18 mit  zugehörigem  Portfolio-
Prozess πΚ Ε(.). Femer  bezeichne  X KE(t)  = Χ

χ>°κ"<> πκ"<(ί) (t e [Ο,Τ]) den 

1 9 6 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 104, mit Beweis. 
1 9 7 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 104, zum Satz. 
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94 2. Ideale Kapitalmärkte 

sich  ergebenden,  optimalen  Vermögensprozess.  Dann gilt  für  den optimalen 
Vermögensprozess: 

XkeW = 
H0(t) 

E I H o (s)cKE(s)ds  + H0(Tfo T t i E [Ο,Τ]. (2.46) 

Der  optimale  Portfolio-Prozess  ist  für  t Ε  [Ο, T]  gegeben durch : 

*KB(t)  = (σ'(ί)Γ1 +XK Emt) 

wobei  sich  der  Prozess Ψκε (-) aus der  Darstellung  des Martingals 

MK E{t) := E [ Ho(S)CKE(8)d8  + Ho(Tfo 
J 0 

Tt 

(2.47) 

(2.48) 

unter  Heranziehung  des Martingaldarstellung ss atzes (Satz 2.7) aus Μκε ( ϊ ) = 
x + fo^KE( s)dW( s) m i t Ιο \\Ψκε(ϊ)\\ 2 dt < oo ergibt. 

Beweis : 
Auszugehen ist von der Vermögensgleichung (2.31) und der für  cke(\ ζκΕ 
bindenden Budget-Restriktion, die beide nochmals angegeben werden: 

Ho(t)X(t)  + fHo(s)c(s)ds 
ο 

χ = E 

x + f  Ho(s) [ττ,(5)σ(5) - X(5)6>,(5)] dW(s), 
0 

0 < t < Τ  (Vermögensgleichung), 
τ ] 
/ HO(S)CKE(S)  ds  + ΗΟ(Τ)ξ ΚΕ  

Lo J 
(Budget-Restriktion). 

Aus der bindenden Budget-Restriktion ergibt sich, dass das Super-Martingal 
der rechten Seite der Vermögensgleichung für alle t Ε [0, Τ]  einen konstanten 
Erwartungswert besitzt und folglich ein Mart ingal ist. Bildet man somit die 
bedingte Erwartung über die bis Τ gehende Vermögensgleichung zum Zeit-
punkt t Ε [Ο ,Τ ] 1 9 8 und betrachtet man zudem die Vermögensgleichung für 
diesen Zeitpunkt selbst, so ist (mit X(t)  kurz für  (t)): 

E [ / 0
T  H0(S)CKE(S)  ds + #ο(Τ)ξ* Tt 

= x + f  ffo(s) [ττ
f

K E(s)a(s) - Χ(8)θ'(8)]  dW(s) 

+ E 
1 

J Ho(s)  y K E(s)a(s)-X(s)e'(s)]  dW(s) 

= H0(t)X(t) + / H0(s)cKE(s)ds, 
0 

Der Spezialfall t = Τ  soll nicht eigenständig behandelt werden. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 95 

wobei der Prozess ΜΚε{ϊ) = E H0(s)cke(s)  ds + Η0(Τ)ξ ΚΕ  | T T]  ein 

Mart ingal i s t 1 9 9 . Da ferner  (t  G [Ο,Τ]): 

E [Jq  Ho(s)cK E(s)ds  + Ηο(Τ)ξ Κ Ε \ T t] 

= e [ J ?  Ho(S)CKE(S)DS  + Ho(T)ÌKE \ Tt\  + f  H0(S)C KE(S)  ds, 

gilt nunmehr: 

E JΓ HQ(S)CKE(S)  ds - •Η0(Τ)ξκΕ I Tt = H0(t)X(t). 

Hinsichtlich der Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses  ttke(-)  gilt 
zunächst, dass das Mart ingal Mke(-)  nach dem Martingaldarstellungssatz 
2.7 darstellbar ist als: 

MK E(t)=x+  f  ip' KE{s)dW{s),  t  G [0, T], 
J 0 

mit Jq \\Φκε(ϊ)\\ 2 dt  < oo. M i t den bisherigen Schritten gilt dann für  t  G 
[0,71: 

X  + Io ^KE(s)  dW(s)  = Ε [/0T
 HO(S)CKE(S)  ds + Η0(Τ)ξ Κ Ε | Tt] 

= x + f  Ho(s)  K £(s)a(s)  - X(s)0'(s)] dW(s). 
ο 

Aus dem Vergleich der Integranden der stochastischen Integrale ergibt sich 
schließlich für positive Vermögen P ^ ^ ' ^ f t ) > O 2 0 0 mi t t e [0,7']: 

i>' K E(t)  = H0(t)(n' K E(t)a(t)  - Χ«·"««(ί)β'(ί)) 

π * Β ( ί ) = (σ ' ( ί ) ) " 1 ( ^ g ^ + X m t ) ) • • 

Im Folgenden soll die simultane Optimierung von erwartetem Nutzen aus Kon-
sum und Endvermögen an einem Beispiel konkretisiert werden. Entsprechend 
ihrer bereits herausgestellten Bedeutung werden dabei die logarithmische und 
die „Power-type"-Nutzenfunktionen verwendet, wobei der sich daraus zum 
Zeitpunkt t  (g [0, T]) ergebende Nutzenwert durch Diskontierung über den 
Faktor e~kt in zeitlicher Hinsicht mit anderen Nutzenbeiträgen vergleichbar 
gemacht wird, k  steht folglich für die Diskontierungsrate (aus der Konsum-
präferenz). 

1 9 9 Vgl. Korn/Korn  (1999), S. 76 f., sowie Satz 2.2. 
2 0 0 P-fast sicher ist: Falls X(t)  = 0, muss (ττ 0>Κ Ε(ΐ),π /

Κ Ε(ϊ)) = 0 n + i (t  G [ i ,T]) 
gelten, da für einen zulässigen Vermögensprozess X(t)  > 0 (£ G [0,T]) erfüllt  sein muss, 
was bei πκε(ϊ)  Φ 0 n wegen Gl. (2.15) nicht sichergestellt wäre. Zudem muss aufgrund 
der Budget-Restriktion aus Sicht des Zeitpunktes t οκε { Ϊ ) = 0 (t  G [t,T])  sein. Vgl. zur 
„absorbierenden" Eigenschaft eines Zustandes mit X( . ) = 0 auch Karatzas/Shreve  (1998), 
S. 92 f., sowie Duffie  (1996), S. 196. 
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96 2. Ideale Kapitalmärkte 

B e i s p i e l 2 .5 Konsum-  und Endvermögens  Optimierung  bei logarithmischer 
und bei „Power-type"-Nutzenfunktion  mit  Diskontierungsrate 
Zunächst werde die Opt im ie rung für eine logarithmische  Nutzenfunktion  mit 
Diskontierung  sterm,  angewendet auf Konsum und End vermögen, betrachtet. 
Konkre t se ien 2 0 1 : 

Ui(t,c) = e~kt lnc, ϋ2(ξ) = e~kT \ηξ. 

Aus 

folgt dann: 

so dass nach Gl. (2.41): 

Xke(v) = E 

1 

yk 

U\{t,c) := = e _ ~> m)=e~ 

h(t,y)  = e-kt-, hin) = e~kT  — , 
y  y 

1 
JH 0 (t)e -kt 

vH 0(t) 
dt  + H0(T)e -kT 

yHo(T) 

[1 + (k - l ) e ~ ] . 

D a m i t ist yxE(x ) = ^ [ l + (k — l ) e k T ] und für den opt imalen Konsum-

prozess sowie das opt imale Endvermögen ergibt s i c h 2 0 2 : 

cK E(t) = h(t,y KE(x)H 0(t))  = xk 

ξκί i2(yKE(x)H 0(T )) 

(l + (fc  _ l)e~kT)  Ho(t) 
xk 

e~kt, t e [ο,  τ], 

(l + (k - l)e~kT)  H0(T ) 

Der zugehörige Vermögensprozess ist gemäß Gl . (2.46) für  t  G [0,7']: 

XkeW E H0(t) 

+H0(T) 

JH 0(S) 
t 

xk 
( l + ( f c - l ) e - * T ) tfoM 

xk _—k 

5ds 

( l + ( f c - l ) e - * T ) tfo(T) 
Tt 

Ho(t) 1 + (k X-l)e 
1 e 

i m x 

1 ( - e - * r + e - " + fce-* r) 

~kt + (fe — l)e~kT   

-kr -1 + ( f c - l )e 

Insbesondere g i l t Χ κε ( γ
Ρ) = ζκ e und Xke( 0) = x- Zur E r m i t t l u n g des 

opt imalen Portfolio-Prozesses  w i rd das Mar t inga l Mke(-)  benöt igt , welches 

2 0 1 Zur Optimierung ohne Diskontierungsrate vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 104 f. 
2 0 2 Vgl. auch Karatzas/Lehoczky/Shreve  (1987), S. 1573, die anstelle der hier verwende-

ten konstanten Dämpfungsrate  k  lediglich einen adaptierten, messbaren und (gleichmäßig) 
beschränkten Prozess k(.)  unterstellen. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 97 

sich aus Gl. (2.48) unter Verwendung des für den Vermögensprozess soeben 
ausgewerteten Terms für  t  £ [0, T] wie folgt ergibt: 

~T 
MK E(t)  = E f  H0(S)CKE(S)  ds + Η0(Τ)ξ* 

It 
-kt  , /. λ\-ΗΤ t , 

^ +(f c~1)e
fc T  + /  Ho{s)-, e"** ds = χ. 

1 + (k-  l)e i  (l  + (fc  - l)e- fc T)  #„(«) 

t 
+ /  HO(S)CKE(S)  ds 

ο 

: χ 

Das Mart ingal entspricht einer Konstanten und der Prozess Φκε (-) nach Satz 
2.19 ist identisch null. Der optimale Portfolio-Prozess für  t  £ [0,T] ist dann: 

σ(ί)π K E(t)  = X K E{t)0{t) 
=> TT K E(t)  = X KE{t){a{t)a\t)Y 1 {b{t)+ö{t)-r{t)l n), (2.49) 

wobei stets 7Γο,κε(0 = Χ κε {ϊ ) ~ ^ ' κ Ε ^ ^ - η zu ergänzen ist. 

Gl. (2.47) zeigt, dass bei logarithmischem Nutzen das optimale Portfolio 
allein über die aktuellen (in t  gegebenen) Ausprägungen der Variablen für 
die Parameterprozesse und den gegenwärtigen Wert des Vermögens bestimmt 
werden kann. Die konkrete Gestalt der Parameterprozesse r( . ) , σ(.), ò(.) und 
ό(.) ist hierfür  nicht notwendig. Ebenso wenig fließt eine bspw. vom Planungs-
horizont Τ abhängige Erwartung über zukünftige Prozessentwicklungen in die 
Zusammenstellung des Portfolios ein. Die optimale Port folio-,, Strategie" kann 
somit als kurzsichtig (myopisch)  bezeichnet werden. Sie st immt mit der Wahl 
einer Portfolio-Zusammenstellung in einem statischen Kontext überein, bei 
dem die Parameterwerte die bezeichneten aktuellen Prozesswerte besi tzen2 0 3 . 

M i t der Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses  und des optimalen 
Konsumprozesses ist das Problem (ICS)  für logarithmischen, (durch die Dis-
kontierungsrate) gedämpften Nutzen gelöst. Der Zielfunktionswert wird für 
die Entscheidung im Grunde nicht benötigt; gleichwohl soll seine Ermit t lung 
der Vollständigkeit halber sowie unter dem Aspekt, dass bei einer kardinalen 
Nutzenfunktion auch Differenzen  im Erwartungsnutzen — bspw. aufgrund ei-
nes durch Anstrengung steigerbaren Ausgangsvermögens — unmittelbare Be-
deutung haben, im Folgenden noch angegeben werden. M i t Gl. (2.39) sowie 
dem optimalen Konsumprozess und dem optimalen Endvermögen g i l t 2 0 4 : 

VKE(X)  = E  

" τ 

ί 

ι 
J U l(t,c(t))dt  + U2(Ì) 

= E -kt , xke  —kT  ι xke e k t In -7 r dt  + e k l In -
(l + (k  - l)e~kT)  H0(t)  (l + (k  - l)e~kT)  H0(T) _ 

2 0 3 Dies lässt sich aus der Behandlung einer analogen Problemstellung im erweiterten 
Kontext eines unvollständigen Kapitalmarktes herleiten; vgl. Abschnitt 3.3.2.3, insbeson-
dere Anmerkung 3.2, S. 196. 

2 0 4 Aufgrund des konstanten Dämpfungsfaktors  k  ist dies ein Spezialfall von Karat-
zas/ Lehoczky / Shreve  (1987), S. 1574; vgl. oben Fn. 202, S. 96. 
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xk 
k  1 + (/c — l)e~ 

τ 

+ e - f c T l n -

(-kt)e~ kt dt  - kTe~ kT 

1 + (fc — l)e 
T 

J e~kt\nH 0(t)  dt 
_o 

- £ ? [ e " f c T lnt fo(T)] 
.0 

7 f l + ( / c - l ) e " f c T ) In - w 

T 1 
J e~kt ln Ho(t)  dt  + e~kT  ln H0(T)  - ^ ( l - (kT  - k2T  + l ) e ~ f c T ) . 
.0 

M i t H0(.)  als Itó-Prozess kann unter Rückgriff  auf GL (2.30) d\nH 0(t)  = 
~(r(t)  + ^||<9(i)||2) dt  - 9'(t)  dW(t)  geschrieben werden, so dass gi l t : 

E 
Lo 

= E 

f  e~kt ln H0(t)  dt  + e~kT  ln H0(T) 

f e~kt (-fo  ( r ( s ) + è l ^ i 0 ) ! ! 2 ) ds) dt  + f e~kt (-fo^(s)dW(s))  dt 

+e~kT  (~f 0
T  (r(s)  + ± | | φ ) | | 2 ) ds) + e~kT  ( - / 0

T * ' (*) dW(s))] 

= E f e~ k t ( - fo ( Φ ) + èll^OOII2) ds) dt  + e-kT  (-  / 0
T  (r(s)  + | | | φ ) | | 2 ) ds) 

Bei deterministischen  Koeffizienten  kann schließlich der Erwartungswertope-
rator weggelassen werden. 

Nach der Darstellung der Portfol io-Optimierung  für logarithmische Nut-
zenfunktionen wi rd im Weiteren der Fall von Nutzenfunktionen  des „power 
type"  mit  Diskontierungsterm  behande l t 2 0 5 . Hierzu wi rd von den folgenden 
Funktionen ausgegangen: 

U1(t,c)=e- kt±c?, U2(t)=e- kT±e-, β < h β Ϊ 0. 

Dami t ist: 

und h(t,y)  = e ^ , I2(y)  = e ^ y ^ . 

Nach Gl. (2.41) ist nunmehr: 

~ τ 
XKEÌV) = E 

.ο 
" τ 
J dt  + e^Ho(T)& 

Lo 

= y^E 

JHo(t)e^- l ty^~ 1 Ho(t)  f*- 1 dt  + Ho(T)efl-i Tyfl-iHo(T)fl- 1 

= Xke( 1) 
2 0 5 Die Behandlung von „Power-type"-Nutzenfunktionen ohne Dämpfungsterm ist für 

den gegebenen Kontext in Karatzas/Shreve  (1998), S. 105 f., zu finden. Das weitere Beispiel 
folgt dieser Quelle mit den sich aus der Hinzunahme des Dämpfungsterms ergebenden 
Anpassungen. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 99 

/ \ß-i 

Somit ist = ( x K
X

r ( i ) ) u n d e s ergeben sich die optimalen Prozesse: 

CK E(t)  = Ο,Τ], 

Der Vermögensprozess wird dann zunächst nach Gl. (2.46) für  t  £ [0, T]  be-
st immt zu: 

Xke{ì) = 1 
TW) E jHo(s)e^ s(Ho(s))^  ds 

+ i i o ( T ) e F i ( i i o ( T ) ) À ( ^ ) I ;Ft] 

E 

Aufgrund von Gl. (2.29) gilt für  t  £ [0,T]  (H 0(t))f^ef^  = m(t)A(t)  mi t 
den Prozessen: 

, Α - Α / ο * · ( « ) l o  II*(*)ιι:2 

. = -lèi  ti*'(*) dW ω - t i  HWll 2*« 
m(t) := e7  

A(t) := e 

Mi t dem Satz von I to ist hierbei dA(t)  = A(t)(—^e'(t)dW(t)  ~ 2{β-ιγ  

\W)\\ 2dt  +2(/_ 2
1)2 \\9(t)\\ 2dt)  = - Λ a l s o A(.) ein Mart in-

g a l 2 0 6 . Dann ist für  t  £ [0/7]: 

X k e (
Ν = s f e y ( ^ n r ) £7 / ra(s)A(s) ds + ra(T)A(T) | T T 

Eine explizite Herleitung des Portfolio-Prozesses  für beliebige, stochastische 
Parameterprozesse ist im Unterschied zum Fall logarithmischer Nutzenfunk-
tionen nicht möglich. 

Werden die Parameterprozesse r(.) und 0(.) jedoch als deterministisch  vor-
ausgesetzt, dann lässt sich ein optimaler Portfolio-Prozess wie folgt ableiten: 
Zunächst ist ra(.) ein stetiger, deterministischer Prozess, so dass mit dem (ste-
tigen) Mart ingal A(.) aus E  [ e ^ ( H 0 ( s ) ) ^  \ T t]  = m(s)A(t)  (0 < t  < s < 
T) fo lg t 2 0 7 : 

E 
t 

= / £ ; [ ( I 7 0 ( S ) ) ^ E ^ S I TT]  DS + E ^ [ H 0 { T ) ) F ^ E ^  \ T T ] 

= A(t)  Q m(s)  ds + m(T)^  . 

2 0 6 0(.) ist dergestalt vorausgesetzt, dass auch ZQ{.)  ein Martingal ist. 
2 0 7 Der Erwartungswertoperator  über ein Integral kann im vorliegenden Fall auf den 

Integranden angewendet werden; vgl. hierzu sowie zu diesbezüglichen Voraussetzungen im 
Einzelnen Η oel/ Ρ ort/ Stone  (1972), S. 128 ff.,  insbes. S. 133. 
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100 2. Ideale Kapitalmärkte 

M i t A(0) = 1 ist somit Xke{  1) = JQ m(s)  ds + m(T)  eine in t = 0 bestimm-
bare Größe, und es folgt: 

Χ κ ' ® = 5 » ) Λ ( ί ) ( j  M>) * + MT )j -

M i t dem optimalen Konsumprozess cke(-)  und dem optimalen End-
vermögen ξκΕ  ergibt sich für  t e [0,T]: 

t 
MK E(t) = X K E(t)Ho(t) + f  H0(s)cKE(s)ds 

0 

= CT)Λ(ί) ( { m ( s ) d s + W ( T ) ) +
β ! ^ w * » 7 ^ . d s 

=m(s)A(s) 

X 
XKE( 1) 

/T 
A(t)  ^f  m(s)ds  + m(T)j + / m(s)A(s)ds 

Damit ist (t e [0,T]): 

f  m(s) ds + m[T) ) dA(t) + Λ ( t ) ( -m( t ) ) dt + m(t)A(t)  dt 

= xzhv ) m^(t)dw(t). 

Für die Darstellung des Martingale Μκε{·)  über die Gleichung Mke{t) = 
x + ti*KE(s)dW(s) folgt: 

= -ffo^XKE^^it), te [0,T]. 

Somit ergibt sich als optimaler Portfolio-Prozess: 

τr KE(t) = (a'(t))- 1 + ΧκΕ(ί)θ(ίή 

= j^XkeW  (aityit))- 1 (b(t)  + 6(t) - r(t)l n), te  [Ο,Τ]. 

Dies entspricht einer Portfolio-Zusammenstellung im Zeitpunkt i , die allein 
auf Basis der in t  gegebenen Parameterwerte  b = b(t ), δ = ö(t),  r = r(t)  und 
σ = σ ( ί ) erfolgt.  Insofern entspricht im Falle deterministischer Koeffizienten 
für die betrachteten Nutzenfunktionen des „power type" die Lösung des dyna-
mischen Portfolio-Problems einer myopischen Strategie. Wiederum ergänzend 
wird noch der Zielfunktionswert bei optimaler Prozesswahl angegeben. Es gil t 
mi t den bisher verwendeten Prozessen m(.)  und A(.) hierfür: 

VKE(X) = E 

^ y ) ' J ( j m ( S ) + m ( T ) ) = j ^ t ^ . t l ) ) 1 - ^ • 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 101 

2.2.3.3 Nutzenoptimierung  alternativ  über  Konsum  oder  Endvermögen 

Es wi rd wiederum ein Investor mi t einem Ausgangsvermögen χ > 0 vo-
rausgesetzt. Dieser möchte den Erwartungsnutzen aus Konsum (über den Pla-
nungszeitraum hinweg) oder alternativ den Erwartungsnutzen aus dem End-
vermögen optimieren. I m ersten Fall soll ein ggf. umweltbedingt zu formulie-
rendes End vermögen, im zweiten Fall entsprechend ein Konsumprozess vorge-
geben sein. Da der als solcher modellierte Konsum unmit telbar Nutzen stiftet 
und ein Endvermögen lediglich als Potential für einen jenseits des Planungs-
zeitraumes Nutzen stiftenden (eigenen oder fremden) Konsum dient, erscheint 
eine Opt imierung des Konsumstromes bei einem fixierten Endvermögen (ggf. 
gleich null) zunächst als die gegenüber der Endvermögensoptimierung bei ge-
gebenem Konsum vorzuziehende Variante. Grundsätzlich ist dies insbesondere 
bei großen Planungszeiträumen plausibel, die einen entsprechend hohen Antei l 
am Lebenskonsumzeitraum des Investors umfassen und für die folglich gerade 
die Bestimmung eines (intertemporalen) Konsum(prozesse)s das Kernprob-
lem der Investitionsentscheidung repräsentiert; u.U. kann zudem bezweckt 
sein, den „gesamten Lebenskonsum" zu optimieren. Das Endvermögen hat 
bei langen, wenn auch nicht so weit angelegten Planungszeiträumen ein hin-
reichend großes Konsumpotent ial für die Zeit nach dem Planungshorizont si-
cherzustellen, welche im Vergleich zu kurzen Planungszeiträumen weniger Ge-
wicht besitzt und für die nicht zuletzt aufgrund gewisser Schwierigkeiten der 
Prognose individueller Bedürfnisse und äußerer Umstände, die für die Nut-
zenabwägung des Investors von Bedeutung sein mögen, ggf. auch ein in seiner 
Höhe festes Endvermögen erreicht werden soll. Die Annahme eines endlichen 
Planungszeitraumes behält auch dann ihre Berechtigung, wenn grundsätzlich 
der gesamte Lebenskonsum des Investors opt imiert werden soll. Bei einem 
unendlichen Planungszei t raum 2 0 8 ist der maximale Konsumzeitraum zwar er-
fasst, aber es werden auch Konsumströme in die Opt imierung einbezogen, in 
deren Genuss der Investor mi t Sicherheit nicht mehr gelangt. Die Opt imierung 
von Konsumbeiträgen jenseits einer bestimmten zeitlichen Schranke macht 
von daher wenig Sinn. I m Übrigen müsste bei solchen Betrachtungen bereits 
generell die Sterbewahrscheinlichkeit in die Formulierung der Nutzenfunkt ion 
eingehen. Erscheint insofern bei großen Planungszeiträumen die Entnahmeop-
t imierung bis zu einem endlichen Planungshorizont — ggf. mi t Vorgabe eines 
End Vermögens — berechtigt, ist sie doch für kurze Planungszeiträume infra-
ge zu stellen. Kurzfristige  Entscheidungsprobleme der hier behandelten A r t 
können sich dadurch ergeben, dass der Investor eine at trakt ive Anlage seines 
Vermögens sucht und dabei eine gewisse Vorstellung darüber besitzt, wie er die 
Unsicherheit über die Höhe des am Planungshorizont erreichten Vermögens, 
das zugleich sein dann für die weitere Zukunft verfügbares  Konsumpotent ial 
best immt, bewertet. Daneben mag er eine verhältnismäßig präzise Vorstel-

2 0 8 Der Fall eines nicht exogen vorgegebenen endlichen Planungshorizontes wurde bspw. 
in Karatzas/Lehoczky/Sethi/Shreve  (1986) behandelt. 
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102 2. Ideale Kapitalmärkte 

lung über seine Konsumwünsche während des Planungszeitraumes haben. In 
einem solchen Fall besteht das Entscheidungsproblem des Investors in der 
O p t i m i e r u n g des ( zus tandsabhäng igen ) E n d Vermögens a m P l a n u n g s h o r i z o n t , 
wobei für einen gegebenen, nicht notwendig deterministischen oder gar kon-
stanten Entnahmestrom zu sorgen ist. E in Orientierungspunkt für die Sinn-
haftigkeit eines der im Folgenden zu behandelnden Optimierungsprobleme 
mag sich folglich aus der (ggf. abzuschätzenden) Relation ergeben, welche 
der für den Konsumstrom bzw. das Endvermögen bereitzustellende Betrag 
gegenüber dem Ausgangsvermögen aufweist. Grundsätzlich kann dabei auch 
die im vorigen Abschnit t behandelte simultane Opt imierung von Entnahme 
und End vermögen in Betracht gezogen werden. Ferner sei noch angemerkt, 
dass die im Folgenden behandelte Entnahmeoptimierung lediglich Nutzen aus 
Konsum, d.h. aus dem Verbrauch finanzieller Mi t te l , berücksichtigt. Hierbei 
w i rd versucht, die für einen „gewöhnlichen" Investor nahe liegendste Problem-
stellung als Interpretat ion zugrunde zu legen. Vermögen kann allerdings auch 
Nutzen stiften, ohne dass es untergeht — bspw. durch den hierdurch vermittel-
ten gesellschaftlichen Einfluss oder v ia Prestigezuwachs; umgekehrt kann ein 
(partieller) Vermögensverlust mi t Prestigeeinbußen verbunden se in 2 0 9 . Der-
artige Nutzen stiftende Tatbestände, die nicht notwendigerweise mi t einer 
Verminderung des Vermögens einhergehen, werden durch die hier abgebil-
deten Entnahmen nicht erfasst.  Sie können ggf. aber Bestandteil einer Nut-
zenbewertung im Rahmen einer End Vermögensoptimierung sein, die auf den 
Nutzen eines am Planungshorizont verfügbaren  Vermögensbestandes abstellt. 
In diese Bewertung mag auch ein Vererbungsnutzen Eingang finden, den der 
Investor aus der Möglichkeit der Vererbung von Vermögen an seine Nachkom-
m e n 2 1 0 (noch zu seinen Lebzeiten) zieht. Im Einzelnen sollen die verschiedenen 
Nutzen stiftenden Tatbestände jedoch nicht weiter erörtert werden; bezweckt 
ist lediglich, die für verschiedene Investoren differenzierte  Sinnhaftigkeit des 
Einsatzes der Optimierungsprobleme zu illustrieren. Diesen wendet sich die 
weitere Darstellung zu, dabei voraussetzend, dass der Anwender die für ihn 
zutreffende  Optimierungsvariante wählt . 

Der Entnahmeoptimierung  bei gegebenem Endvermögen  liegt das folgende 
Problem zugrunde: 

Problem ( /C) 2 1 1 : 
Gegeben sei ein .F^-messbares Endvermögen ζ  > 0, das am Planungshorizont 
nach sämtlichen Konsumentnahmen noch vorhanden sein soll. Für ζ gelte: 

Χξ = Eo [ j mi t Χξ E [0, oo). Ferner sei χ das Anfangsvermögen des 

209 Vgl z u e j n e r Erörterung unternehmerischer Präferenzstrukturen — im Kontext von 
Effekten  bezüglich des unternehmerischen Anstrengungsverhaltens — Moxter (1964), hier 
insbes. S. 25 f. 

2 1 0 Vgl. hierzu Becker (1976), S. 282 ff.,  Wenger (1983), S. 211 f. 
2 1 1 Das Entnahmeproblem wird in Karatzas/Shreve (1998), S. 111 f., bzw. Karat-

zas/Lehoczky/Shreve (1987), S. 1565 ff.,  ohne Berücksichtigung eines nicht verschwindenden 
Endvermögens behandelt; vgl. ebenso die Darstellung bei Elliott/ Kopp (1999), S. 258 ff. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 103 

Investors. Finde dann ein optimales Paar (ck^k)  £ A(x)  aus einem Konsum-
(ck(-))  und einem zulässigen Portfolio-Prozess (πο,/<-(.), π' κ(.)),  für das gilt: 

Vk(x)  := sup E 
(C. t t ) 

1 

j  Ui(t,  c(t)) 

dt (2.50) 

mit (c,7r) G Λk(x) Α χ
χ>°>π(τ) = ζ  fast sicher. 

Dabei wird ein Zielfunktionswert von —oc wiederum ausgeschlossen durch die 
Bedingung ( ) Ε Λ k { x )  mit : 

Λ κ (x)  := {  ( c , t t ) e A ( x ) I Ε 

1 

J min [0, Ui(t,  c(i))] dt 
> -oo } . (2.51) 

Anstelle einer Restriktion χ
χ>°>π(Τ) > ζ  wurde die Gleichheitsbedingung 

gewählt, da ξ auf dem vollständigen Markt mit einem Anfangsvermögen er-
reichbar ist, das zugleich das minimale Anfangsvermögen für alle Ansprüche 
ζ  > ζ  (fast sicher) repräsentiert und damit den größten Teil des tatsächlich 
vorhandenen Anfangsvermögens χ  für den Konsum belässt. 

Aufgrund der Vollständigkeit des Marktes ist das Problem (/C) in zwei 
Schritten lösbar: Zunächst impliziert die Marktbedingung die Existenz ei-
nes zulässigen Portfolio-Prozesses π/<-(.), der beim Ausgangsvermögen χ  ξ  das 
gewünschte Endvermögen ξ  erreicht; hierfür  ist ck(·)  = 0. Χξ  ist minimal in 
dem Sinne, dass für ein χ < Χξ die Budget-Restriktion (2.33) mit ξ = X ( T ) 
für keinen zulässigen Portfolio-Prozess  erfüllt  wä re 2 1 2 . Damit ergibt sich, 
dass für die Existenz einer Lösung des Problems (/C) notwendig χ  > Χξ 
ist. Die Nebenbedingung χ

χ>°κ>π
κ (Τ ) = ξ ist folglich erfüllbar  mit einem 

zulässigen Prozess 7tk(-),  für den gilt: (πο ,κ( ϊ),πκ( ί))  = (ττο,κ( ί),π ' κ( ί))  + 
( 7 Γ ο ( 0 < t < Τ),  wobei ττκ(-)  wiederum zulässig in Bezug 

auf den zugehörigen Vermögensprozess  Χ
Χ
Ξ>°> ΠΚ(.)  (mit ΧΞ = EQ ^ j = 

E  [#o(T)£| = 7fo,/c(0) + π ^ ( 0 ) 1 η ) ist und für den Portfolio-Prozess ΠΚ(·)  
gilt: χ

χ>°κ>π
κ (T) = 0, fast sicher. Das Portfolio-Problem kann deshalb auch 

als Problem der Bestimmung eines Prozesses ίτκ(·) betrachtet werden. Da-
bei ist wegen χ  ξ  = Eq  ^ j und 1 < Sq(T)  < oo der Vermögensprozess 
χχξ,ο,ϊ fKQ m i t (fast sicher) Χ

χ
ξ>°>*κ(Τ) = ξ  (fast sicher) nach oben be-

schränkt. Aufgrund der verlangten Zulässigkeit von (c/<-(.), πκ(·))  muss des-
halb der Vermögensprozess Χ

χ , ί ; κ ' π κ (.) nach unten beschränkt se in 2 1 3 . Ferner 

2 1 2 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 23, deren Begründung wird unten (S. 203) wieder-
gegeben. 

2 1 3 Die Betrachtung bezieht sich damit auf Portfolio-Prozesse π/<·(.), für welche 
die Budget-Restriktion Gültigkeit besitzt; vgl. hierzu die bereits in Fn. 126, S. 65, 
erwähnten „doubling strategies" für die Situationen, in denen nicht nach unten beschränkte 
Vermögensentwicklungen möglich sind. Im Übrigen ist der Markt ohnehin als arbitragefrei 
vorausgesetzt. 
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104 2. Ideale Kapitalmärkte 

ist der Fall χ = Χξ vernachlässigbar, der letztlich bedeutet, dass keine Mi t te l 
für den Konsum bereitstehen, so dass auch nichts konsumiert werden kann 2 1 4 . 
Im Folgenden wird also χ := χ  — Χξ  > 0 vorausgesetzt. 

Ausgehend von einem Anfangsvermögen in Höhe von χ kann in einem zwei-
ten Schritt nun der Konsumstrom ck{-)  für ein End vermögen von null opti-
miert werden. Hierfür  wird analog der Vorgehensweise in Abschnitt 2.2.3.2 
die Betragsfunktion  Xk(v)  mit der bereits eingeführten Funktion i i ( . , . ) wie 
folgt definiert: 

Χκ{ν)  := E 

und es wird gefordert 2 1 5 : 

Annahme: Xk(v) < oo, 

1 

J Ho(t)h(t,yHo(t))dt 
_o 

yt (2.52) 

Vy  e : L++. 
Als Kandidat für den optimalen Konsumprozess ck(.)  ergibt sich aus der 

Lagrange-Funktion: 

Lk(c, ξ, y)  :=E J Ui(t,c(t))dt 
.0 

/ 

\ 

: - Ε  [Η 0(Τ)ξ\  -E [  Γ  H0(t)c(t)  dt  
V ' Lio 

\ 

/ 

zunächst c(t) = hit,  yH 0(t))  (t  G [O / i 1 ] ) 2 1 6 und in Verbindung mit der Be-
dingung, dass die Budget-Restriktion zum Anfangsvermögen χ mi t Gleichheit 
erfüllt  ist: 

cK(t) = h(t,y K(x)H 0(t)),  t  G [Ο,Τ], 

wobei yx ' (0, oo) —> (0 ,ζχ )  die Umkehrfunktion zu Χκ{·)  repräsentiert; ζ χ 
ist analog zke  gemäß Gl. (2.42) definiert. 

Analog dem Beweis zu Satz 2.18 
τ 
/ min[0,C/ i( i ,Ctf( i ) ) ] dt > 

kann gezeigt werden, dass 

oo ist und dass der nicht negative 

Konsumprozess ck(-)  zusammen mit dem ihn realisierenden Portfolio-Prozess 
t t k ( ' ) z u einem höheren Zielfunktionswert führt  als ein beliebiges Prozesspaar 

2 1 4 Dabei wird jedoch der Aspekt vernachlässigt, dass wegen des zu erzielenden (ggf. 
fast sicher) positiven Endvermögens (stets) ein verschuldungsfähiges Vermögen vorhanden 
ist, so dass der Prozess 7τκ(·)  zusammen mit ck(-) a priori nicht zulässig bezüglich des 
dadurch generierten Vermögensprozesses X X,CK , π (.)  bei χ  = χ  — Χξ zu sein braucht. Dieser 
Aspekt ist jedoch auch im Fall χ > χ ξ, zumindest implizi t , zu berücksichtigen, weshalb auf 
eine eigenständige Diskussion für χ = Χξ verzichtet wird. Das Postulat, dass in diesem Fall 
ein Konsum von null folgt, ergibt sich ebenfalls aus dieser Erörterung, wobei noch der Fall 
zu unterscheiden ist, dass das Prozesspaar (οκ(ί),πκ(ί))  (t  G [0,T]) für  ck(-) = 0 evtl. 
nicht in der Menge Ακ {%) ist und dann keine Lösung existiert. 

215 V g l Karatzas/Shreve (1998), S. 111; vgl. auch die Anmerkung zur Annahme 
bezüglich X Ke(·) in Fn. 191, S. 90. 

2 1 6 Es ist analog wie bei der simultanen Konsum- und Endvermögensoptimierung vor-
zugehen; vgl. S. 91. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 105 

(c(.),7f(.)), für das Ho(t)c(t)  dt]  < χ  (neben: E f  m in [0, Ui{t,  c(t))]  dt 

> —oc und X X,C,7 V(.)  ist nach unten beschränkt) gi l t . 

Aufgrund der Vollständigkeit des Kapi ta lmarktes ist zudem 
(CK(-)M')) e A(x).  Dami t ist (π 0 ,κ : ( ί ) ,π^ ( ί ) ) = ( ì f o , k ( ì ) , ^ ( ì ) ) + 
( 7 Γ ο ( 0 < t < Τ)  ein zulässiger Portfolio-Prozess,  der das Problem 
(/C) löst. 

Bei der Best immung von ί τκ ( · ) kann wiederum auf die Ausführungen des 
vorangegangen Abschnittes verwiesen werden. In analoger Anwendung von 
Satz 2.19 i s t 2 1 7 : 

X K(t)  = 
H0(t) 

E J HQ(S)CK{ s) ds I Tt t  G [0, T ] , (2.53) 

der Vermögensprozess zu (c/<-(.),7T/<-(.)) und der Portfolio-Prozess  selbst ist 
für  t  G [0, T]  gegeben durch: 

7T K(t)  = (a'(t))- 1 (2.54) 

mi t dem Prozess φ κ { · ) aus der Mart ingaldarstel lung von: 

Γ H0(S)CK( 
J Ο 

MK(t)  := E /  H0(s)c K(s)ds  | T t , t e [Ο,Τ], (2.55) 

mi t / 0 | | ? Μ * ) Ι Ι
2

Λ < ο ο . 

Der Vermögensprozess zum Konsum-/Portfol io-Prozesspaar  (c/<-(.),πκ(·)) 
erhält dami t die Gestalt: 

χ^Κ,πκ  (+\  _ 
ι 

H0(t) 
E jΓ H0(s)c K(s)ds Tt •Ε[Ηο(Τ)ζ I Tt])  , te [0,T]. 

(2.56) 

Bemerkung:  Die Entnahmeopt imierung ist auch dann anwendbar, wenn an-
stelle des vorgegebenen End Vermögens bzw. zusätzlich zu diesem noch ein 
Mindestkonsumprozess c(.) zu erfüllen ist, über den hinaus erst Nutzenstif-
tung statt f indet. Stat t des (ggf. auch zusätzlich zu dem) für das vorgegebene 

Endvermögen bereitzustellenden Betrages Χξ = Eq  j ist dann der Be-

trag χ = Eq [ / 0
T iT^y cfój vom vorhandenen Anfangsvermögen χ ( > x [ + x ] ) zu 

reservieren. 

2 1 7 Vgl. auch Karatzas/Shreve  (1998), S. 112. 
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106 2. Ideale Kapitalmärkte 

Analog der Entnahmeoptimierung bei gegebenem Endvermögen erfolgt die 
Optimierung  des Endvermögens  bei gegebenen Entnahmen : 

Problem ( £ ) 2 1 8 : 
Gegeben sei ein messbarer, nicht negativer Entnahmestrom J Q

T c(t)  dt , der 
die vorgegebenen Konsumentnahmen während des Planungszeitraumes re-
präsentiert. Für ihn gelte: — ^o ^ ^ y dt]  m i t χδ G [0, oo). Finde dann 

ein optimales Paar (c,π^) G v4(x), d.h. (noch) einen zulässigen Portfolio-
Prozess (πο,E(-)J π£;(·))> für den gi l t : 

V E(x)  := sup £7 ρ / 2 (Χ * · δ · π (Τ ) ) ] , (2.57) 
(c,n)€Aj. :(x) 

wobei 
^ ( z ) := {(c,tt) G ̂ ( χ ) I E [U 2(X x'*'*(T))] > - o o } . (2.58) 

Analog zur Entnahmeoptimierung wurde bereits vorausgesetzt, dass das op-
t imale Konsum-/Portfolio-Prozesspaar  lediglich die verlangten Entnahmen 
/ Q

T  c(t)  dt  und keine darüber hinausgehenden beinhaltet. Für die Existenz ei-
nes (nicht tr ivialen) Optimierungsproblems wi rd im Weiteren χ : = χ — χ δ > 0 
als positives Ausgangsvermögen, welches in ein optimales End vermögen trans-
formiert  werden soll, vorausgesetzt. 

Die Lösung des Problems (S) erfolgt  analog der des Problems (/C), wobei 
wiederum auf die Vorgehensweise zur Lösung von Problem (ICS)  aus Abschnitt 
2.2.3.2 zurückzugreifen  ist. Die Betragsfunktion  Xe(v)  (mi t Umkehrfunkt ion 

: (0, oo) —• (0,ZE) — ZE  analog Gl. (2.42) definiert)  hat nunmehr die 
Gestalt: 

X E(y) := E [Ho(T)I 2(yHo(T))] , y  G M + + ; (2.59) 

für sie wi rd ve r lang t 2 1 9 : 

Annahme: XE(V)  < OO, \/y  G 

Als optimales End vermögen ergibt sich: 

ξΕ = i2(y E(x)H 0(T)). 

Der optimale Portfolio-Prozess  ΤΓΕ (-) setzt sich addi t iv zusammen aus dem 
Prozess ΤΓΕ (-), der nunmehr der Realisierung des festgelegten Konsums c(.) 
dient, und dem Prozess TTE(-)J  der i m Hinblick auf den Erwartungsnutzen 
aus dem Endvermögen bei verschwindenden Konsumentnahmen opt imal ist 

= (ττ0,£;( ί),7Γ^( ί)) + (π 0,£?(ί),7Τ^(ί)) (0  < t < Τ)).  Der 
Vermögensprozess zum (optimalen) Portfolioprozess πχ ( · ) beim Anfangs-
vermögen χ i s t 2 2 0 : 

= L T M E L H O ( T ) I E  I TT\  ; (2.60) 

2 1 8 Vgl . Karatzas/Shreve (1998), S. 114 f., bzw. Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987), 
S. 1567 ff.,  dargestellt auch bei Elliott /Kopp (1999), S. 263 ff.,  jeweils ohne vorgegebenen 
Entnahmestrom. 

2 1 9 Vgl . Karatzas/Shreve (1998), S. 111. 
2 2 0 Vgl . Karatzas/Shreve (1998), S. 114. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 107 

ferner  ist der Portfolio-Prozess π(.) für  t Ε [0, Τ]  gegeben durch: 

π Β ( ί ) = ( σ ' ( ί ) Γ
1 ^ l l ü + X E ( t ) f f ( t ) )  (2-61) 

m i t dem Prozess ΦΕ{·) aus der Mart ingaldarstel lung von: 

ME(t)  := Ε[Η 0(Τ)ξ Ε I T t]  = HQ{t)X E{t),  t Ε [Ο,Τ], (2.62) 

wobei JQ dt  < oc ist. Der Vermögensprozess zum Portfolio-Prozess 
πΕ (·) sieht danach wie folgt aus: 

£ Ho(s)c( s) ds Ι T t + Ε  [Ηο(Τ)ξ Ε I Tt})  , i E [Ο,Τ]. 

(2.63) 

Anstel le eines vorgegebenen Konsumstromes, resp. zusätzlich zu einem sol-
chen, kann auch ein ^ - m e s s b a r e s Mindestend vermögen ξ vorgegeben sein, 
bei dessen Uberschreiten erst ein Nutzenbeitrag entsteht. Die Konsumopt i -
mierung bei gegebenem Endvermögen (und Mindestkonsumstrom) sowie die 
Endvermögensoptimierung bei gegebenem Entnahmestrom (und Mindestend-
vermögen) sollen jeweils an einem Beispiel, das an Beispiel 2.5 anknüpft , auf-
gegriffen  werden. 

Beispiel 2.6 zu Konsumoptimierung  und zu Endvermögens  Optimierung 
Gegeben seien ein Mindestkonsum (prozess) c(.) und ein Mindestend-
vermögen ξ — jeweils geeignet gewählt —, so dass gi l t : χ = 
E  |Y 0

T Ho(t)c(t)  dt  + i / o C O i ] · Das Anfangsvermögen χ des Investors sei 
größer als die zur Deckung der Minimalanforderungen notwendige Anfangs-
ausstattung: χ := χ  — χ  > 0. 

Für das Konsumoptimierungsproblem  werde eine logarithmische Nutzen-
funkt ion m i t konstantem Dämpfungsterm unterstel l t , so dass sich Folgendes 
ergibt: 

U\{t,  c) = e~kt In c; U[(t,  c) = e~kt±; h(t,y)  = e~kt\-

Χκ(ν)  = Ε 
Der Nutzen stiftende, opt imale Konsumprozess hat dann die Gestalt: 

CK{t)  = h{t,y K{X)Ho{t))  = e~kt
7 ^ , t Ε [Ο,Τ]. 

(Der gesamte Konsumprozess ergibt sich folglich zu c(.) = CK(·)  + c(.).) Der 
zum Konsumprozess CK(-)  gehörende Vermögensprozess ist (t Ε [0, Τ}): 
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108 2. Ideale Kapitalmärkte 

Das Mar t inga l Μχ(.)  ist wie bereits in Beispiel 2.5 eine Konstante, denn für 
t e [Ο,Τ] g i l t : 

MK(t) = E 

= E 

J H0(s)c K(s)ds I TT 
ο 
τ 
f  Ho(s)c K(s)ds  I ^ 

= E jH 0(s)e- xk 
1 - e~K F) Ho(s] -kT] 

xk 

• f  H0(s)c K(s)ds 
0 

ds I T t 

+ J H „ W e 

= 

) i f o W 
ds 

Folglich ist ΨΕ (-) = 0η· Für die zu optimierende Portfolio-Prozesskomponente 
7Γκ(.) g i l t dami t : 

πκ ( ί ) = ( σ ' ί ί ) ) - 1 * * ^ « ) = (σ ' ( ί)) _ι χ e -e -G(t),  te [0,T]. 
H0(t)  1 — e~kT 

Die Best immung des opt imalen Portfolio-Prozesses  setzt folglich voraus, dass 
das relevante Ausgangsvermögen χ berechenbar ist. Dazu muss der für die 
Mindestanforderungen in t = 0 notwendige Betrag χ ermi t te l t werden können. 
Dies ist jedoch nicht ohne eine zusätzliche Spezifizierung der Prozesse möglich. 
Deshalb sei angenommen, dass der risikolose Zinssatz-Prozess r ( . ) determinis-
tisch und die Konsum- bzw. Endvermögensvorgaben jeweils Konstanten seien 
(c(.) = c, ζ konstant). 

Zum gesuchten Portfolio-Prozess πκ { · ) kann der folgende Vermögenspro-
zess angegeben werden: 

X K{t) 
H0(t) 

E 
1 

j HQ(S)C(S) 
ds + H0(T)$,  I Tt t  e [ο,τ], 

welcher sich nach Voraussetzung (insbesondere der Martingaleigenschaft  von 
Zo(.)) vereinfachen lässt zu: 

Χ*®  = raij^5) 1 + I 

Ferner ist folgendes Mar t inga l gegeben (t e [Ο ,Τ ]): 

MK(t) = E f  Ho(s)c(s)  ds + Η0(Τ)ξ I Tt 

cfHo(s)ds  + cfE[Ho(s)  | T t]  ds + ξΕ [H 0(T)  \ T t] 

cjHo(s)  ds + Zo(t)  (cf  s^jds  + ξ - ^ j 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 109 

Für dieses gilt mi t dZ 0(t)  = -Z0(t)e f(t)dW(t): 

dM K(t)  = (^cHo(t)-cZo(t)^yj  dt+  + dZ 0(t) 

= - Z o i t ì ^ c f ^ d s + t ^ r j ^ O ' i t ì d W i t ) , i E [Ο,Τ]. 

Für den Integranden-Prozess in der Martingaldarstellung von Μκ(·)  ist da-
mit : 

$K(t)  = -Z0(t)  (c j  ^ ds + ί g r ^ y j  t  €  [0,T], 

so dass der zugehörige Portfolio-Prozess  analog Gl. (2.47) für  t  G [0, T]  lautet: 

M t ) = ( - ' « Γ
1 ( - H + W + = o . 

Vollständig formuliert  ist der Portfolio-Prozess  somit gegeben als (πο ,κ( ϊ), 
7t' K(t))  = (Χκ(ϊ),  0) (t  G [0,T]). Dies entspricht der Anlage des gesamten 
Vermögens im risikolosen Bond. Der Portfolio-Prozess  spiegelt hierdurch wi-
der, dass die Auszahlungsanforderungen  in Gestalt des Konsumprozesses c(.) 
sowie des Endvermögens ζ Konstanten sind und beide Komponenten deshalb 
bei sämtlichen Umweltentwicklungen denselben Wert aufweisen müssen. Min-
destentnahme und Mindestend vermögen sind damit als risikolos vorgegeben. 
Die Erfüllung dieser Vorgabe ist nur mit einer risikolosen Anlage des hierfür  in 
t  = 0 notwendigen Betrages χ zu gewährleisten. Darüber hinaus ist die Bestim-
mung des Betrages χ hier nur möglich, weil der Zinsprozess deterministisch 
ist. Bei einem sich stochastisch entwickelnden risikolosen Zinssatz2 2 1 wüsste 
man in t  = 0 nicht mit Sicherheit, welcher Betrag für die fixierten Entnahmen 
und das vorgegebene End vermögen bereitzustellen ist. Für den resultieren-
den Portfolio-Prozess  ergibt sich für das Beispiel nun = TTK (Ì ) sowie 
7Γ0,K(t)  = X K(t)  + X K(t)  - ir' K{t)l n (t E [0, Τ]). 

Im zweiten Teil des Beispieles geht es um das Problem der End-
vermögensoptimierung,  für das von einer Nutzenfunktion vom „power type" 
und den folgenden daran anknüpfenden Funktionen ausgegangen w i r d 2 2 2 : 

U2{i)  = (β  < ι , β φ 0); Ufä)  = ξ " - 1 ; h{y)  = y^; 

X E(y)  = E[H 0(T)I 2(yH 0(T))}=y>^E  [(H 0(T))&]  = yT^X E(1); 

2 2 1 Der Prozess r(.) beschreibt einen risikolosen Bond, sofern er vorhersagbar ist. Hierbei 
bezieht sich die „Risikolosigkeit" auf einen infinitesimalen Anlagezeitraum. 

2 2 2 Ein Dämpfungsterm entfällt. Bei gegebenen Parametern k  und Τ  würde die Erwei-
terung der nachfolgend aufgeführten  Punktion vom „power type" um den Faktor e~kT  > 0 
nur eine positiv affine  Transformation  der Nutzenfunktion bewerkstelligen, welche jedoch 
dieselbe Präferenzordnung  implizieren würde; vgl. v.  Neumann/Morgenstern  (1973), S. 25. 
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110 2. Ideale Kapitalmärkte 

Das optimale Endvermögen (ohne Mindestendvermögen) ist nun: 

ξΕ = Hy E{x)Ho{T)) = ( ^ Y y ) ( t fo(T))7^r. 

Als Vermögensprozess ergibt sich: 

= W t ) E [ H o { T ) i i E 1 ^ 

= W t k l i y s [ ( f f o ( T ) ) A ι t e [ 0 , n 

Analog der Vorgehensweise in Beispiel 2.5 werden die folgenden Prozesse ver-
wendet (t  G [0,T]) : 

wobei das Mart ingal A(.) unmit telbar dem genannten Beispiel entnommen ist, 
so dass wiederum dA(t) = - A(t)  j^jO'(t)  dW(t)  sowie A(0) = 1 vorausgesetzt 

werden kann. Dami t ist E [(Η 0(Τ))^  ι =E[rh(T)A(T)  \ F t]. 

U m einen Portfolio-Prozess  explizit herleiten zu können, sind weitere An-
nahmen bezüglich der Parameterprozesse notwendig. I m Folgenden wi rd des-
halb wieder von deterministischen  Parameterprozessen ausgegangen. Dann 
gi l t für  t  G [0,T]: 

Ε [m(T)A(T) I T t\ = Λ(t)m(T) sowie X E(l) = A(0)m(T) = m(T). 

Der Vermögensprozess stellt sich nun dar als: 

Für das Mart ingal ME(.)  gi l t für  t  G [0,T]: 

ME(t) = H0(t)X E(t) = xA(t)  und 
dM E(t) = xdA(t)  = -xA(t)-£ iff{t)dW(t) i 

so dass ψ Ε ( ί ) = - x A ( t ) - ß ^ j 6 ( t ) = - j ^ H 0 ( t ) X E ( t ) e ( t ) und schließlich 

(t) = ( σ ' Μ ) - 1 f - ^ i i o W ^ W ö W J p j π
Ε\ . 

= (a'wr'^XEimt). 

Voraussetzung für die Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses  ist, dass 
das für den zu optimierenden Teil zur Verfügung stehende Anfangsvermögen 
χ  bekannt ist. Bei konstanten c(.) ξ c und ζ  kann χ  wie im ersten Teil dieses 
Beispieles ermit te l t werden. Es gi l t dann analog πΕ(.)  = 0 sowie nE(t) = ir E(t) 
und ^E{t) = X E(t) + X E(t) - TT f

E(t)l n (t  G [0,T]) . • 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 111 

Der Fall einer Entnahmeoptimierung bei einem vorgegebenen, konstan-
ten Mindestkonsumstrom und ohne Mindestendvermögen (Problem (E) mit 
c(.) = c, ζ = 0) ist äquivalent zur Entnahmeoptimierung mit einer Nutzen-
funktion U{c  — c), deren Definitionsbereich durch (c, oc) bzw. [c, oc) gegeben 
ist und folglich nicht in die Klasse der hier betrachteten Nutzenfunktionen 
fällt. Das Problem entspricht der Entnahmeoptimierung mit Erhaltungskon-
sum, wie sie in Karatzas/Shreve  (1998), S. 113 f., dargestellt ist. Analoges gilt 
für die Vorgabe eines deterministischen Mindestendvermögens im Rahmen ei-
ner Endvermögensoptimierung bei vorgegebenem Konsum von null, wie bei 
Karatzas/Shreve  (1998), S. 115 f., beschrieben (Portfolio- Versicherung). Bei-
de Optimierungsprobleme sind folglich Spezialfälle der in diesem Abschnitt 
behandelten Entnahme- bzw. Endvermögensoptimierung mit (allgemeinen) 
Mindestkonsum- oder/und Mindestendvermögensvorgaben 223. 

Damit ist die Behandlung der Optimierungsprobleme auf vollständigen Ka-
pitalmärkten in ihrer bisher eingeführten, allgemeinen Form im Wesentlichen 
abgeschlossen. Der nachfolgende Abschnitt dient der Ergänzung der Rahmen-
bedingungen um den Fall von Steuern auf Vermögenszuwächse. Dem schließt 
sich eine Darstellung des Spezialfalles deterministischer Parameterprozesse 
an. 

2.2.3.4 Ergänzung  der  Idealmarktbedingungen  um ein Steuersystem 

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Darstellung der dynamischen 
Portfolio-Optimierung  unter den idealen Marktbedingungen des Abschnit-
tes 2.1.2, welche nunmehr durch ein Steuersystem ergänzt werden. Hierfür 
wird im Folgenden zunächst das Steuersystem charakterisiert. Daraus leitet 
sich eine modifizierte Vermögensgleichung ab, die letztlich zu veränderten 
optimalen Portfolio-Prozessen  im Rahmen einer Entnahme- und/oder End-
vermögensoptimierung führt. 

Annahmen: Steuersystem S 

• Es werden lediglich Ertragsteuem  betrachtet, denen in kumulierter Wir-
kung ein konstanter, effektiver  Ertragsteuersatz  st  zugeordnet wird. Die 
Steuer ergibt sich durch Mult ip l ikat ion von st  mit der Steuerbemessungs-
grundlage. 

• Die Bemessungsgrundlage entspricht der Reinvermögensänderung aufgrund 
von Anlagen in den Investitionsobjekten (Long-Positionen in Bond, Akt i -
en) und Finanzierungen (festverzinsliche Verschuldung durch Bondemissi-
on, Aktienleerverkäufe)  und entspricht der Summe aus Wertänderungen 
und Ausschüttungen. Die Wertänderungen bestimmen sich dabei nach 
2 2 3 M i t stochastischen derartigen Vorgaben befasst sich demgegenüber Bardhan  (1994) 

in dem komplexeren Kontext unvollständiger Kapitalmärkte. 
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112 2. Ideale Kapitalmärkte 

Marktwerten, d.h. „Abschreibungen" und „Zuschreibungen" werden durch 
Marktwertänderungen von Vermögens- und Schuldpositionen impl iz i t 
erfasst.  (Konsum-)Entnahmen werden nicht besteuert, ebenso wenig 
Rückzahlungen von Anlagen oder Finanzierungen. Freibeträge oder Frei-
grenzen bleiben unberücksichtigt. 

• Es wi rd von zeitstetiger Besteuerung ausgegangen224 . Dabei erfolgt  ein un-
begrenzter und sofortiger  Verlustausgleich. 

M i t den aufgeführten  Annahmen wi rd zumindest hinsichtlich ihrer 
grundsätzlichen Ausrichtung tendenziell eine Annäherung der hier unter-
stellten Besteuerung an bestehende Steuersysteme gesucht. Al ternat iv , hier 
also nicht gewählt, könnte auch ein „theoretisches" Steuersystem als Vor-
bi ld dienen, welches bestimmte Postulate, wie bspw. Investit ionsneutral i tät, 
e r f ü l l t 2 2 5 . Da der Anwendungsaspekt der Optimierungskalküle und nicht etwa 
die Untersuchung verschiedener Steuersysteme selbst im Mi t te lpunk t steht, ist 
jedoch eine Orientierung an (aus Theoriesicht u.U. „fragwürdigen")  Gegeben-
heiten angezeigt und folglich der erste Weg zu wählen. Da aber insbesondere 
aus Gründen der Umsetzbarkeit in das zeitkontinuierliche Marktmodel l im-
mer noch diverse Vereinfachungen gegenüber realen Steuersystemen, wie im 
Besonderen auch dem deutschen, unvermeidlich sind, kann die Annäherung 
an das gesteckte Ziel allerdings nur grob sein. Vor diesem Hintergrund soll das 
Annahmensystem kurz diskutiert und bereits mi t Blick auf Umsetzungserfor-
dernisse in gewisser Weise gerechtfertigt  werden. Als Referenz dient dabei das 
deutsche  Steuerrecht. 

Die Annahme eines konstanten Steuersatzes kann unter zwei Bl ickwinkeln 
betrachtet werden. Zunächst blendet ein von der Höhe des Einkommens bzw. 
allgemeiner der Bemessungsgrundlage unabhängiger, also bezüglich kon-
stanter Steuersatz Effekte  einer progressiven Besteuerung aus. Dort wo diese 
keine Rolle spielt, wie bspw. wenn die Steuer nur auf Ebene einer Körperschaft 
betrachtet wird, beinhaltet diese Prämisse somit auch keine Einschränkung ge-
genüber realen Verhältnissen. Für die hier betrachtete dynamische Portfolio-
Opt imierung würde dieser Fall insbesondere dann eintreten, wenn das Portfo-
lio das Vermögen einer Kapitalgesellschaft repräsentiert, dessen (nicht durch 
Entnahmen/Ausschüttungen induzierte) Änderung einer proportionalen, de-
finitiv wirkenden Körperschaftsteuer  unterworfen  wäre und die Betrachtung 

224 V g l  a u c h Niemann (1999), S. 355, im Kontext der Besteuerung einer Realoption. 
2 2 5 Zumindest in Bezug auf die meisten Staaten, für die eine Anwendung der hier behan-

delten Investitionsprobleme in Betracht kommt, sind die gewissen Neutralitätspostulaten 
genügenden Steuersysteme nicht realisiert. Zum deutschen Steuersystem vgl. diesbezüglich 
Wenger (1986), S. 133 ff.  Eine gewisse Ausnahme bildet Kroatien, in dem eine zinsbereinigte 
Steuer auf Unternehmensgewinne eingeführt  wurde; vgl. Schmidt/Wissel/Stöckler (1996). 
Zu einer Diskussion idealer Steuersysteme vgl. Wenger (1983), Wagner/Schwing  er (1991) 
und Schwinger (1992). Zu verschiedenen Ausprägungen der Entscheidungsneutralität von 
Steuersystemen vgl. die konzise Beschreibung in Rümmele (1998), S. 32 ff. 
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2.2 Invest i t ionsentscheidungen auf vo l ls tändigem K a p i t a l m a r k t 113 

h i e r a u f b e s c h r ä n k t b l i e b e 2 2 6 . V o m G r u n d s a t z her en t sp r i ch t d ieser Sachver-
h a l t fü r Kap i t a l gese l l s cha f t en d e m deu tschen S teue rsys tem nach E i n f ü h r u n g 
des H a l b e i n k ü n f t e v e r f a h r e n s ,  nach w e l c h e m U n t e r n e h m e n s g e w i n n e ü b e r e ine 
p r o p o r t i o n a l e K ö r p e r s c h a f t s t e u e r  m i t e i n e m Satz v o n 25 % bes teuer t wer -
d e n ( fü r V e r a n l a g u n g s z e i t r a u m 2003 e i n m a l i g : 2 6 , 5 % ) ; h i n z u k o m m t e in 
So l i da r i t ä t szusch lag i n H ö h e v o n 5 , 5 % a u f d ie K ö r p e r s c h a f t s t e u e r ,  w o b e i 
d ie G e w i n n e v o r K ö r p e r s c h a f t s t e u e r  u n d So l i da r i t ä t szusch lag be re i t s m i t ei-
ner Gewerbes teue r i n e iner o r t s a b h ä n g i g e n H ö h e bes teuer t w o r d e n s i n d 2 2 7 . 
W i r d e in E n t n a h m e z i e l ( E n t n a h m e o p t i m i e r u n g , s i m u l t a n e E n t n a h m e - u n d 
E n d V e r m ö g e n s o p t i m i e r u n g ) u n t e r s t e l l t , e rschein t a l l e rd ings d ie Rea l i s i e rung 
der P o r t f o l i o - V e r w a l t u n g i m R a h m e n e iner Kap i t a l gese l l scha f t als n i ch t u n -

2 2 6 Entnahmen, die dann auf Ebene des Unternehmenseigners ggf. noch einer 
persönlichen Einkommensteuer unterliegen, würden das Vermögen der Unternehmung ledig-
lich „bru t to" berühren; ihre Wirkung auf die Konsumpräferenz  wäre in der Nutzenfunktion 
des Investors zu erfassen. Allerdings entsteht dabei das Problem, dass in einem Konsum 
berücksichtigenden Optimierungsproblem, wie es hier durch die zeit- und zufallskontinuier-
liche Modellierung gegeben ist, nicht zwischen einer Rückzahlung eingebrachten Vermögens, 
soweit dies bei Rechtsformen der Kapitalgesellschaften überhaupt möglich ist (siehe dazu 
im Folgenden), und einer Ausschüttung differenziert  werden könnte, so dass auf der nachge-
lagerten Eignerebene allenfalls eine pauschale Berücksichtigung von Steuern möglich wäre. 

2 2 7 Die Gewerbesteuer beträgt 5 % (Steuermesszahl; § 11 Abs. 2 GewStG) auf den Ge-
werbeertrag multipliziert mit einem gemeindespezifischen Hebesatz (§ 16 Abs. 1 GewStG). 
Sie ist von ihrer eigenen Bemessungsgrundlage abzugsfähig. Der effektive  Gewerbesteuersatz 
s te

g { f ' , der dem auf den Gewerbeertrag anzuwendenden Steuersatz unter der Prämisse der 
Nicht-Abzugsfähigkeit der Steuer von ihrer eigenen Bemessungsgrundlage entspricht, ergibt 
sich aus dem nominellen Gewerbesteuersatz stg£ m',  der sich als Produkt von Steuermess-
zahl und Hebesatz darstellt, zu stg fe f' = ϊ^ρτττπτ-· Von dem um die Gewerbesteuer vermin-
derten Gewinn ist die Körperschaftsteuer  durch Anwendung des Körperschaftsteuersatzes 
stkst v o n 25 % zu ermitteln (§ 23 Abs. 1 KStG). Auf die Körperschaftsteuer  wird der So-
lidaritätszuschlag mit einem Satz stsoiz von 5, 5 % erhoben (§§ 3 Abs. 1 Nr. 1, 4 SolZG). 
Insgesamt ergibt sich somit ein Steuersatz von st = st^gj'  + (1 — st^')stk st{  1 + stso[ z) = 
st^J'  + stkst(  1 + stsou)  (1 + st Solz).  Von Detailregelungen, wie bspw. Un-
terschieden zwischen der gewerbe- und der körperschaftsteuerlichen  Bemessungsgrundlage 
durch Hinzurechnungen und Kürzungen (§§ 8, 9 GewStG) wird abgesehen. Gleiches gilt für 
verschiedene Rechtsformen, besonders die Personenhandelsgesellschaften, hinsichtlich etwai-
ger Freibeträge oder nach Höhe der Einkünfte gestaffelter  Sätze ( § 1 1 GewStG). Das Halb-
einkünfteverfahren,  das durch das Gesetz zur Senkung der Steuersätze und zur Reform der 
Unternehmensbesteuerung (Steuersenkungsgesetz) vom 23.10.2000 (BGBl. I 2000, S. 1433) 
mit Wirkung zum 1.1.2001 eingeführt  wurde, beinhaltet neben der Besteuerung auf Ebene 
der Körperschaft  aufseiten des Anteilseigners, sofern es sich um eine natürliche Person oder 
eine Personenhandelsgesellschaft  handelt, dass nur noch die Hälfte der Gewinnausschüttung 
seiner persönlichen Einkommensteuer unterliegt (§ 20 Abs. 1 Nr. 1 EStG i.V.m. § 3 Nr. 40 
l i t . d EStG). Mi t dem Halbeinkünfteverfahren  wurde das Anrechnungsverfahren  abgelöst, 
welches die Anrechnung der vom Unternehmen auf Ausschüttungen geschuldeten und ab-
geführten Körperschaftsteuer  beim Eigentümer auf dessen Einkommensteuerschuld vor-
sah; vgl. zu den Verfahren  Eisele  (2002), S. 182. Zudem bestand ein „gespaltener" 
Körperschaftsteuersatz  zwischen thesaurierten und ausgeschütteten Gewinnen. Im Rah-
men eines steuerlichen Anrechnungssystems würde sich für den gegebenen Modellrahmen 
das in Fn. 226, diese Seite, angesprochene Problem ergeben, dass nicht zwischen Kapi-
talrückzahlungen und Ausschüttungen differenziert  werden könnte, wobei sich die steu-
erliche Behandlung von Ausschüttungen durch die Anrechnung noch weitaus komplexer 
gestalten würde. 
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114 2. Ideale Kapitalmärkte 

problematisch, zumal sich die Herausnahme eingebrachten Vermögens als 
schwierig bzw. als nicht mi t der nötigen Flexibi l i tät möglich e rwe is t 2 2 8 . An-
ders verhält es sich zudem, wenn die Besteuerung auf Einzelinvestorebene 
zugrunde gelegt wird, sei es weil die Portfolio-Verwaltung  in der Sphäre einer 
Personenhandelsgesellschaft  (oder einer sonstigen diesbezüglich vergleichba-
ren und steuerlich als gewerblich zu betrachtenden Form) oder aber in der 
Privatsphäre des Investors erfolgt.  Hierzu gehört auch die Realisierung des 
Portfolio-Managements im Rahmen einer Kapitalgesellschaft, jedoch bei Be-
trachtung der steuerlichen Wi rkung bis auf die Ebene des Anteilseigners. Ab-
weichungen hinsichtlich der Konstanz des zu verwendenden Steuersatzes er-
geben sich bei dieser Betrachtung jedoch lediglich für Einkommensbereiche 
(bzw. für die Einkommensteile) unterhalb einer Grenze, ab der ein (konstan-
ter) Höchststeuersatz g i l t 2 2 9 . 

Neben dem Aspekt einer progressiven Besteuerung impliziert die hier ge-
troffene  Annahme zudem die Konstanz des Steuersatzes über die Zeit hin-
weg. Dass der Steuersatz st  als zeitkonstant betrachtet wird, dient weitgehend 
lediglich der vereinfachten Herleitung des Steuereinflusses auf die Portfolio-
Strukturierung. Für sämtliche weiteren Ausführungen könnte der Steuersatz 
auch als Funkt ion der Zeit abgebildet werden; in dieser Allgemeinheit ist 
aber gleichwohl ein jederzeit beschränkter, deterministischer Steuersatz vor-
auszusetzen. Eine von Letzterem abweichende Unterstellung bezüglich Be-
schränktheit oder Determiniertheit des Steuersatzes erschiene aber auch nicht 
— oder zumindest schwerlich — mi t der Erfahrungswelt  vereinbar. Denn zum 
einen sollte sich der Steuersatz aus Plausibil i tätsgründen stets zwischen 0 und 
100 % bewegen (st(t)  G [0,1], Vi) , zum anderen würde die Annahme eines 
stochastischen Steuersatzes im gegebenen Kontext der Unsicherheitsmodellie-
rung bedeuten, dass der Steuersatz mi t der unterstellten F i l t ra t ion messbar 
ist, welche sich allerdings an den die Aktienkursentwicklung kennzeichnenden 
Wiener-Prozessen orientiert. Folglich würde eine Formulierung des Steuersat-
zes als stochastischer Prozess nahe legen, dass sich der Gesetzgeber bei der 
Festlegung des Steuersatzes an der Entwicklung der Wertpapierpreise orien-
t iert. Davon ist aber nicht auszugehen230 . Bereits gegen eine Modell ierung 

2 2 8 Nach deutschem Recht besteht ein grundsätzliches Rückzahlungsverbot von Einlagen 
bei Aktiengesellschaften (§ 57 AktG) und Gesellschaften mit beschränkter Haftung (§ 30 
GmbHG). Möglichkeiten zur Auszahlung von Einlagen bestehen durch Kapitalherabsetzung 
(§§ 222 ff.  Ak tG, § 58 GmbHG) oder Liquidation (§ 262 Ak tG, § 60 GmbHG). 

2 2 9 In der Bundesrepublik Deutschland wird im Veranlagungszeitraum 2005 der Teil 
des zu versteuernden Einkommens natürlicher, unbeschränkt einkommensteuerpflichtiger 
Personen, der 55.151 EUR übersteigt, proportional mit 42 % Einkommensteuer belastet 
(für 2004 gilt ein Satz von 45 %; §§ 52 Abs. 41, 32a Abs. 1 EStG); im gegebenen Kontext 
sei auf die Ermäßigung für gewerbliche Einkünfte nach § 35 EStG hingewiesen. 

2 3 0 Dass ein gewisser Wirkungszusammenhang zwischen der Situation auf den Kapi-
talmärkten und der Besteuerung besteht, soll damit aber natürlich nicht negiert werden. 
Indiz hierfür  sind die verstärkt in ökonomischen Krisensituationen aufkommenden Diskus-
sionen über die Senkung von Steuersätzen. Derart komplexe Wirkungszusammenhänge sind 
gleichwohl jenseits dessen, was im gegebenen Modellkontext abgebildet werden kann, re-
spektive im Rahmen einer Modellanwendung auswertbar ist. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 115 

des Steuersatzes als zeitabhängige Größe mag sprechen, dass Änderungen der 
steuerlichen Rahmenbedingungen nicht mi t hinreichender Bestimmtheit ange-
nommen werden können und insofern die Vermutung eines Fortbestehens der 
jeweils gegenwärtigen Verhältnisse zumeist sachgerecht ist. Eine Ausnahme 
könnten bereits gesetzlich fixierte Steuersatzänderungen für zukünftige Veran-
lagungszeiträume b i l den 2 3 1 . Dami t bleibt festzuhalten, dass die weiteren  Her-
leitungen  bei beschränkten,  deterministischen  Steuersätzen  (mit  geringfügigen 
Anpassungen) ihre  Gültigkeit  behalten,  eine weit erreichende Modell ierung aber 
wenig Sinn macht. 

Die Gleichsetzung der Bemessungsgrundlage mi t der Veränderung des 
Reinvermögens geht im Grundsatz konform mi t der Ermi t t lung des steu-
erlichen Gewinns nach den §§ 4 Abs. 1, 5 EStG für Einkünfte natürlicher 
Personen aus Gewerbebetrieb bzw. nach § 8 KS tG für Kapitalgesellschaften 
respektive Körperschaften,  wobei die folgenden Ausführungen zunächst 
buchführungspflichtigen  Unternehmungen gelten. Insbesondere sind danach 
Entnahmen (wie auch Einlagen) erfolgsneutral  zu behandeln, d.h. sie gehen 
nicht in die steuerliche Bemessungsgrundlage ein. Abweichungen der Realität 
gegenüber dem Model l ergeben sich dann durch die Periodisierung der (über 
den gesamten Planungszeitraum festzustellenden) Reinvermögensänderung, 
welche sich in einem unterschiedlichen zeitlichen Anfal l der Steuerzahlungen 
niederschlägt. In dieser Hinsicht w i rk t zudem die Annahme einer zeitstetigen 
Besteuerung (für alle rechtlichen Rahmenbedingungen der Investit ion) 
realitätsverzerrend.  Zur I l lustrat ion des ersten verzerrenden Tatbestandes 
ist auf einen sich aus der Periodisierung ergebenden Zeitabschnitt (Veranla-
gungszeitraum) abzustellen. Für diesen ergeben sich Divergenzen zwischen 
existentem deutschen Steuerrecht und der im Model l unterstellten Besteue-
rung von Marktwertänderungen. Die Unterschiede entstehen vor allem durch 
das für jedes einzelne Anlagegut geltende Anschaffungskostenprinzip.  Danach 
bilden die Anschaffungs-/Herstellungskosten,  ggf. vermindert um planmäßige 
Abschreibungen (fortgeführte  Anschaffungs-/Herstellungskosten),  die Ober-
grenze für den (Buch-)Wertansatz des Gutes in der Steuerbilanz (§ 6 Abs. 1 
Nr. 1 und 2 EStG). Lediglich durch Verkauf realisierte Wertsteigerungen 
von Anlagen, die über die Anschaffungskosten  hinausgehen, sind für die 
Besteuerung relevant. Die Berücksichtigung einer solchen Bedingung würde 
erfordern, dass nicht nur bei jeder Anlageart festgestellt wird, ob ein Wert-
zuwachs eingetreten ist, sondern ferner,  ob bzw. in welchem Maße ein über 
die Anschaffungskosten  hinaus eingetretener Wertzuwachs durch Portfo-
lioumschichtung realisiert  wurde. Dies ist hier nicht umsetzbar. Zudem besteht 

231 dies, wiederum mit Bezug auf die deutschen Verhältnisse, für die Veranla-
gungszeiträume 2001-2005 nach Verabschiedung des bereits erwähnten Steuersenkungs-
gesetzes vom 23.10.2000 (BGBl. I 2000, S. 1433; Fn. 227, S. 113) und dem Steuersen-
kungsergänzungsgesetz vom 19.12.2000 (BGBl. I 2000, S. 1812) zutraf bzw. für die aus 
gegenwärtiger Sicht zukünftigen Zeiträume noch zutrifft;  vgl. §§ 32a Abs. 1, 52 Abs. 41 
EStG. 
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116 2. Ideale Kapitalmärkte 

lediglich (und dies nicht einmal in jedem Fall) ein Wahlrecht zur Anpassung 
an einen niedrigeren Markt-(Tei l - )Wert (§ 6 Abs. 1 Nr. 1 und 2 E S t G ) 2 3 2 . 

Werden die Anlagen und Finanzierungen außerhalb eines gewerblichen Rah-
mens, der die Anwendung der zuvor genannten Vorschriften  nach sich zie-
hen würde, getätigt, ergeben sich bereits vom Grundsatz her Unterschiede. 
Vermögensänderungen aufgrund von Marktwertänderungen werden im deut-
schen Steuerrecht hier prinzipiel l nicht erfasst;  Gleiches gi l t aber auch für 
Konsumentnahmen, wie im Model l folglich realitätskonform vorausgesetzt. 
Die Besteuerung knüpft lediglich an dem an, was aus der „Quel le" Finanz-
anlage zuströmt. Die möglicherweise wichtigste Ausnahme von dieser Regel 
stellt im gegebenen Kontext die Besteuerung von Spekulationsgewinnen, also 
von durch Verkauf von Anlagen innerhalb einer bestimmten Frist realisierten 
Wertänderungen, dar. Dass die Besteuerung von Spekulationsgewinnen in dem 
angestrebten Modellrahmen jedoch nicht in getreuer Abbi ldung der Realität 
möglich ist, ergibt sich nicht zuletzt aus den oben bereits genannten Gründen 
bezüglich der Erfassung realisierter Gewinne sowie aufgrund weiterer steuerli-
cher Spezifika in diesem Zusammenhang. So besteht für Spekulationsverluste 
insbesondere nicht die Möglichkeit eines horizontalen Verlustausgleiches mi t 
anderen Einkunftsarten (§ 23 Abs. 2 EStG). Darüber hinaus können sich 
Unterschiede zwischen Model l und Realität auch hinsichtlich der Behandlung 
von solchen Fremdkapitalzinsen ergeben, die nach dem Steuerrecht nicht ab-
zugsfähig sind. 

Abweichungen zwischen dem tatsächlichen und dem im Model l unterstell-
ten Besteuerungszeitpunkt bestehen für Einkünfte aus Kapitalvermögen in 
analoger, wenn auch nicht identischer Weise wie bei Unternehmungen. Oh-
ne die Annahme zeitstetiger Besteuerung, wenn man also stattdessen von 
einer zu diskreten Zeitpunkten stattf indenden Besteuerung ausgehen wollte, 
würde aufgrund einer „ latenten", d.h. nicht unmit telbar fälligen Steuerlast 
(oder eines entsprechenden Guthabens) das der Opt imierung zugrunde liegen-
de Nettoanlagevolumen i.d.R. nicht mi t dem „tatsächlichen" Reinvermögen 
übereinstimmen. Eine entsprechende Nebenrechnung mi t Verbindung zur Ab-
bi ldung des zu disponierenden Vermögensprozesses würde jedoch den Rahmen 
der gegenwärtigen Abbildungs- bzw. Optimierungsmöglichkeiten sprengen 2 3 3 . 
Anzumerken ist noch, dass auch die Annahme eines sofortigen und unbegrenz-

2 3 2 Von tiefer ins Detail gehenden Fragen, wie bspw. dem Zusammenhang von Teilwert 
und Marktwert, der Bedeutung sonstiger bewertungsrelevanter Vorschriften,  wie des § 6b 
EStG, einzelnen Voraussetzungen, wie der dauerhaften Wertminderung im abnutzbaren 
Anlagevermögen, u.v.a.m. wird hier aus nahe liegenden Gründen generell abstrahiert. Es sei 
im gegebenen Kontext lediglich noch angemerkt, dass sich auch in Bezug auf die Bewertung 
von Verbindlichkeiten nach dem Höchstwertprinzip durch das Steuerrecht Abweichungen zu 
Markt Verhältnissen ergeben können. Tiefer gehend vgl. bspw. Eisele (2002). 

2 3 3 Insofern kann auch eine unter steuerlichen (oder anderen) Gesichtspunkten zu gestal-
tende Ausschüttungspolitik nicht abgebildet werden; vgl. zu grundsätzlichen Aspekten einer 
steuerbeeinflussten Ausschüttungspolitik Wagner/Dirrigl (1980), S. 293 ff.  Zur Abbi ldung 
vergleichbar „latenter" Zahlungen aus Kontokorrentanlagen/-finanzierungen  im Kontext 
eines zeitdiskreten Finanzplanungsmodells vgl. Troßmann  (1990), S. 127 f. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem K a p i t a l m a r k t 1 1 7 

ten Verlustausgleiches in der Realität des deutschen Steuersystems nicht ge-
geben ist; allenfalls ein Verlustvortrag bzw. ein zeitl ich und der Höhe nach 
begrenzter Verlustrücktrag sind (unter Beachtung spezieller Verrechnungs-
vorschriften)  möglich (§ 10d EStG). 

Trotz der gerade beschriebenen Divergenzen zwischen Model l und Rea-
l i tät ist die Berücksichtigung von Steuern doch deren Vernachlässigung vor-
zuziehen, da die letztgenannte Alternat ive natürl ich ebenfalls zu Abweichun-
gen führt,  die sich an der bisherigen Erörterung ( im Groben) ablesen las-
sen. Insofern sind die in der Tendenz als geringfügiger  anzunehmenden Un-
zulänglichkeiten des formulierten  Steuersystems gegenüber dieser oder einer 
anderen Steueralternative, die bei den Modellgegebenheiten möglich erscheint, 
vorzuziehen. Insbesondere bei einer Realisierung des Portfolio-Problems in ei-
nem gewerblichen Rahmen spricht die übereinstimmende Erfassung des To-
talerfolgs zwischen Model l und existentem Steuerrecht für die Einbeziehung 
von Steuern in den Invest i t ionskalkül2 3 4 . 

Durch die Besteuerung stellt sich der bisher durch Gl. (2.15) in Differenti-
alform beschriebene Vermögensprozess nunmehr wie folgt dar (t  £ [Ο,Τ]): 

dX s\t) = -c(t)  dt  + (  1 - st) (^\t)r(t)  dt  + τr st(t)'  ((b(t)  + 6(t))  dt  + a(t)  dW{t)))  . 
(2.64) 

Dabei gi l t X st(t)  = π§*(ί) + nst(t)'l n. 

Führt man für  t  £ [0, T] als Diskontierungsprozess: 

welcher auf dem steuerkorrigierten Bondpreisprozess: 

dS?(t)  = S?(t)(l  - st)r(t)  dt  (2.65) 

beruht, ein, dann ergibt sich die folgende Darstellung für den diskontierten, 
nachsteuerlichen Vermögensprozess: 

= d t + " S t ) ( i ) r ( i ) d t + ^ W ' i W * ) + d t 

+σ ( ί ) dW(t)))  - (π?( ί) + π
β ί ( ί ) / 1 η ) 5 3 Γ ^ ( 1 - st)r{t)dt 

= ~ ^ f ) d t + 5 f ( i ) ( 1 " m t ) + - d t 

+o°(t)  dW(t)).  ° 

234 Dies gilt insbesondere auch unter der Randbedingung, dass die existenten Steu-
ersysteme i.d.R. nicht investitions- bzw. entscheidungsneutral sind, so dass Steuern auch 
unter formellen Gesichtspunkten nicht vernachlässigt werden können bzw. sollten; vgl. zu 
Gründen für die Berücksichtigung von Steuern Wagner/Dirrigl  (1980), S. 5, 13 ff. 
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Der diskontierte Vermögensprozess (nach Steuern) besitzt be im Anfangs-
vermögen χ  somit die folgende Darstel lung: 

St t t 

^ M = Χ  - [ da + (1 - st) [  - i—7 r s t ( s ) ' (b (s ) + δ(β)  - r(s)l n) ds 
S0 (t)  J S0 (s)  J Sq (s) 

0 0 
t 

+(!  - st) [  - ^—7T s t (s ) , a(s)dW(s) ì t  G [Ο,Τ]. (2.66) 
J Sq [s ) 
0 

Unter Rückgrif f  auf den bereits eingeführten (MaßWechsel-)Prozess Zo(t) = 

e-iIi\M8)\\ 2d8-tie'{8)dW{8)  ( t e [0?T]) b z w . dz0(t) = -Z0(t)e'(t)dW(t), 
wobei Zo(0) = 1, w i rd der steuerkorrigierte  Zustandspreis-Dichte-Prozess  wie 
folgt de f i n ie r t 2 3 5 : 

itfM := i€[0,T\. 

Für diesen Prozess w i rd analog dem Prozess HQ(.) gefordert: Ε[Ηξ*(Τ)]  < oo 
und Ε  |Y0

T Hß1 (t)  dtj < oo. Anzumerken ist, dass zwar der Diskontierungs-
prozess durch Mu l t ip l i ka t ion des risikolosen Zinssatzes m i t dem Faktor 1 — st 
der Besteuerung angepasst wi rd , nicht jedoch der Maßwechselprozess; dieser 
bleibt unverändert. Für den Prozess gi l t für  t  G [Ο,Τ]: 

H * \ t ) = e " J » ( ( 1 " s i ) r ( s ) + ^ l | 0 ( s ) l | 2 ) d s " J » 0 / ( s ) d w ( s ) (2.67) 

und, in Differentialschreibweise, 

dH so\t) = -Hso\t){{  1 - st)r(t)  dt + θ' (t)  dW(t)). (2.68) 

Zusammen m i t Gl. (2.64) folgt daraus: 

d (m\t)X st(t)) = m\t) dX st(t ) + X st(t)  dH so\t) + d [X s\ i/o']  (t) 

= HSo\t)  (-c(t)  dt+(  1 - st) ( nSo\t)r(t ) dt + πst(t)'((b(t) 

-hS(t))  dt  +a(t)  dW(t))) - X s\t)H^{t){{  1 - st)r(t)  dt 

+0' ( i ) dW(t)) - (1 - st)Hg{t)e'{t){a{t)Tr 8t{t))dt 

= -H^(t)c(t)dt 

+H?(t)  [n st(t)'a(t)(  1 - st) - X s\t)e\t )] dW(t), 

so dass sich m i t der Anfangsbedingung H§ t(0)X st(0) = χ  die Vermögensglei-
chung (mit/nach  Steuern)  für  t  G [Ο,Τ] als: 

t 

Hso\t)X st(t)  + j  Hso\s)c{s)ds 
0 

t 

J m \ s ) [n st(s)'a(s)(  1 - st) - X at(s)G'(s)]  dW(s) (2.69) 

t 

= ζ + 
ο 

Vgl. zum Zustandspreis-Dichte-Prozess ohne bzw. vor Steuern S. 69. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 119 

ergibt. M i t der Gzrsano^Transformation  wie im Vor-Steuerfall lässt sich der 
diskontierte Vermögensprozess gemäß Gl. (2.66) nunmehr wie folgt beschrei-
ben: 

st 1 1 

[ -0r,ds  + (l-st) [  -L-n°\sya(s)dWo(s),te{0,T].  (2.70) S0 (t)  J b0 (5 ) J b0 (5 ) 

M i t Hilfe des steuerkorrigierten Zustandspreis-Dichte-Prozesses Η ξ
ι ( . ) und 

der Vermögensgleichung nach Steuern kann die Portfol io-Optimierung  in ana-
loger Weise wie in den Abschnitten  2.2.3.2 und 2.2.3.3 durchgeführt  wer-
den. Die Betragsfunktionen  X^(.)  (i  £ { Κ  Ε , Κ , Ε})  im Fall mi t Steuern ent-
sprechen dabei den Betragsfunktionen  X%(.)  im Vor-Steuer-Fall (gemäß Gl. 
(2.41), (2.52), (2.59)), wobei der Zustandspreis-Dichte-Prozess H0(.)  durch 
den steuerkorrigierten Prozess Η ^ ( . ) z u ersetzen ist. Analog der Vorgehens-
weise im Vor-Steuer-Fall seien die Umkehrfunktionen X ? t ( . ) ( i £ { K E , Κ , E } ) 
des Nach-Steuer-Falles definiert.  Für die Probleme (ICS),  (/C) und (S)  ergibt 
sich unter dem Steuersystem S Folgendes (die Probleme unter dem Steuer-
system werden durch das Subskript S, die zugehörigen Prozesse durch das 
Superskript st  gekennzeichnet): Ausgehend von einem für Konsum und/oder 
Endvermögen zur Verfügung stehenden Anfangsvermögen χ  ist ggf. der Betrag 
χ ( > 0) für einen vorgegebenen Konsum(prozess) c s t ( . ) bzw. ein vorgegebenes 
End vermögen ζ

βί  zu verwenden und hierfür  separat anzulegen; es muss da-
bei χ > χ  gelten. Das übrige Anfangsvermögen χ  = χ  — χ  (χ  = 0 möglich) 
ist, unter dem Steuersystem S, für die simultane Opt imierung von Konsum 
und Endvermögen (Problem (JCS$))  bzw. die alternative Opt imierung eines 
Entnahmestromes (Problem (JC  s)) oder des End Vermögens (Problem (£<s)) 
heranzuziehen. Hierfür  gi l t unmit telbar die folgende Aussage. 

Satz 2.20 Optimale  Portfolio-  und Vermögens-Prozesse  bei Steuern 
Für  die  Optimierungsprobleme  (KSs),  (K>s)  und (Ss) ohne vorgegebene  Min-
destentnahmen  oder  ein vorgegebenes  Mindestendvermögen  gilt  beim Anfangs-
vermögen  x: Der  optimale Konsumprozess bzw.  das optimale  Endvermögen 
sind  für  jedes  Problem  gegeben durch  (mit  i  £ { Κ  Ε,  Κ,  Ε} ): 

cf(t) = h(t,yt(x)H^(t)),  te [Ο,Τ], und  (2.71) 

Ì f = /2(3^(£)#ο
5 ί (Τ ) ) . (2.72) 

Für  die  optimalen  Vermögensprozesse  Xf(t)  := X x,Ci>,7Vi > (t)  (t  £  [0,T]) sowie 
die  optimalen  Portfolio-Prozesse  gelten  dann für  t £  [0 ,T] ; 

χ ϊ * ( , ) - W m E 

x ! m " W m E 

J* Η?(8)ο% Β(8)ά8  + Ηί\Τ)ξ: 

J\?(s)c%(s)ds  I : 
Κ E  I Ft (2.73) 

(2.74) 
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xÉ(t)  = 

τ ί ' ( ί ) = 

2. Ideale Kapitalmärkte 

1 
m\t) 

1 

Ε[Η?(Τ)ξ% I T t] sowie 

ι f1>V(t) 
1 st 

wobei  sich  'ipf(-)  aus der  Darstellung  des zugehörigen  Martingales aus: 

MgB(t)  := E 

Mf}(t)  := E 

Γ  HO(S)C sKE(S)  ds + Ηο(Τ)ξ[ 
Jo 

Γ H?(s)c%(s)ds I j 
Jo 

Κ E  I T t 

M%\t ) := Ε[Η%\Τ)ξ£ I T t] 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

(2.79) 

gemäß dem Martingaldarstellungssatz (Satz  2.7) aus dem Ansatz  = 
x + J ^ f ( s y d w ( s )  (t e [Ο,Τ]) ergibt.  Es ist  wiederum  / Q

T ( i ) | | 2 d i < oo. 

Beweis: 
Die Aussage ist analog den Beweisen zu den Sätzen 2.18 und 2.19 sowie der 
Darstellung in Abschnitt  2.2.3.2 mi t dem steuerkorrigierten Zustandspreis-
Dichte-Prozess anstelle von HQ(.) herzuleiten. Der optimale Portfolio-
Prozess ergibt sich dabei durch den Vergleich der Integranden der stochasti-
schen Integrale in der Darstellung des Prozesses Μ? ι(.)(ΐ  Ε  {ΚΕ,Κ,Ε}), 
indem sich aus 2 3 6 : 

t 

x + J ipl\s)'dW{s)  = χ + j  Ho"(β) [πΓ(β)'σ(β)(1 - st) - dW{s) 
0 0 

jeweils der Portfolio-Prozess: 

rfw = r h i ' w r 1 ( 

ergibt. 

A n m e r k u n g 2.5 
Aus dem Vergleich  der  Gl. (2.76)  für  (i e {ΚΕ,Κ,Ε}) und der  Gl. (2.47), 
(2.54)  und (2.61)  zeigt  sich,  dass durch  die  Einbeziehung  von Steuern  bei glei-
chem Gesamtvermögen  das risikobehaftet  angelegte  Vermögen  bzw.  die  Akti-
enleerverkäufe  um den Faktor 1 1 ^ gegenüber  der  optimalen  Strategie  vor 
Steuern  erhöht  werden,  sofern  sich  ein identischer  Prozess  φ\{.) ergibt.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  kann das Anlageverhalten  unter  dem Steuersystem  S 
als riskanter  gegenüber  dem einer  Modellwelt  ohne Steuern  betrachtet  werden. 
Anhand des folgenden  Beispiels  wird  gezeigt,  dass dabei  der  Fall  identischer 
Prozesse  φ\{.)  durchaus  gegeben sein kann.  Bei gleichem  oder  zumindest  nicht 

2 3 6 Vgl. S. 95. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 121 

entsprechend  kompensierendem  Prozess  i p s t ( . )  bewirkt  die  Besteuerung  eine 
Dämpfung  der  finanziellen  Konsequenzen  einer  riskanten  Anlagepolitik,  da 
erzielte  Uberschüsse  durch  die  Besteuerung  reduziert  und Vermögensverluste 
durch  den sofortigen  Verlustausgleich  gemildert  werden. 

Diese Wi rkung zeigt sich bspw. für die simultane Opt imierung von Kon-
sum und Endvermögen bei logarithmischen Nutzenfunktionen und solchen des 
„power type", jeweils mi t oder ohne Dämpfungsterm. Hierzu wird das folgen-
de Beispiel für derartige Nutzenfunktionen mi t Dämpfungsterm angegeben, 
welches unmit telbar an die Herleitung der Terme in Beispiel 2.5 für den Fall 
ohne Steuern anknüpft. 

B e i s p i e l 2.7 Konsum-  und Endvermögens  Optimierung  bei logarithmischer 
und bei „Power-type"-Nutzenfunktion  mit  Diskontierungsrate  unter  dem Steu-
ersystem  S — Fortsetzung  des Beispiels  2.5 
Gegenüber dem Referenzbeispiel  ergeben sich durch die Einbeziehung von 
Steuern nur geringfügige Änderungen bei der Herleitung der optimalen Pro-
zesse. Die Ergebnisse werden zu einem Anfangsvermögen χ angegeben. 

Für die Opt imierung auf Basis einer logarithmischen  Nutzenfunktion  mit 
Diskontierung  st erm: 

Ui(t,  c) = e~kt In c und υ2(ξ) = e - f c T l n £ 
mit U[{t,c)  = e~kt\ und U' 2{£)  = e ~ f c T i , 

sodass h{t,y)  = e~kt}g und I 2 ( y ) = e ~ k T i , 

haben die Betragsfunktion Χχ Ε(ν) = ρ [ l + (fc - l)e~kT]  (y e M++) und 

ihre Inverse yg E(x)  = ^ [ l + (fc - l)e~kT]  {x e M++) die gleiche Gestalt 
wie im Fall ohne Steuern. Der optimale Konsumprozess und das optimale 
Endvermögen sind analog mi t Bezug auf das Anfangs ver mögen χ gegeben 
durch: 

c$E(t)  = h(t,y sMx)H§ t(t))  = 7
 x k , e~kt,te[ Ο,Τ], 

xk 
( l + ( f e - l ) e - f c T ) / / 0

e t ( T ) 

Als Vermögensprozess ergibt sich: 

t$B  = h{yi E{x)m\T))= x k ~-kT 

1 e-*« + (fc-  l)e~kT 

H?(t) X  1 + (fc - l)e~ xüew  = - ^ x ' \ , τ : .'-k r  » * e Μ 

und das Mart ingal M f ^ E ( . ) ist wiederum konstant gleich dem Anfangs-
vermögen χ , so dass ΨΚΕ (-) = gi l t . Dami t ist nach Gl. (2.76) der optimale 
Portfolio-Prozess  gegeben durch: 

= Htytt))- 1 m + S(t)  - r ( i ) l n ) , t  G [Ο,Τ]. (2.80) 
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122 2. Ideale Kapitalmärkte 

Für Nutzenfunktionen  des „power  type"  mit  Diskontierungsterm  sind: 

E/i(*,c) = e~kt±cß und ϋ2(ξ) = e~kT , β < 1, β φ 0; 
sodass Ui(t,c) = e~ktcß~1 und U^) = e - * 7 ^ - 1 

und folglich h(t,y) = e A ^ A und I2(y) = e A ^ A . 

Die Betragsfunktion und ihre Umkehrfunktion haben die Gestalt: 

Xke{v) = E 
' τ 
J eA'//^)  A (ft  + eAi/^T)  A 
.0 

= XKEW 

und y$ E(x) = ( ^ u ) " - 1 · 

Damit ergeben sich die optimalen Prozesse: 

ξκΕ = (^jf—). 

Der Vermögensprozess ist nun für  t  G [0,T]: 

Γ τ 
χι 

E 
it 

Dabei gi l t für  t  G [Ο,Τ] e ^ = mst(t)K si(t)  mi t den Hilfsprozes-
sen: 

mst^ e A " A ·/(! ( l - t)r(a) ds+T^jli  ll*(«)ll2 ^ = ^ « t ^ J(f r(a) cte 

A a t ( i ) : = β - A fo  « ' < · > w M - T ü ^ J i  iw*)»2
 = 

Die explizite Herleitung des optimalen Portfolio-Prozesses  ist wiederum bei 
deterministischen  Parameterprozessen  möglich. Sie verläuft  analog der Dar-
stellung in Beispiel 2.5, weshalb auf eine Wiedergabe verzichtet wird. Der 
optimale Portfolio-Prozess  ergibt sich für diesen Fall zu: 

= { L _ S T ] { L _ ß ) X % E ( T )  wVwr 1
 M + - r ( t ) i n ) , ί e [ο ,τ ] . 

Für ein gegebenes Vermögen X(t)  bewirkt die Einbeziehung von Steuern 
(gemäß dem System S) folglich, dass um den Faktor höhere Investi-
tionen bzw. Finanzierungen im riskanten Wertpapierbereich, d.h. bei den 
hier als „Ak t ien" bezeichneten Instrumenten, vorgenommen werden, als dies 
bei dem jeweils selben Vermögensstand im Rahmen einer Optimierung un-
ter Vernachlässigung von Steuern der Fall wäre. Zu beachten ist allerdings, 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 123 

dass die Vermögensprozesse für beide Fälle unterschiedliche Darstellungen 
besitzen, so dass bei einer identischen Umweltentwicklung kaum dieselbe 
Vermögensentwicklung vorliegen wird. • 

Für einen vollständigen Kapi ta lmarkt ist damit die Einbeziehung von Steu-
ern — in der hier spezifizierten Form als im Wesentlichen proportionale Be-
steuerung von nicht einlage- bzw. entnahmeinduzierten Vermögensänderungen 
— für die dynamische Portfol io-Optimierung,  der weitgehend allgemein gehal-
tene Parameterprozesse zugrunde liegen können, abgeschlossen. Der folgen-
de Abschnit t wendet sich dem Fall der dynamischen Portfol io-Optimierung 
mi t und ohne Steuern unter der Prämisse deterministischer Parameter- bzw. 
Koeffizientenprozesse 237 zu. Die Spezialisierung auf deterministische Koeffi-
zientenprozesse erfolgt  allerdings erst, nachdem das Portfolio-Problem noch-
mals allgemein aufgegriffen  und unter Zuhilfenahme der stochastischen Steue-
rung behandelt wird. Dadurch wird eine andere Darstellung des optimalen 
Portfolio-Prozesses  gegenüber derjenigen der Gl. (2.47), (2.54) und (2.61) 
resp. der sich unter Berücksichtigung des Steuersystems S ergebenden 
Gl. (2.76) möglich. Die Beschränkung auf deterministische Parameterprozesse 
erlaubt diesbezüglich eine ggf. stärker operationalisierbare Alternativdarstel-
lung. 

2.2.3.5 Deterministische  Koeffizienten  und 
das Modell  von Merton  bei Steuern 

In Merton  (1969) wi rd das Problem der Konsum- und Endvermögensopti-
mierung zum ersten Ma l mi t Hilfe der stochastischen Steuerung behandelt. 
Der Problemformulierung  liegen zunächst spezielle Nutzenfunktionen und 
konstante Koeffizienten  zugrunde. Eine Verallgemeinerung in Bezug auf Nut-
zenfunktionen und Parameterprozesse findet in Merton  (1971) s t a t t 2 3 8 , wobei 
die abermalige Spezialisierung auf konstante Parameterprozesse nunmehr 

2 3 7 Beide Begriffe  werden synonym verwendet und umfassen in ihrer weitesten Auslegung 
die Prozesse r(.),&(.),<$(.), σ(.) sowie sonstige aus diesen gebildete Prozesse, wie bspw. den 
Prozess 0(.). 

2 3 8 Ebenso erfolgen die Integration eines exogenen, deterministischen Einkommenspro-
zesses sowie die Betrachtung eines Poisson-, also eines Sprungprozesses, der u.a. zur Abbil-
dung der Wertpapierdynamik oder des Einkommensprozesses Verwendung findet; vgl. Mer-
ton  (1971), S. 374, 394 ff.  Merton's  Problem wird in Duffie/Fleming/S oner/ Ζariphopoulou 
(1997) für den Fall eines Einkommensprozesses, der einer geometrisch Brown'schen Be-
wegung folgt, welche durch die Kapitalmarktpapiere nicht replizier bar ist, und in Cuoco 
(1997) für allgemeinere Einkommensprozesse sowie unter speziellen Portfolio-Restriktionen 
weiterverfolgt.  Diese Erweiterungen sollen hier jedoch nicht Gegenstand der Betrachtung 
sein. 
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124 2. Ideale Kapitalmärkte 

auf ein Separationstheorem führt  ( „Mutua l -Fund-Theorem") 2 3 9 . Im Folgen-
den wi rd unter der Annahme deterministischer Parameterprozesse das Grund-
modell von Merton  (1971) unter Einbeziehung des eingeführten Steuersystems 
S dargestellt und anschließend auf die sich aus der Darstellung von Karat-
zas/Shreve (1998) ergebende Konkretisierung eingegangen, welche wiederum 
um das Steuersystem erweitert ist. Anzumerken ist, dass die Einbeziehung 
der Besteuerung eine mathematisch gesehen nur geringfügige Modif ikat ion 
repräsentiert, so dass die Herleitungen teilweise verkürzt gegenüber der an-
geführten Quelle sind und in jedem Fall dieser folgen. Die Originalergebnisse 
(ohne Steuern) können unmit telbar aus s i Ξ 0 gewonnen werden. Betrach-
tet w i rd zudem ausschließlich das Problem einer simultanen Konsum- und 
Endvermögensoptimierung (Problem (/C£s)); die Konsumoptimierung bzw. 
die Endvermögensoptimierung sind analog zu behandeln — auf eine explizite 
Darstellung wi rd deshalb verzichtet; entsprechend entfällt eine Indizierung der 
diesbezüglichen Funktionen und Prozesse durch das Subskript K E . Bei ge-
gebenen Mindestentnahmen oder einem vorgegebenen Mindestendvermögen 
ist dabei zu unterstellen, dass der hierfür  erforderliche  (Gegenwarts-)Betrag 
entsprechend der Darstellung in Abschnitt 2.2.3.3 beiseite gestellt und separat 
investiert wird. 

Allgemeine Voraussetzung für diesen Abschnit t ist demnach: r(t),  b(t ), 
ö(t),  a(t) (t Ε [Ο,Τ]) sind deterministische  Prozesse. 

In der Formulierung als stochastisches Kont ro l lp rob lem 2 4 0 ist im Rahmen 
des Problems  (JCSs,t)  der Wert der folgenden Funkt ion zu e rm i t t e l n 2 4 1 : 

(2.81) 
wobei AKE,t(X ST(T )) analog der Menge AKE(X) 242 m i t Bezug auf den all-

239 W i e g j ^ a u s d e m Weiteren ergibt, genügen danach ein Fonds, der risikobehaftete 
Wertpapiere ( in geeigneter Weise) verwaltet und die Existenz eines risikolosen Bonds, der 
gekauft und verkauft  werden kann, um jedem Investor (unabhängig von seiner speziellen 
Nutzenfunkt ion) eine optimale Portfolio-Strategie  durch Κ auf/Leer ver kauf von Antei len 
des Fonds und durch risikolose Anlage bzw. Verschuldung zu ermöglichen. A n die Stelle 
des Bonds, insbesondere auch dann, wenn ein solcher nicht vorhanden ist, kann ein anderer 
in bestimmter Weise gebildeter Fonds treten; vgl. Merton  (1971), S. 384 f. Dieses somit 
auch als „Two-Fund-Theorem" zu bezeichnende Ergebnis Merton's  w i rd in Merton  (1973) 
unter der Annahme eines einzelnen stochastischen Parameterprozesses, nämlich desjenigen 
für den risikolosen Zinssatz, bei Konstanz der übrigen Parameterprozesse zu einem „Three-
Fund-Separation-Principle" weiterentwickelt. Zu weiteren Verallgemeinerungen hinsichtl ich 
der Konstanz der Parameterprozesse vgl. die in Karatzas/Shreve (1998), S. 155, angegebene 
Li teratur . 

2 4 0 Das M e r i on-Modell ist auch in Duffie (1996), S. 195 ff.,  beschrieben. 
2 4 1 Zur Vereinfachung der Notat ion werden die Argumente der Wert funkt ion 

V K E ( t , X s i ( t ) ) im Weiteren auch nicht aufgeführt,  soweit sich diese aus dem Zusammen-
hang erschließen lassen; dies gi l t insbesondere bei part iel len Ablei tungen dieser Funkt ion 
innerhalb von partiel len Differentialgleichungen.  Darüber hinaus wi rd auf eine explizite 
Kennzeichnung der Wert funkt ion als i m Zusammenhang mi t Steuern stehend verzichtet. 

τ 

242 Vgl . S. 88. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 125 

gemeinen Start-/Bezugszeitpunkt t(e  [0,71]) zu definieren ist. Die Steuer-
variablen entsprechen dem Konsumprozess c(.) und dem Portfolio-Prozess 

Die laufenden Kosten werden durch Ui(t,c(t))  (t e [Ο,Τ]) und 
die Endkosten durch die Funktion U 2 ( X s t ( T ) ) abgebildet. Das Problem (/CSs) 
entspricht dann dem Problem (KS$,o)·  Für das Differential  des zugrunde lie-
genden Vermögensprozesses gilt Gl. (2.64), die unter Berücksichtigung von 
X st(t)  = πg*(i) + nst(tyl n äquivalent ist zu: 

dX st(t)  = -c(t)  dt  + (  1 - st) (X st(t)r(t)  dt  + nst(t)'  ((b(t)  + 6(t) 

-r(t)'l n)dt  + a(t)dW(t)))  , te  [Ο,Τ]. (2.82) 

Durch die Substitution des Vermögensprozesses in Gl. (2.64) entfallt der Pro-
zess π ^ . ) , der die risikolose Anlage bzw. Verschuldung repräsentiert. Es wird 
dadurch deutlich, dass sich die Steuerung der Drif t  des Vermögensprozesses 
über den Portfolio-Prozess  allein auf die erwarteten Renditedifferenzen  be-
zieht, welche man im Unterschied zwischen den Driftraten  (zzgl. Dividenden-
raten) der einzelnen Akt ien und dem risikolosen Zinssatz erblicken kann. Die 
Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung 243 zum Problem {K,Ss,t)  sieht nun wie 
folgt aus: 

V t + sup {V x(-c(t)  + (1 - st)(r(t)X s\t) + πs\tY(b(t) 

+6(t)  - r ( i ) ' l n ) ) ) + \v xx[l  - st)\s\tYa(t)a(tYn s\t)  + C/i( i ,c( i))} = 0, 

(2.83) 

wobei als Randbedingung V( rl\X st(T))  = U2(X st(T))  gilt. Die Aktienpreise 
(Si(t)(i  = 1 , . . . , n; 0 < t  < T))  bzw. der Bondpreis (S 0(t)  (t e [0/ i1 ] ) ) be-
einflussen annahmegemäß die Koeffizientenfunktionen  nicht, so dass sie bei 
der Aufstellung der Hamilton-Jacobi-Bellman-G  leichung nicht berücksichtigt 
werden müssen2 4 4 . Dies gilt , zumal auch das vorhandene Vermögen und der 
in eine bestimmte Aktiengattung oder den Bond (ggf. negativ) investierte 
Betrag, nicht zuletzt wegen der unterstellten beliebigen Teilbarkeit der Wert-
papiere, unabhängig vom Preis einer Akt ie bzw. des Bonds sind. Formale 
Extremierung der HJB-Gleichung  nach c(t), π^ (t),... , (t)  führt  auf das 
folgende Gleichungssystem245: 

-Vx + i/ i;c(i,c(i)) = 0 (2.84) 
v x(l  - st)(bi(t)  + Si(t)  - r(t)) 

+v xx(l  - St)2 (a(t)a(tY).  ns\t) = 0 (i  = 1 , . . . , n). (2.85) 

Aus Gl. (2.84) ergibt sich der optimale Konsumprozess unmittelbar als: 

c(t)  = h(t,V x(t,X st(t))), te [0,T],  (2.86) 

2 4 3 Vgl. Satz 2.13, wobei hier ein Maximierungsproblem zugrunde liegt. 
2 4 4 Vgl. Merton  (1971), S. 384. 
2 4 5 Dabei sei daran erinnert, dass (cr(t)cr(t) /) i für den z-ten Zeilenvektor der η xn -Mat r i x 

a(t)a(t)'  steht; vgl. S. 60. 
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126 2. Ideale Kapitalmärkte 

wobei Ii(t, .) die Umkehrfunkt ion zu U[(t,c) = 3UiQI^ =: Ui- C(t,c)  re-
präsentiert. Schließlich folgt aus dem Gleichungssystem (2.85): 

^ - r h i ^ W ) ^ [ 0 , T ] . (2.87) 

Zur Ermi t t lung des aktuellen Wertes für den Portfolio-Prozess  ist folglich die 
Kenntnis der Wert funkt ion  V(t,  X st(t))  vonnöten. Diese ergibt sich als Lösung 
der partiellen Differentialgleichung,  welche durch Einsetzen der Steuerungster-
me nach den Gl. (2.86) und (2.87) in die Η amilton-Jacobi- Β ellman-G  leichung 
(2.85) entsteht. Dies führt  auf die folgende zu lösende partielle Differential-
gleichung (PDE): 

V t + V x (-hit, V x) + (1  - st)r(t)X s\t) - ^ \ \ m \ \ 2 ) 

2 + u1(t ìh(t ìv x)) = ο 

^ V t + V x (-Ji(i,  V x) + (1  - st)r(t)X si(t)) 

- \ { ^ \ \ θ ( 1 ) \ \ 2 + υ ^ Ι ^ ν χ ) ) = 0. (2.88) 

Bezüglich der Lösung dieser P D E ist auf die an die Wert funkt ion und die Koef-
fizientenprozesse zu richtenden Voraussetzungen hinzuweisen2 4 6 . Die Schwie-
rigkeiten, die bei der Lösung der P D E zu erwarten sind, geben Anlass, — unter 
ggf. restriktiveren Voraussetzungen — nach einer expliziten Darstellung der 
Wert funkt ion oder zumindest deren erster und zweiter (partieller) Able i tung 
nach dem Vermögen zu suchen, die zusammen hinreichend für die Bestim-
mung des zu wählenden Portfolio-Prozesses  sind. Unter speziellen Stetigkeits-
und Wachstumsbedingungen an die Koeffizientenfunktionen  und die Funktio-
nen Ui([.,].)  und /*([·,]·) (i  G { 1 , 2 } ) 2 4 7 kann Folgendes hergeleitet werden 2 4 8 : 
Es wi rd der Prozess Y^ ,y\s)  für  t < s <T  definiert  als: 

y £ v \ > ) = = = (2.89) 
HQ [t)  HQ [t) 

so dass dY^ y\s) = Y£' v\S) [ - ( 1 - st)r(s)ds - 6>'(s)(W(s)] (2.90) 

= Y£ V )(8)[(-(l-8t)r(8)  + M8)\\2)d8 
-θ' (s)  dWo(s)]  . (2.91) 

Dami t w i rd die Funkt ion X st{t ,.) als zeitabhängiges Pendant zur Funkt ion 

2 4 6 Vgl. S. 57 f. 
2 4 7 Siehe im Einzelnen Anhang 5.1. 
2 4 8 Zum Folgenden vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 118 ff.  Die Darstellung dort ver-

allgemeinert im Wesentlichen hinsichtlich der zugrunde liegenden Nutzenfunktionen, der 
(hier nicht weiter angesprochenen) Fortführung  zur dualen Wertfunktion sowie dadurch, 
dass deterministische anstelle von konstanten Koeffizienten  zugelassen sind, die Herleitung 
in Karatzas/Lehoczky/Shreve  (1987), S. 1574 ff. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 

*KE ( ' ) ( ν
β

1 G L ( 2 · 4 1 ) m i t Steuerkorrektur)  wie folgt gebi ldet2 4 9 : 

127 

*s\t,y) 

1 
m\t) 

1 
m\ty 

E 

E 

1 
I H?(s)h(t,Y sf y)(s))  ds + H0(T)h(Y£' v\T)) 

_t 

(2.92) 

ye  M++. 

Die im ersten Argument einmal, im zweiten zweimal stetig differenzierbare 250 

Umkehrfunktion (im zweiten Argument) zu X st{.,.)  ist gegeben durch y st : 
[Ο,Τ] χ (0,oc) —• (0 ,z s£ E { t ) ) ,  wobei zs£g{t)  für gegebenes t(e  [0,T]) analog 
zK E gemäß Gl. (2.42) mit Bezug auf X sf(t,.)  definiert  i s t 2 5 1 . Nach Gl. (2.71) 
gilt für den optimalen Konsumprozess cst(.)  beim Anfangsvermögen χ  im 
Zeitpunkt t  — 0: 

cs
{KE)(t)  = /ι(ί,^)(®Χ(ί)) = h(t,Yg' z\t)),  t  G [0,T], (2.93) 

mit ζ :=yfc E)(x)· 

Für den optimalen Vermögensprozess nach Gl. (2.73) ergibt sich mit diesem 
optimalen Konsumprozess aufgrund von £ s t = ΐ 2 ( Υ & ' ζ \ τ ) ) nach Gl. (2.72) 
sowie aufgrund der Markov-Eigenschaft des Prozesses Υ ^ , ζ \ . ) bei determinis-
tischen Koeffizienten  (t  G [0, T]) : 

X st(t)  = 
m\t) 

-E £ m\s)h(t,] R(0,z) (s))ds 

+HO\T)I 2(Y s
{? ,z\t))  I T t]  =X at{t,Yg' z\t)).  (2.94) 

Folglich ist: 
Y}t tZ\t)  = y%X at{t))  (2.95) 

und der Konsumprozess stellt sich in Abhängigkeit des Vermögens dar als: 

Cs\t) = t  G [0 ,T] . (2.96) 

Es kann die folgende Darstellung für den optimalen Vermögensprozess abge-
leitet werden (t  G [0/Γ]): 

+ 
c s i ( 5 ) X st(t ) f  c^ 

Ss
0\t) + J Ss

0\s) 
0 

ds 

t 
= * - o{8).  (2.97) 

J  SQ (S) 
0 

2 4 9 xst{.,.)  ist stetig auf [Ο,Τ] χ (0, oo) und in C1 '2([0,T) χ (0,oo)). 
2 5 0 Dies gilt bezüglich des Bereiches [Ο,Τ) χ (0, oo). 
251 yst^m ì ) j s t stetig auf dem gesamten Bereich [Ο,Τ] χ (Ο,οο). 
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128 2. Ideale Kapitalmärkte 

(Die Herleitung dieser Gleichung und weiterer Aussagen ist in Anhang 5.1 
wiedergegeben.) 

M i t 
dX·  , . χ 

ergibt sich aus einem Vergleich von Gl. (2.97) mit Gl. (2.66), wobei in die-
ser Gleichung der Wiener-Prozess W(.)  durch den Prozess WQ(.)  gemäß der 
Gzrsano^Transformation  nach Gl. (2.23) zu substituieren ist: 

= ( ί)) ( σ ( ί ) ' ) " ΐ 0 ( ί ) ' 4 e t ° ' T l · ( 2 · 9 9 ) 

Damit entsteht ein Ausdruck für den Portfolio-Prozess,  in welchem im Un-
terschied zu Gl. (2.87) die Wertfunktion nicht mehr auftr i t t .  An die Stel-
le der (partiellen) Ableitung der Wertfunktion nach der Vermögensvariablen 
t r i t t nunmehr die Funktion y st(.,.), welche dementsprechend dieser Ablei-
tung entsprechen muss. Das Problem der Ermi t t lung eines Portfolio-Prozesses 
„reduziert" sich dadurch auf die Bestimmung dieser Funktion bzw. der Funk-
t ion X st(., .). Aus Gl. (2.99) — wie auch bereits aus Gl. (2.87) — ist zu-
dem ersichtlich, wie die optimale Investitionsentscheidung des Individuums 
(auch) durch die Bi ldung eines Fonds realisiert werden kann 2 5 2 . Indem ledig-

y st(s  xst(t )) 
lieh der Ausdruck — v s t ) j . \ \ für einen gegebenen Zustand ( ί ,ω ) von der 
Nutzenfunktion des Investors abhängt und einen reellen Betrag (xFonds)  re-
präsentiert, wird durch die Präferenz  des einzelnen Investors nur die absolute 
Höhe der Investition in ein Aktienport folio festgelegt. Dessen Zusammenset-
zung wird im Übrigen jedoch durch das Verhältnis der Komponenten des 
Vektors ( σ ( ί ) / ) _ 1 9(t)  zueinander bestimmt. Für dieses Verhältnis ist die der 
Optimierung zugrunde liegende Nutzenfunktion irrelevant. Somit kann ein 
Fonds aus den am Markt gehandelten Akt ien gebildet werden, dessen Zusam-
mensetzung den bezeichneten Vektor (mit einem reellen Vielfachen) repliziert. 
Jeder Investor erwirbt dann einen Antei l an diesem Fonds entsprechend dem 
durch seine Nutzenfunktion bestimmten Betrag χ Fonds, der allerdings aus 
steuerlichen Gründen noch um den Faktor > 1 (st > 0) erhöht wird. Da-
mit wird zugleich der in den Bond zu investierende bzw. der durch Emission 
des Bonds aufzunehmende Betrag ermittelt. Die Korrektur des Investitions-
betrages in den Fonds um den Term ( > 1) bestätigt die in den Beispielen 
des Abschnitt 2.2.3.4 vorgefundene Wirkung der Besteuerung: Sie führt  c.p. 
zu einer riskanteren Investitionspolitik. 

Was die Wert funkt ion V( . , . ) anbelangt, so ist eine Lösung der partiellen 
Differentialgleichung (2.88) für sie durch die Funktion: 

V(t ix)  = Gai(t iy ai(t ix)) i te  [Ο ,Τ ] , 

2 5 2 Vgl. auch Karatzas/Shreve (1998), S. 125. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 129 

gegeben, wobei 

Gs\t,y)  :=E 
1 

j  U1{sJ 1{s,Y^ y\s)))ds  + U2{I 2{Y^ y\T))) 

(2.100) 
(vgl. hierzu Anhang 5 . 1 2 5 3 ) . 

M i t der Beschreibung von Merton's  Separationstheorem und der Wert-
funkt ion ist die Behandlung der dynamischen Portfol io-Optimierung  auf 
vollständigen Kapi ta lmärkten abgeschlossen. Eine explizite Herleitung der 
Wert funkt ion und des Portfolio-Prozesses  ist in Karatzas/Lehoczky/Shreve 
(1987), S. 1574-1581, für eine bestimmte Klasse von Nutzenfunktionen, zu 
denen die HARA-Nutzenfunkt ionen gehören, und konstante Koeffizienten  zu 
finden. 

M i t der dynamischen Portfol io-Optimierung  war das Problem des Investors 
angesprochen, zu jedem Zeitpunkt eine Kombinat ion von in ihrem Wert be-
kannten Wertpapieren zu finden, welche das Nutzenziel des Investors, ggf. 
unter Restriktionen, opt imiert . Im Folgenden wi rd ähnlich der in Abschnitt 
2.2.2 angesprochenen Bewertung von zukünftigen Ansprüchen aus (finanziel-
len) Investit ionen wiederum ein Bewertungsproblem behandelt, das nunmehr 
den Aspekt wahlabhängiger Zahlungen hervorhebt. Es geht um Realoptionen. 

2.2.4 B e d i n g t e A n s p r ü c h e als R e a l o p t i o n e n 

Realoptionen entsprechen bedingten Ansprüchen aus Handlungsmöglich-
keiten im Sachinvestitionsbereich. Sie sind Gegenstand einer wesentlich nor-
mat iv geprägten, intensiven wissenschaftlichen Auseinandersetzung, welche 
Ende der siebziger, Anfang der achtziger Jahre einsetzte und bis in die heutige 
Zeit an Lebhaftigkeit nicht eingebüßt hat. Da mitt lerweile diverse, das The-
mengebiet sachlich und hinsichtlich seiner modelltheoretischen Behandlung 
hinreichend strukturierende Arbeiten — auch jüngeren Datums — vorliegen, 
soll hier nicht der Versuch unternommen werden, diese Entwicklung (noch-
mals) nachzuzeichnen oder gar das Thema „Realoptionen" in seinen zahlrei-
chen Facetten umfassend darzuste l len 2 5 4 . Obgleich eine kurze Einführung in 

2 5 3 Vgl. insbesondere S. 282 ff. 
254 V g l hierzu bspw. Dixit/ Pindyck  (1994) und Trigeorgis  (1996), bei denen sich auch 

eine ausführliche Behandlung der nachfolgend angesprochenen Optionstypen, insbesondere 
mit Darstellungen zu wesentlichen modelltheoretischen Beiträgen, findet — diesbezüglich 
insbesondere Trigeorgis  (1996), S. 2 f.; vgl. zum Themengebiet auch die Aufsätze in den 
Sammelbänden von Lund/0ksendal  (1991), Kapitel I I , Brennan/Trigeorgis  (2000) und 
Schwartz/Trigeorgis  (2001), den Ubersichtsartikel vor allem zu grundsätzlichen Modellie-
rungsaspekten von Sick  (1995) sowie die weiteren Nachweise in Lücke  (2000), S. 9. An-
zuführen sind bspw. auch die Monographien von Bockemühl  (2001), Kilka  (1995), Lücke 
(2000) und Meise  (1998). Eine Untersuchung zur Erklärung des Investitionsverhaltens mit 
Hilfe der Realoptionstheorie enthält Werner  (2000). 
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130 2. Ideale Kapitalmärkte 

die im Schri f t tum vorzufindende Typisierung von Realoptionen angezeigt ist, 
dient der vorliegende Abschnitt  im Wesentlichen der Vorbereitung auf einen 
bislang wenig beachteten Aspekt, nämlich die Auseinandersetzung mi t Real-
optionen auf unvollständigen Märkten, welche Gegenstand von Abschnitt 3.3.4 
sein w i r d 2 5 5 . Hierbei w i rd auf einen speziellen Realoptionstyp abgestellt. I m 
Hinblick darauf ist an dieser Stelle eine spezielle Form einer Realoption auf ei-
nem vollständigen Kapi ta l - und Güter-Markt näher zu bet rachten 2 5 6 , welche 
einer indizierten Kaufopt ion entspricht. 

Realoptionstypen können wie folgt differenziert  werden: Eine Warteoption 
kennzeichnet die Möglichkeit, den Beginn eines Investitionsvorhabens aufzu-
schieben, um bspw. einen günstigen Zeitpunkt in Bezug auf den Endprodukt-
, allgemeiner Outputpreis und/oder die Preise der Inputfaktoren abzuwar-
ten. Im Unterschied dazu bildet die Abbruchoption  die Handlungsmöglichkeit 
ab, welche im Beenden eines im Betrieb befindlichen Produktionsprozesses 
besteht. Hierbei sind insbesondere bei ungünstiger Erlös- oder Faktorpreis-
entwicklung Chancen und Risiken einer Fortführung  gegen den bei Liqui-
dat ion erzielbaren Zerschlagungs- respektive Veräußerungswert abzuwägen. 
Der Auswahlmöglichkeit zwischen diesen Alternat iven kommt ein positi-
ver Optionswert zu. Dies gi l t in ähnlicher Weise dann, wenn eine spätere 
Wiederaufnahme der Produkt ion möglich ist. Eine solche Möglichkeit der 
(vorübergehenden) Stil l legung (Stilllegungs option)  kann sich bspw. bei der 
temporären Aussetzung des Abbaus von Rohstoffen  oder der zeitweisen Stil l-
legung von Flugzeugen oder Schiffen  ergeben 2 5 7 . Die Komplexi tät des Ent-
scheidungsproblems, mi th in die Bestimmung des Optionswertes, hängt dann 
insbesondere davon ab, ob und ggf. in welcher Höhe der Übergang in die 
bzw. von der Stilllegungsphase und/oder die Aufrechterhaltung  der Betriebs-
bereitschaft  mi t Zahlungen verbunden sind. Allgemein entsteht bei den bis-
her angesprochenen Realoptionen ein (echtes) Entscheidungsproblem erst da-
durch, dass die Wahl einer Alternat ive irreversibel oder zumindest nicht ko-
stenlos reversibel i s t 2 5 8 . Dies gi l t in analoger Weise bei einer Umstellungs-

2 5 5 Damit sind allerdings nicht Bewertungs ans ätze der „Dynamischen Programmierung" 
gemeint, welche bei einem unvollständigen Markt und damit bei der Nicht-Anwendbarkeit 
der arbitragefreien  Optionsbewertung („Contingent Claims Analysis") eingesetzt werden 
können, indem sie die Marktunvollständigkeit durch Einführung eines vorgegebenen Dis-
kontierungszinssatzes „umgehen"— wie bspw. Cos sin/ Leleux/S aliasi  (2002). Zu den beiden 
alternativen Bewertungsansätzen vgl. Dixit/Pindyck (1994), S. 93 ff.,  insbes. S. 99, 120 f. 
Zu Ansätzen, welche explizit auf eine Marktunvollständigkeit abstellen, vgl. den Verweis 
auf Henderson  (2002) in Fn. 401, S. 220. 

256 j m Weiteren wird ggf. auch nur von einem Kapitalmarkt gesprochen, wobei unter-
stellt wird, dass auf ihm Finanzinstrumente gehandelt werden, die die Preise der betrach-
teten Güter repräsentieren. 

2 5 7 Vgl. Dixit/Pindyck (1994), S. 229. 
2 5 8 Stärker differenzierend  sowie mit dem Hinweis auf Pindyck (1988), S. 969, Lücke 

(2000), S. 9 f.; vgl. hierzu auch Dixit/Pindyck (1994), S. 8 f. Entstehen bei der Stillle-
gungsoption keine Zahlungen beim Übergang von der bzw. in die Stilllegungsphase sowie 
während derselben, so ist zumindest das Entscheidungsverhalten tr ivial, indem nur bei 
positiven (zahlungswirksamen) Deckungsbeiträgen produziert wird; vgl. Trigeorgis  (1996), 
S. 187. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 131 

bzw. Wechseloption,  die sich aus der (einmaligen oder permanenten) Aus-
wahlmöglichkeit zwischen sich substituierenden Inputfaktoren, Produktions-
prozessen oder zwischen verschiedenen Outputs ab le i te t 2 5 9 . Anstelle einer 
vollständigen Stil l legung kann ferner  die Möglichkeit zur Reduzierung des 
Kapazitätsumfanges (Einsehränkungs option)  gegeben sein; analog mag die 
Opt ion zur Erweiterung der Kapazität bestehen (Erweiterungsoption).  Ein-
schränkungs- und Erweiterungsoption werden häufig in Bezug auf die Höhe 
der Kapazitätsanpassung mehrstufig sein. Eine insbesondere in zeitlicher Hin-
sicht graduell ausübbare Realoption verfeinert  die Modell ierung des Vorgangs 
der Investitionsdurchführung:  Die Option  einer  mehrstufigen  Investition  ent-
steht dadurch, dass die Durchführung  des Investitionsprojektes in mehreren 
Phasen erfolgt oder zumindest eine nicht vernachlässigbare Zeitspanne der 
Realisierung erfordert.  Als Beispiel für den ersten Fall kann die Erschließung 
von Erdöl- oder Erdgasvorkommen dienen, bei der zunächst Explorationsboh-
rungen durchzuführen  sind, bevor das Vorkommen weiterentwickelt w i rd und 
es schließlich zur Förderung des Rohstoffes  k o m m t 2 6 0 . Nach jeder Phase kann 
neu über die Alternat iven entschieden werden, die Investitionsausgaben zur 
Durchführung  der nächsten Phase aufzubringen oder aber das Projekt abzu-
brechen, falls sich zeigt, dass das Vorkommen nicht ergiebig genug ist, oder 
falls sich bspw. der Rohstoffpreis  im Verhältnis zu den Produktionskosten 
ungünstig entwickelt hat. Die Investitionsausgaben vorausgehender Phasen 
sind dann als Prämien von Kaufoptionen auf die Entscheidungsmöglichkeiten, 
ebenfalls zumeist in Gestalt von Kaufoptionen, der nachfolgenden Phasen zu 
interpretieren. Gleiches gi l t auch für Investit ionsprojekte, deren Realisierung 
eine nicht vernachlässigbare Zeitspanne benötigt und bei denen der bis zum 
aktuellen Zeitpunkt investierte Betrag „sunk costs" repräsentiert, wobei das 
Projekt jederzeit abgebrochen werden k a n n 2 6 1 . 

Das letzte Beispiel deutet bereits darauf hin, dass in praktischen Anwen-
dungen zumeist verbundene  Optionen  auftreten werden, welche in der gerade 
beschriebenen Weise zeitl ich aufeinander aufbauen oder aber, ggf. zusätzlich, 
als Alternat iven einander gegenüberstehen 262 . Der wechselseitige Bezug der 

2 5 9 Eine Umstellungsoption kann auch in der Möglichkeit des Qualitätswechsels im End-
produkt gesehen werden; vgl. zu einer solchen Realoption Pawlina/Kort  (2002). 

260 Ygj hierzu und zum Folgenden bspw. Dixit /Pindyck  (1994), S. 321 ff.,  oder Lücke 
(2000), S. 13 ff.,  sowie die Beschreibung in Paddock /Siegel/Smith  (1988), S. 481, 483 ff., 
— Letztere treffen  jedoch eine vereinfachende Annahme hinsichtlich der Ausübung nachge-
lagerter Optionen, so dass eine der einfachen Warteoption vergleichbare Bewertungsprob-
lematik entsteht. 

261 V g l Dixit/Pindyck  (1994), S. 320. Ein komplexes Beispiel für Investitionen im Be-
reich der Informationstechnologie, bei dem sowohl Input- als auch Outputpreise als stocha-
stische Prozesse abgebildet werden, ist im Modell von Schwartz/ Ζ ο zaya-G oro stiza  (2000) 
gegeben. Von besonderer Relevanz ist die Berücksichtigung mehrstufiger  Realoptionen bei 
Investitionen in Forschungs- und Entwicklungsprojekte, welche durch eine lange Laufzeit 
und eine hohe Unsicherheit bezüglich der den Wert bestimmenden Faktoren gekennzeichnet 
sind. Eine diesbezügliche Modellformulierung  ist in Schwartz/Moon  (2000) zu finden. 

2 6 2 Vgl. Bockemühl  (2001), S. 65, Trigeorgis  (1996), S. 227 ff.;  zur Bewertung einer 
einfachen verbundenen Option vgl. Geske  (1979). 
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132 2. Ideale Kapitalmärkte 

Wahlmöglichkeiten bedingt i.d.R., dass sich der Wert des Projektes mi t dem 
Bündel an Optionen nicht lediglich als Summe der einzelnen Optionswerte dar-
stellt, sondern dass entsprechende Verbundeffekte  zu berücksichtigen s i nd 2 6 3 . 
So kann im angeführten Beispiel von Erdöl- und Erdgasprojekten alternativ 
zum Abbruch (Abbruchoption) ggf. auch lediglich eine vorübergehende Aus-
setzung der Projektausführung  (Stilllegungsoption) erfolgen oder es besteht 
die Möglichkeit, erst in fortgeschrittenen  Entwicklungsstufen die Intensität 
des Rohstoffabbaues  festzulegen (Erweiterungs-, Einschränkungsoption) 264 . 

Darüber hinaus können einfache oder verbundene Optionen zum einen 
exklusiv der betrachteten Unternehmung zuzuordnen sein; sie können 
zum anderen auch Mitbewerbern zur Verfügung stehen, so dass deren 
Ausübungsverhalten Einfluss auf den Wert der Optionen für die betrachte-
te Unternehmung besitzt. Berücksichtigt man darüber hinaus, dass bestimm-
te Optionstypen ein Wahlelement bezüglich des Ausübungszeitpunktes auf-
weisen, andere hingegen als nur zu bestimmten Zeitpunkten ausübbar aus-
gestaltet sein können, sind Realoptionen auch hinsichtlich ihrer zeitlichen 
Ausübung differenzierbar.  Dementsprechend lassen sich Realoptionen nach 
Trigeorgis 265 klassifizieren als Kombination aus den Merkmalen: exklusiv  oder 
geteilt  mit  Mitbewerbern , einfach  oder verbunden  sowie unmittelbar  auszuüben 
(europäisch)  oder zeitlich  verschiebbar  (amerikanisch). 

Vorzugsweise in Bezug auf die Warteoption, jedoch auch zu komplexeren 
Optionen sind zudem die steuerlichen Einflüsse auf das Entscheidungsverhal-
ten untersucht worden — besonders intensiv unter dem Blickwinkel verschie-
dener Steuersysteme und Investorpräferenzen  von Niemann  und Sureth 266. 
Die Warteoption ist auch Gegenstand der abschließenden Ausführungen die-
ses Abschnittes. M i t dem Hinweis auf die eingangs beschriebene Motivat ion 
soll im Folgenden der Wert dieser Option, jedoch im Grundfall  ohne Steuern, 
hergeleitet werden. 

Zur Abbi ldung der Warteoption wird im Weiteren der Fall betrachtet, dass 
die Unternehmung die Möglichkeit besitzt, zu einem beliebigen Zeitpunkt in-
nerhalb eines unendlichen Planungszeitraumes [0, oo) ein Investitionsprojekt 
zu verwirklichen, das im Zeitpunkt der Ausübung einen Kapitalwert von: 

B{t)  = max [V(t) - I(t ), 0] (2.101) 

263 Y g l Trigeorgis  (1996), S. 232 ff. 
264 V g l Meise (1998), S. 139. Verbundene Optionen, deren Ausübung in den er-

sten Stufen vielfältige strategische Optionen und damit zusammenhängende Wachs-
tumsmöglichkeiten generiert — so genannte Wachstumsoptionen —, werden für konkre-
te Fälle aus dem Bereich der Informationstechnologie sowie einer strategisch motivierten 
Internationalisierung eines Kreditinstitutes in Ρanayi/Trigeorgis (1998) beschrieben. 

265 V g l Trigeorgis  (1996), S. 142 ff. 
2 6 6 Vgl. bspw. Niemann (1999, 2001), Sureth (1999, 2002) sowie Niemann/Sureth (2002). 

Zu weiteren Nachweisen vgl. Sureth/Niemann (2002). 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 133 

aufweis t 2 6 7 . V( . ) kennzeichnet den Wert-Prozess des einzunehmenden Objek-
tes (Underlying), während / ( . ) den Prozess des hierfür  aufzubringenden Wer-
tes (Vorleistungswertprozess) beschreibt. Beide Wertprozesse werden dabei, 
in ihrer weitesten Auslegung, als geometrisch Brown'sche Bewegungen mo-
delliert. In allgemeiner Form werden die Prozesse somit durch die folgenden 
stochastischen Differentialgleichungen  beschrieben (t  £ [0, oo)): 

Vo und IQ kennzeichnen die Startwerte in t  = 0. bzw. σ / re-
präsentieren Konstanten für Dr i f t  bzw. Streuung; W v(.) und W\.)  stehen 
für (möglicherweise korrelierte) Wienerprozesse. Die Korrelat ion zwischen den 
Wiener-Prozessen wi rd mi t ρ ι γ φ 1 gekennzeichnet. Eine Long-Position in 
V(.)  bzw. / ( . ) kann zudem mi t einer „Div idende" verbunden sein; in einer 
Short-Position wi rk t die Dividende „ m i t umgekehrtem Vorzeichen". Der Vek-
tor der Dividendenraten werde mi t δ(.) = (δγ  (.) , δ ι (.))'  gekennzeichnet, wobei 
insbesondere mi t <0 (i  = V,I)  Lagerkosten abgebildet werden können, 
die sich dann allerdings auf den gesamten, auf einen Zeitpunkt konzentrierten 
Wert der Vorleistungen bzw. des optierten Objektes beziehen. In abstrakter 
Form können im Vektor der Dividendenraten Opportunitätskosten in Gestalt 
nicht realisierter Einzahlungsüberschüsse zum Ausdruck kommen, welche der 
Unternehmung durch die Nicht-Ausübung der Opt ion entstehen. 

Der gewählte Ansatz impliziert, dass der Rückfluss aus der zukünftigen, 
wahlweise realisierbaren Investit ion in einem Betrag, also als Ertragswert 
im Ausübungszeitpunkt, zur Verfügung steht. Insofern ist bei laufenden 
Rückflüssen davon auszugehen, dass sich die Summe ihrer Barwerte im model-
lierten Wert verlauf von V( . ) widerspiegelt. Analoges gi l t für den Wert verlauf 
der Vorleistungen ( / ( . ) ) . Der Besitz des Under lyings bringt einen kontinuierl i-
chen, konstanten Dividendenstrom mi t der Rate δγ , welcher bis zur Verwirk-
lichung der Investit ion nicht vereinnahmt wird. Dabei soll zunächst  unterstellt 
werden, dass sich der Wert der einzukaufenden Vorleistungen deterministisch 
entwickelt, also Preissicherheit hinsichtlich zukünftiger Vorleistungen besteht 
oder zumindest vereinfachend angenommen werden kann, und eine Vorhaltung 
des Inputs keine Auszahlungen (Lagerkosten) verursacht bzw. diese bereits 

2 6 7 Die Gestalt der Option entspricht der von McDonald/Siegel  (1986) untersuchten; 
die Autoren weisen dem Auszahlungsprofil  noch alternativ mögliche Interpretationen als 
Wechseloption oder Liquidations-(Abbruch-)Option zu; vgl. ebd,  S. 711. Im Unterschied zu 
McDonald/Siegel  soll im Folgenden der Optionswert als arbitragefreier  Optionspreis und 
nicht unter Rückgriff  auf eine investorspezifische Diskontierungsrate hergeleitet werden. Da-
bei sind ggf. nicht verschwindende Dividendenprozesse explizit berücksichtigt. Anzumerken 
ist, dass unter dem Begriff  der Warteoption  gemäß dem beschriebenen Auszahlungspro-
fil somit nicht nur die Wahlmöglichkeit als solche, sondern auch der „Wert der Investiti-
on an sich" erfasst ist, wenn man Letzteren als durch den Investitionswert bei sofortiger 
Ausübung repräsentiert sieht; vgl. auch die sprachliche Charakterisierung in Dixit/ Pindyck 
(1994), S. 137. 

dV(t) 

dl(t) 

(2.102) 

(2.103) 
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134 2. Ideale Kapitalmärkte 

mi t einem etwaigen Preisanstieg in der Driftrate 6/ und damit im Wertver-
lauf der Vorleistungen aufgehen. Dies bedeutet, dass sie bei einem etwaigen, 
ggf. partiellen Verkauf der Vorleistungen vergütet würden. Der „Dividenden-
prozess" für die Vorleistungen soll also den Wert null (δι = 0) annehmen. 
Im Anschluss daran wird auch eine stochastische Entwicklung dieses Vorleis-
tungswertprozesses zugelassen. 

1. Fall : Warteoption mit deterministischem Vorleistungswertprozess;  äj = 
0,<Sj ξ 0 

Es ergeben sich aus den Gl. (2.102) und (2.103) die folgenden Prozesse: 

V(t) = v 0 e ( b v ~ i a 2 v ) t + a v w V ( t ) = V 0e( r~ öv~^ a2v)t+av W^ { t \ (2.104) 

wobei der Wiener-Prozess WQ(.)  aus der Gzrsanot»-Transformation  des 
Wiener-Prozesses W v(.) mit dem Maßwechselprozess — + δγ  — r) 
hervorgeht. Für den Vorleistungswertprozess gilt: 

I(t)  = I0eblt. (2.105) 

Es werde ferner  gesetzt: 

V(t) := V(t)e~ b,\ ~I(t) := I(t)e~ blt = I0,t>  0. (2.106) 

Der optierte Prozess hat damit die folgende Gestalt für  t > 0: 

B(t) = max[V(t) - J(i),0] = e M max [v(t) - J0 ,o] . (2.107) 

Der Wert einer amerikanischen Kaufoption mit diesem Auszahlungsprofil  und 
bei unendlicher Laufzeit ist nach McKean 268 durch die folgende Funktion 
h>Ac(-) beschrieben — wobei r  — 6/ — δγ > 0 vorauszusetzen ist: 

hAC(V(t)) = '  0 <V(*)< α, ( 2 J 0 8 ) 

{ V(t)-I 0; a<V(t); 

dabei sind: 

jlo  ^/p 2 + 2(r-b I) + p 6v-(r-bi ) 
α := - ! — , 7 := ^ und ρ := ^ + 

7 — 1 σγ  σγ  2 

σν 

2 6 8 McKean (1965); vgl. auch Karatzas/Kou (1998), S. 242, Karatzas/Shreve (1998), 
S. 62 ff.  Eine nur geringfügige Modifikation ergibt sich durch die hier unterstellte Drift 
b i des Vorleistungswertprozesses. Die Modifikation wirkt so, als ob der Wert des risi-
kolosen Zinssatzes r — bj  betragen würde. Zur Verdeutlichung sei der Wert des Prozes-
ses V(.) in obige Gleichung eingefügt. Zu ermitteln ist folglich der Wert des Ausdruckes 

sup Eo  [ e - ( r - b ' ) T [ v 0 e ( r - b i - S v - i a v ) T + a v W u ( T ) - I0,θ]], wobei <S0)Oo für die Men-
Τ*Ξ «-"•>() .oc 
ge der Τ messbaren Stoppzeiten τ : Ω —> [0, oo) steht. Der Ausdruck entspricht dem Wert 
einer Kaufoption auf V(.) bei einem Zinsniveau für risikolose Anlagen von r — 6j. 
Eine analytische Lösung zur Bewertung einer Kaufoption c.p. bei endlichem Planungs-
horizont existiert bislang nicht; vgl. auch die Hinweise in Steiner/Uhlir (2001), S. 268, 
Karatzas/Kou (1998), S. 223. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem Kapitalmarkt 135 

Diesbezüglich gilt ferner  Eq [e ( r 6/)τ<<·] = 2 6 9 , wobei r a die Stopp-

zeit kennzeichnet, die durch das Erreichen der Grenze a durch den Prozess 
V(.) bestimmt wird. Damit ergibt sich der Optionspreis insgesamt als unter 
dem Wahrscheinlichkeitsmaß Po erwarteter Barwert der Optionsauszahlung. 
2. Fall:  Warteoption mit stochastischem Vorleistungswertprozess 

Hinsichtlich der Vorleistungen wird nunmehr eine stochastische Wertent-
wicklung zugelassen. Lagerkosten o.A. sollen allerdings wiederum vollständig 
in diesen Wertprozess eingehen, so dass von einer Ausschüttung von null 
ausgegangen wird (δ/(.)  ξ 0). Auf die Realoption wirken nunmehr zwei 
verschiedene Unsicherheitsquellen, repräsentiert durch die Wiener-Prozesse 
W v(.) und W 1 (.). Annahmegemäß können beide Wiener-Prozesse korreliert 
sein; der Korrelationskoeffizient  piv  wird als konstant vorausgesetzt. In ei-
nem ersten Schritt werden zwei stochastisch unkorrelierte Unsicherheitsquel-
len erzeugt. M i t Hilfe einer Cholesky-Zerlegung 270 kann der Wiener-Prozess 
W 7(.) subsituiert werden durch piy  dW v(.)  + y/\  — p2

IV  dW 1 (.) — mit dem 
neu einzuführenden Wiener-Prozess W 1 (.), welcher nunmehr stochastisch un-
abhängig von W v(.) und folglich auch unkorreliert mit diesem ist. Aus Gl. 
(2.103) ergibt sich damit: 

dl(t)  = l(t)  (b ι dt  + σι d (piv  dW v (t)  + yjl  - p2
IV  dW 1 ^ , te  [Ο,Τ]. 

In Verbindung mit der Prozessdarstellung für V(. ) gemäß Gl. (2.102) und für 
/ ( . ) nach Gl. (2.103) wird für das Folgende gesetzt: σ := (&ij)i,j=i,2 m i t σ

ι ι
 : =  

σν ,0Ί2 '·= 0,σ2ΐ := p i v & i und y / l ~ so dass im Weiteren für 
t e [0, Τ]: 

dV(t)  = V{t)  (b v dt  + a n dW v (t)^j  , (2.109) 

dl(t)  = I(t)(bidt  + a2idW v(t)  + a22dW I(t)^  (2.110) 

mit den unveränderten Ausgangswerten VQ  und IQ zugrunde liegen soll. Der 
Wert zur betrachteten indizierten, amerikanischen Kaufoption mit unendlicher 
Laufzeit lautet: 

htc
dxv(t)j(t))  = \ M m ) + ' ) ; 

l  nt)-l(t); 

mit k  := ^ f , wobei σ\ := (σ η ~ σ2ι)2 + (σ ί 2 - σ 2 2 ) 2 = ||σι. - σ2 . | |2 . 
Die Herleitung des Optionswertes soll lediglich skizziert werden. Sie lehnt sich 
an Dixit/ Pindyck  (1994), S. 207 ff.  i .V.m. S. 177 ff.,  a n 2 7 1 . 

^ k±1 
* ' (2.111) 

2 6 9 Vgl. Karatzas/Kou  (1998), S. 241. 
2 7 0 Vgl. hierzu bspw. Jorion  (2001), S. 303 f. 
2 7 1 Dort wird das Underlying durch einen stetig zu vereinnahmenden Produktpreispro-

zess repräsentiert, welcher als ewige Rente mit geeignetem Kalkulationszinsfuß verbarwer-
tet dem hier zugrunde liegenden, optierten Vermögenswert V(.) entspricht. Darüber hinaus 
wird hier ein Maß Wechsel zur Ableitung des Optionswertes vorgenommen. 
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136 2. Ideale Kapitalmärkte 

Begründung: 
Uber den Maßwechselprozess 0 α ( . ) ξ Θα : = — σ' 2 + 0 , wobei Θ = σ

_ 1 ( 6 + £ — 7 Ί 2 ) 
und b = (bvM)',  w i rd der Wiener-Prozess W(.)  = (W v(.),  W 1 (.))'  ersetzt 
durch den Wiener-Prozess W a(.)  gemäß folgender Gzrsano^lYansformation: 

dW a(t)  = eadt  + dW(t). 

Nach der Subst i tu t ion lauten die Prozessgleichungen (2.109) und (2.110): 

dV(t)  = V(t)((r-öv+ai.a' 2.)dt  + ai.dW a(t))  , (2.112) 
dl(t)  = I(t)  ( ( r + \\σ2. ||2) dt  + σ2. dW a(t))  . (2.113) 

Für den Bereich, in dem die Opt ion nicht ausgeübt wi rd, werde nun eine Long-
Posit ion in der Opt ion ( V ( . ) , / ( . ) ) sowie Short-Posit ionen im Under ly ing 
V( . ) und dem Vorleistungswert / ( . ) betrachtet, Letztere m i t einem Vielfachen 
gemäß den Faktoren πΐγ ( . ) bzw. m / ( . ) . Die Wertentwicklung dieses Portfolios 
ergibt sich in vereinfachter  Darstel lung m i t der mehrdimensionalen I to-Formel 
als: 

d{h$f d, - mvV  - mil) = (h^ d.v mv) dV  + (hf^.j m i ) dl 
Η { V ^ a 1 ] \ h f n % v v + 2 v i a i y 2 h f n % v i 

+I2\W2rht%u)  dt, 

wobei hf^ d .G{G  = V,I)  für die partiel le Ab le i tung des Optionswertes nach 
G steht. (Höhere partiel le Able i tungen sind entsprechend durch mehrere In-
dizes gekennzeichnet). Durch die Wahl von my := hf^d  . v und raj : = . 7 

ist der Wertzuwachs risikolos. Er muss dann gleich dem Zins auf den Portfo-
l iowert, berechnet m i t dem risikolosen Zinssatz, sowie zuzüglich der auf das 
leerverkaufte Under ly ing zu entrichtenden Dividendenzahlung övmvV  dt  sein. 
Dies führt  auf die folgende Bedingung für die Funkt ion des Optionswertes im 
Nicht-Ausübungsbereich: 

(hfnd.  - mvV  - rrul)rdt  + 5vh^ d.vV  dt 

= \ (Υ 2\\σ^·\\^τίά.·,νν + 2VI&l.&2htnd.;VI  + ^\\σ2.\\2hf^^.jj^j  dt(2.114) 

Randbedingungen ergeben sich daraus, dass zum einen der Opt ionswert auf 
der Grenze zum Ausübungsbereich, betrachtet an der Stelle ( V \ / ) , den 
Ausübungswert V  — I annehmen muss (, ,Value-matching"-Bedingung), wobei 
natür l ich nur bei nicht-negativer Differenz  der Werte ausgeübt w i r d 2 7 2 . Zum 
anderen müssen die part iel len Ablei tungen der Funkt ion des Optionswertes 
für den Nicht-Ausübungsbereich an der Grenze zum Ausübungsbereich diesel-
ben (Grenz-)Werte wie diejenigen der im Ausübungsbereich geltenden Wert-
funkt ion der Opt ion aufweisen ( , ,Smooth-past ing"-Bedingung)2 7 3 . Die Grenze 
zwischen Ausübungs- und Nicht-Ausübungsbereich muss durch einen Schwel-
lenwert in Bezug auf den Quot ienten aus V(t)  und I(t)  gegeben sein, da der 

2 7 2 Zur Zweiteilung  in einen Ausübungs- und einen Nicht-Ausübungsbereich vgl. McDo-
nald/Siegel  (1986), S. 712 f., 726. 

2 7 3 Zur Begründung der „ Value-matching"- und der „Smooth-pasting"-Bedingungen vgl. 
Dixit/Pindyck  (1994), S. 130 ff. 
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2.2 Investitionsentscheidungen auf vollständigem K a p i t a l m a r k t 1 3 7 

Schwellenwert numeraire-unabhängig sein muss und der Prozess / ( . ) als Nu-
meraire betrachtet werden kann 2 7 4 . Es kann nun leicht nachgeprüft  werden, 
dass die durch Gl. (2.111) definierte Funktion die Differentialgleichung  (2.114) 
und die Randbedingungen erfüllt,  wobei die „Smooth-pasting"-Bedingungen 

mit  hlC
d<NAB(V(t),  I(t))  := l  V(t)  für den Funktions-

term im Nicht-Ausübungsbereich der Option wie folgt lauten: 

Ol AC-,NAB Ol AC-,NAB 
(V( t ) , / ( t ) ) = 1 und — J — ( V ( t ) , m )  = - 1 . 

Der Ausübungsbereich grenzt die Quotienten j ^ j somit nach oben ab, wobei 
ein nicht-leerer Nicht-Ausübungsbereich verbleibt. In diesem Bereich ergibt 
sich ein positiver Zeitwert der Option aus h£%NAB(V(t),  I(t))  - (V(t)-I(t)). 

Die vorausgegangenen Anmerkungen zu Realoptionen beenden die Dar-
stellung zur Optionspreisbestimmung und Portfolio-Strukturierung  auf 
vollständigen Kapital- bzw. Gütermärkten. Das folgende Kapitel wendet sich 
nun der dergestalt spezifizierten Investitionsrechnung auf unvollständigen Ka-
pitalmärkten zu. 

2 7 4 Vgl. auch Dixit/Pindyck  (1994), S. 210. 
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3. B e w e r t u n g b e d i n g t e r A n s p r ü c h e u n d 

P o r t f o l i o - O p t i m i e r u n g  a u f u n v o l l s t ä n d i g e n 

K a p i t a l m ä r k t e n 

Nach der Behandlung von Investitionsentscheidungen unter den idealen Be-
dingungen eines vollständigen Kapitalmarktes wendet sich die Betrachtung 
nunmehr der Entscheidungsunterstützung eines Investors auf einem unvoll-
ständigen Kapi ta lmarkt zu. Grob gesprochen, sieht er sich nunmehr einer 
Situat ion gegenüber, in der die auf dem Kapi ta lmarkt verfügbaren  Instrumen-
te nicht mehr beliebige Zahlungsmuster zu generieren erlauben. Damit sind 
verschiedene Aspekte verbunden: Es ist ihm nicht mehr möglich, einen gege-
benen Zahlungsstrom ohne Rückgriff  auf seine individuelle Präferenzstruktur 
und in eindeutiger Weise zu bewerten (Bewertungs-/Pricing-Problem), die 
Absicherung einer stochastischen, zukünftigen Zahlung ist ggf. nur noch 
näherungsweise zu bewerkstelligen (Absicherungs-/Hedging-Problem) und die 
Herleitung einer nutzenmaximierenden Portfolio-Strategie  wi rd durch Han-
delsbeschränkungen unterschiedlicher Couleur erschwert, wobei die Strategie 
je nach Betroffenheit  des individuellen Problems von der speziellen Marktun-
vollständigkeit zu einem niedrigeren Nutzenniveau als im Fall vollständiger 
Märkte fuhren kann. 

Die folgenden Ausführungen charakterisieren zunächst den nunmehr re-
levanten Mark t (Abschnitt  3.2). Hierfür  wi rd der Unvollständigkeitsbegriff 
in einen weiten und einen engen gespalten, was der ambiguen Verwendung 
des Begriffes  im Schri f t tum entspricht. Die Problematik der Bewertungsfra-
ge und die sich gegenüber der Idealmarktsi tuat ion ergebenden Änderungen 
von Marktcharakterist ika werden als Vorbereitung auf die Untersuchung im 
kontinuierlichen Marktzusammenhang zunächst anhand eines einfachen Bei-
spiels in einem diskreten stochastischen Kontext i l lustriert (Abschnitt  3.1). 
Der dynamischen Portfol io-Optimierung  auf unvollständigen Kapi ta lmärkten 
(mi t zeit-/zufallsstetigen Prozessen) gi l t Abschnitt  3.3.2. Im darauffolgenden 
Abschnitt  3.3.3 werden Ansätze des Schrifttums zur Behandlung des Be-
wertungsproblems für bedingte Ansprüche sowie Hedgingansätze vorgestellt. 
Schließlich werden in Abschnitt  3.3.4 a m Beispiel einer speziell gewählten 
Realoption Konsequenzen der Unvollständigkeit des Marktes für die Bewer-
tung von Wahlentscheidungen aufgezeigt, und es wi rd beschrieben, wie die-
se Wirkungen durch Gestaltungsmaßnahmen u.U. gemildert werden können. 
Hierfür  wi rd der Unvollst ändigkeitsbegriff  weiter gehend differenziert. 
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3.1 Charakterisierung des unvollständigen Marktes 139 

3 .1 C h a r a k t e r i s i e r u n g des u n v o l l s t ä n d i g e n M a r k t e s 

Der vollständige Kapitalmarkt ist dadurch gekennzeichnet, dass sämtliche 
messbaren Zahlungen, insbesondere solche, welche bezüglich TT messbar sind, 
mit zulässigen Portfolio-Prozessen  erreicht, d.h. dupliziert werden können. Im 
Kontext der Modellierung des Abschnittes  2.1.2 impliziert die Vollständigkeit 
des Marktes, dass der Volatilitätsprozess σ(.) fast immer, fast sicher in-
vertierbar ist (Satz 2.16). Daraus folgt die Eindeut igkei t2 7 5 des Risiko-
Marktpreisprozesses θ(.)  nach Gl. (2.20), welche ihrerseits zu einem eindeu-
tigen Μ aß wechselprozess ZQ(.)  auch ohne die Hinzunahme der Bedingung 
(2.25) führt.  Dies setzt sich in einem eindeutig bestimmten Zustandspreis-
Dichte-Prozess HQ(.) fort.  Die dergestalt „klare" Festlegung der bezeich-
neten Prozesse ist auf einem unvollständigen Kapitalmarkt nicht mehr oh-
ne weiteres gegeben276 . Um einen Eindruck von den sich beim Ubergang 
von einem vollständigen auf einen unvollständigen Kapitalmarkt ergeben-
den Änderungen der angeführten Prozesse zu vermitteln, wird im Folgen-
den ein Beispiel angegeben. Diesem liegt der Übersichtlichkeit und besse-
ren Nachvollziehbarkeit wegen eine diskrete, endliche Zustandsmodellierung 
in einem Einperioden-Kontext zugrunde. Die Unvollständigkeit des Marktes 
kommt bei diesem Beispiel darin zum Ausdruck, dass nicht (mehr) sämtliche 
zukünftigen, zustandsabhängigen Zahlungen durch Portfolio-Bildung erreicht 
werden können. Die genaue Spezifikation eines unvollständigen Marktes inner-
halb des bisherigen Kontextes wird im Anschluss an das Beispiel gegeben277 . 

Beispiel 3.1 zur  Illustration  von Prozess  Charakteristika  beim Übergang  vom 
vollständigen  auf  einen unvollständigen  Kapitalmarkt 
Betrachtet werde ein Ein-Perioden-Modell mit den Zeitpunkten to  und t\.  In 
t\  können alternativ d  Umweltzustände ω\, ω2,..., Ud 278 m i t den jeweils nicht 
verschwindenden Eintrittswahrscheinlichkeiten ρ = (pi , p2,... , P d ) / 2 7 9 auftre-
ten. Der Kapitalmarkt sei arbitragefrei  und bestehe aus η ( < d)  Wertpapie-
ren W P \ , . . . , W P n , wobei die als Vektoren betrachteten zustandsabhängigen 
Rückflüsse der Wertpapiere auf einem normierten Gegenwartspreis von einer 
Geldeinheit beruhen und linear unabhängig sein sollen. Die Rückflussvektoren 

2 7 5 Die Einschränkung der Aussagen auf Bereiche mit positivem Maß durch die Anmer-
kung: fast sicher, fast immer wird im Folgenden vereinfachend nicht explizit angeführt. 

2 7 6 Damit wird im weiteren Verlauf der Darstellung auch die Festlegung nach Gl. (2.25) 
dahingehend eine Modifikation erfahren, dass zwar weiterhin ein hierdurch spezifizierter 
Prozess als θ{.) bezeichnet wird, u.U. jedoch die bisherige Bedeutung dieses Prozesses einem 
anderen Prozess zukommen wird, der aus einer Ergänzung des Prozesses θ{.) um eine weitere 
Prozesskomponente entsteht. 

2 7 7 Eine ausführlichere  Behandlung des diskreten, auch mehrperiodigen Falles ist in 
Magill/Quinzii  (1996) zu finden. 

2 7 8 Da es im betrachteten Modell nur einen zukünftigen Zeitpunkt gibt, kann auf eine 
ausführliche Zustandscharakterisierung durch (t\,Ui)  (i  = verzichtet werden; es 
genügt, die Zustände stattdessen durch die Umweltentwicklungen zu kennzeichnen. 

2 7 9 Damit ist natürlich pi > 0 (i  = 1 , . . . , d)  und Σ ί = ι Ρ ί
 = 1 verbunden. 
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140 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

bilden eine d χ η -Mat r ix υ = (vij)i=i,...,d\j=i,...,n  (Rückflussmatrix) in der Wei-
se, dass Vij  den Rückfluss des (normierten) Wertpapiers WPj  im Zustand ωχ 
angibt. Der Rückflussvektor zu WPj  (j  = 1 , . . . ,n) ist dann durch Vj  := v.j, 
also den entsprechenden Spaltenvektor der Matr ix v, gegeben. Die Betrach-
tung soll im Folgenden sowohl für allgemeine η und d  als auch für spezielle 
Werte dieser Variablen vorgenommen werden. 

Bei konkreter Variablenbelegung wird Folgendes zugrunde gelegt: Es 
wird von maximal drei Wertpapieren ausgegangen ( n m a x . = 3), deren 
Rückflussvektoren (bei Auszahlung von einer Geldeinheit in to) die folgen-
de Matr ix ν  für den Fall von drei zu differenzierenden  zukünftigen Umwelt-
zuständen (d  = 3) ergeben: 

/ 1 ,1 1,5 2,5 \ 
ν = 1,1 0 1 . 

V 1,1 1,5 0 ) 

Aus ν ist bereits leicht zu ersehen, dass WP\ einen risikolosen Bond re-
präsentiert. Die Eintrittswahrscheinlichkeiten der Umweltzustände seien ρ = 
(0,5; 0,25; 0,25)', woraus sich das Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ ableite. 

Ist der Kapitalmarkt vollständig,  dann ist η = nmax. — d — 3. Aus der 
Vollständigkeit ergibt sich, dass mi t den vorhandenen Wertpapieren beliebige 
zustandsabhängige Zahlungsmuster in t\  erzeugt werden können, insbeson-
dere auch solche, die eine Geldeinheit in einem bestimmten Umweltzustand 
und in den übrigen Zuständen keinen Rückfluss vorsehen (reine Wertpapie-
re). Es ist zweckmäßig, zunächst die (Gegenwarts-)Preise dieser reinen Wert-
papiere WP[,...  ,WP£  zu bestimmen. Ihre Rückflussmatrix entspricht der 
Einheitsmatrix: v r  = Id=n·  Wenn somit y % = ( y j , . . . , y l

n)'  (i  = 1 , . . . , d)  den 
Vektor repräsentiert, dessen Komponente j  (e { 1 , . . . , n}) den in das Wertpa-
pier WPj  investierten Be t rag 2 8 0 wiedergibt, um insgesamt den Rückfluss des 
reinen Wertpapieres W P [ ( ( 0 , . . . , 0 , ^ 1 ^ , 0 , . . . , 0)') zu erhalten, gi l t für die 

Matr ix y  = (y l,...,y n): 

V T  = Id=n  = Vy  O y  = v~ 1. 

Da sich weiterhin der Gegenwartspreis des reinen Wertpapieres WP[  ( i = 
1 , . . . , d)  auf dem hier generell unterstellten arbitragefreien  Markt  dadurch 
ergibt, indem die für die Duplikation des zukünftigen Zahlungsmusters auf-
zuwendenden Beträge, welche in die Wertpapiere W P i , . . . , W P n zu investie-
ren s i nd 2 8 1 , addiert werden, ist dieser (Gegenwarts-)Preis bestimmt durch 
Zi = (y 1)'l n. Für den Preisvektor reiner Wertpapiere ζ  = (zi, ..., zj)'  erhält 
man damit: 

z = {v~ 1Y  ln. 

280 W e g e n d e r Normierung des Wertpapierausgabebetrages auf eins ist dies gleich der 
Anzahl der von diesem Wertpapier gekauften Stücke. 

2 8 1 Ein „negativer Investitionsbetrag", d.h. ein Verkauf des jeweiligen Wertpapiers ist 
dabei nicht ausgeschlossen. 
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3.1 Charakterisierung des unvollständigen Marktes 141 

Aus der Arbitragefreiheit  des Marktes folgt dabei ζ > 0^. Der Preis πΐχ eines 
beliebigen zustandsabhängigen Anspruches χ = ( # i , . . . ,Xd) '  (G ergibt 
sich dann in einfacher Weise zu πΐχ  = z'x  = V nv~ lx  = χ'(υ~ 1)Ίη. Als Preis 
eines (zustandsabhängigen) zukünftigen Anspruches χ wurde im vorausgehen-
den Kapi te l EQ  [yqpf] betrachtet, wobei r  für den risikolosen Zinssatz steht 

und die Erwartungswertbildung mit Bezug auf ein modifiziertes Wahrschein-
lichkeitsmaß Q e r fo lg t 2 8 2 . Sofern  r  bekannt ist, kann somit ein Vergleich von 
πΐχ mi t dem beschriebenen Erwartungswert vorgenommen werden, um das 
diesem zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmaß zu bestimmen. Der Ermi t t -
lung des risikolosen Zinssatzes ist ein Anspruch zugrunde zu legen, der in allen 
Umweltzuständen denselben Rückfluss x\ = . . . = Xd  = x erbringt. Sein Preis 
entspricht der Summe der Preise sämtlicher reiner Wertpapiere mult ipl iziert 
mi t χ  und muss gleich γ^ρ sein, so dass 1 + r  = ^f 

z'ld 
1 

Ι ' ι Τ
1 ! . 

ist. Das 

Wahrscheinlichkeitsmaß Q soll durch die gegenüber ρ modifizierten Zustands-
Eintrittswahrscheinlichkeiten q \ , . . . , q d charakterisiert sein, die im Vektor q 
zusammengefasst sind und auch als Pseudo-  Wahrscheinlichkeiten  bezeichnet 
werden. Es gilt dann: 

EQ 1 + r 
( O ' l n x -//  -1\/-«  \ u ) ± n 

(Aus Zi>0,i  = l,...,d,  folgt 1 > q > 0 und Σ ί = ι qi  = 1.) 
Der Wechsel vom Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ auf das Wahrscheinlichkeits-
maß Q erfolgt  damit über den Vektor (Radon-Nikodym-Ableitung) qp := 

..., qv
d)'  : = (jL·,...,  . Im kontinuierlichen Modell stand hierfür  der 

Prozess Zq(.).  M i t dem Vektor qp gi l t für den Preis eines Anspruches x: 

EQ 1 + r Σ χ
ί<1ί m 

T T ? P i = E p 
1 + r J 1 + r 

wobei für den Vektor (G M n ) steht, dessen i- te Komponente 
dem Produkt χiq? entspricht. Das Pendant zum Zustandspreis-Dichte-Prozess 
H0(.)  ergibt sich folglich a l s 2 8 3 

Ρ _ f ft'  ..-in 1 (Λ> 1 Α _ (Λ  , «Λ f Z l dd 
1 + r Ρ ι PdJ  \Zi  Pd 

Der Μ aß Wechsel vektor und der Vektor der Zustandspreis-Dichte sind jeweils 
eindeutig  bestimmt. Im Zahlenbeispiel ergibt sich Folgendes: 

/ - 0 , 3 6 0,26 0,40 
( v - 1 ) ' = 0 ,90 - 0 , 6 0,375 

V 0,36 0 ,40 - 0 , 4 0 

. z = ( v - i y l n = 

2 8 2 Der Vektor χ ist hierbei als Präsentation einer Zufallsvariablen zu betrachten, bei 
der den Umweltzuständen die Werte der zugehörigen Komponenten des Vektors zugewiesen 
werden. 

2 8 3 Das Subskript am (Zeilen-)Vektor l' nv~ l kennzeichnet die dem Umweltzustand zu-
gehörige Komponente. 
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142 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

so dass r  = —,—K-  1 = 7—L- — 1 = 0,1, wie sich dies bereits aus der 
l d v I n 0,90 

Zahlungsstruktur des WP\  vermuten ließ. Das Wahrscheinlichkeitsmaß Q ist 
eindeutig gegeben durch q = (0,3; 0,26; 0 , 4 ) / 2 8 4 . 

Für die Unvollständigkeit des Kapitalmarktes im Sinne der Unmöglichkeit, 
jedes beliebige Zahlungsmuster zu replizieren, können verschiedene Markt -
beschränkungen ursächlich sein. Bspw. kann ein Leerverkauf  aller oder ei-
nes Teiles der Wertpapiere ausgeschlossen sein oder es gibt nicht genügend 
Wertpapiere (mi t linear unabhängigen Rückflussvektoren),  um die Unsicher-
heitssituation vollständig zu erfassen. Der zweite Fall soll in diesem Beispiel 
weiterverfolgt  werden. 

Der unvollständige  Kapi ta lmarkt bestehe wie bisher aus η Wertpapieren, 
wobei nunmehr η < Umax.  = d  gelte. M i t den bereits eingeführten Bezeichnun-
g e n 2 8 5 ist der Bildbereich der über die Mat r i x ν definierten linearen Abbi ldung 
ν  : M n —• Rd gegeben durch 7Z(v)  := {vy  | y  G M n } . ν  besitze vollen Rang. 
Ferner ist K,(v)  := {y  G M n | vy  = Od}  der Kern von v,  so dass die 
Menge aller Vektoren y  G M n , für die y'y  = 0, \/y  G /C(v), gi l t , repräsentiert. 
Dann gi l t : 1l(v)  = / C ^ t / ) 2 8 6 . 

Für die auf dem unvollständigen Kapi ta lmarkt duplizierbaren und damit 
arbitragefrei  und eindeutig bewertbaren zukünftigen Ansprüche χ muss gelten: 
χ  G TZ(v).  Für die Ansprüche χ  G Rd \ deren Zahlungsmuster folglich 
nicht durch Kapitalmarkttransakt ionen über die vorhandenen Wertpapiere 
generiert werden können, ist ein Gegenwartspreis nicht ohne eine (subjektive) 
Bewertung des nicht eliminierbaren Risikos zu finden. Bezüglich des über die 
Kapitalmarktpapiere aufgespannten Raumes an zukünftigen Ansprüchen sind 
gleichwohl aufgrund der Arbitragefreiheit  Bedingungen an ein Preissystem 
abzuleiten. Für ein solches System von Preisen, das in Analogie zum Fall eines 
vollständigen Kapitalmarktes mi t ζ bezeichnet werden soll, ist zu fordern:  Für 
beliebiges χ  G ΊΖ(ν)  sei χ = vy,  dann muss für den Preis mx des Anspruches 
gelten: 

mx = zx = l' ny  => z'vy  = l' ny 
vz  = In . (3.1) 

Ist zk eine spezielle Lösung der letzten Gleichung (v'z k = l n ) , dann ist die 
Menge der zulässigen Preise durch V z — {z  = zk + ζ  | ζ  G JC(v'), ζ > 0} 
beschrieben. Wegen Όίπι(Κ,(ν /)) — d — Rang(v)  = d — η > 0 ist somit 
(i.d.R.) kein eindeutiges arbitragefreies  Preissystem gegeben. Die Able i tung 
von Pseudo-Eintrittswahrscheinlichkeiten q = führt  unter der 
Voraussetzung, dass der risikolose Bond am Mark t handelbar ist (1^ G ΊΖ(ν)), 
auf den Ansatz: 

mx  = EQ χ 
1 + r 

χ 
= q — ζ  χ  q = (1  + r)z. 

1 + r 2 8 4 Bei einer mehrperiodigen Erweiterung entspricht Q dem zu Ρ äquivalenten Mart in-
galmaß für den diskontierten Vermögensprozess. 

2 8 5 Vgl. S. 74 f. 
2 8 6 Vgl. S. 74. 
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3.1 Charakterisierung des unvollständigen Marktes 143 

Da unter der genannten Voraussetzung = Ζ' ID (Vz £ V Z) gi l t , ist: 

1 

M i t ζ  > 0 ergibt sich unmit telbar 0 < q < 1. Die „Mehrdeut igkei t" des arbi-
tragefreien  Preissystems überträgt sich folglich auf die (verschiedenen) Wahr-
scheinlichkeitsmaße, deren gemeinsames Kennzeichen darin besteht, dass der 
unter ihnen gebildete Erwartungswert des diskontierten zukünftigen Anspru-
ches dem arbitragefreien  Preis des Anspruches entspricht. A n die Stelle der 
Entscheidung für ein Preissystem seitens des Investors kann, wie Gleichung 
(3.1) zeigt, auch die Festlegung auf ein bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß 
treten. Aus der bisherigen Darstellung folgt dabei, dass die Wahl eines be-
st immten Wahrscheinlichkeitsmaßes oder eines arbitragefreien  Preissystems 
keine Bedeutung für die Zuweisung eines Wertes zu einem durch Kapital-
markttransaktionen erreichbaren Anspruch hat — diesbezüglich muss sich j a 
gerade ein einheitlicher Preis ergeben —; Bedeutung erlangt die Festlegung je-
doch dann, wenn bspw. das gewählte Preissystem auf einen nicht duplizierba-
ren Anspruch angewendet wird. Der daraus entstehende Preis des Anspruches 
muss mi t der individuellen Bewertung seitens des Investors übereinstimmen, 
woraus sich die Verbindung der individuellen Wertzuweisung zur Wahl eines 
Preissystems, resp. eines Wahrscheinlichkeitsmaßes, herstellen lässt. 

Die Situat ion auf einem unvollständigen Kapi ta lmarkt soll nochmals mi t 
Hilfe des obigen Zahlenbeispiels verdeutlicht werden, für das nun davon ausge-
gangen wird, dass das Wert papier WP%  nicht gehandelt w i rd (d  = 3, η = 2). 
Folglich gi l t : 

A n (1; 0; — 1 / £ fc(v f) wi rd deutlich, dass der im Vektor χ repräsentierte 
Anspruch die Gleichung χ ι — χ3 = 0 erfüllen muss, sofern er duplizierbar sein 
soll; denn dann ist χ  £ JC-L(v /)  = lZ(y).  Daraus folgt unmit telbar, dass der 
risikolose Bond, der in allen Umweltzuständen dieselbe Auszahlung aufweist, 
am Mark t verfügbar  ist — nämlich in Gestalt von W P \ . 

Die Gesamtheit der arbitragefreien  Preissysteme ist wie folgt gegeben: 
Zunächst bildet zk = (0; 0,24; 0,6) ' eine spezielle Lösung von v'z  = l n . Die 
Menge aller arbitragefreien  Preissysteme ist dann bestimmt durch: V Z = {Z  = 
zk + ζ  I 1, lzi  + 1, lz2 + 1, lz3 = 0; 1 , + 1,5z3 = 0; ζ > 0} . Dies führt 
auf folgende Bedingungen für die Komponenten von z: 0 < Z3 < 0,6; z2 = 
0,24; 0 < zi  Λ ζ λ = -z3 + 0,6. Somit ist bspw. auch ζ = (0,3; 0,2~4; 0 ,3 ) ; ein 
arbitragefreies  Preissystem mi t nicht negativen Komponenten. • 

Ohne dies freilich explizit vorzunehmen, könnten bei einer gedanklichen 
Fortführung  des Beispieles über mehrere Perioden, bspw. in der Weise, dass 
aus Sicht von t\  für eine weitere Periode die Situat ion aus ίο bestehen würde 
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144 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

usf., Portfolio-Prozesse  definiert  werden, welche unter der durch die spezifische 
Ar t der Unvollständigkeit des Marktes gegebenen Restriktion ein bestimmtes 
Zielkriterium erfüllen sollen. Um die Bestimmung solcher Portfolio-Prozesse 
soll es im Weiteren gehen, wobei allerdings der bisher eingeführte Marktrah-
men im Grundsatz beibehalten und lediglich hinsichtlich der Vollständigkeit 
modifiziert  wird. Es wird damit der folgende Markt  J\/[ unvs t zugrunde gelegt: 

Annahme: Für den unvollständigen Kapitalmarkt J\/[ unvs t gelten die Vo-
raussetzungen 1. — 3. und 5. des Marktes M v s t 2 8 7 . Die Voraussetzung 4. 
entfällt, d.h. der Kapitalmarkt ist unvollständig (im weiteren Sinne), was im 
Folgenden präzisiert wird. 

Gegeben sei eine Fr-messbare Zufallsvariable Β (ω)  = Β
+(ω) — Β~(ω ), 

wobei Β
+(ω) = max(£?(c<;), 0) und B~ (ω)  = max(—Β (ω),  0), für die 

EQ  [ gj^r) j < oo gilt und sicher nach unten beschränkt ist ( — 

k < oo, fast sicher, k  G K+) ; ferner  seien = EQ [So(T )] (— u n < ^ 

= E ° [ ä ] & °)· 
Ein standardisierter Kapitalmarkt ist unvollständig  im weiteren  Sinne, 

wenn er nicht vo l ls tändig2 8 8 ist; d.h. es gibt eine .Fr-messbare Zufallsvariable 
Β mi t positivem Maß und mi t EQ [ s j ^ y j < oo sowie fast sicher nach un-
ten beschränkt, so dass bei beliebigem reellen Anfangsvermögen χ = x+ —x~ 
kein Portfolio-Prozess (πο(·), π '(.)) = (πο~(.), π + ( . ) ' ) — ( π ^ . ) , π " (.) '), mi t den 
in Bezug auf die Vermögensprozesse X x + , 0 , 7 V + (.) bzw. X x , 0 , 7 r (.) zulässigen 
(Teil-)Portfolio-Prozessen (7Το~(.), π + ( . ) ' ) bzw. (π^"(.), π~(.) ' ) , existiert, für 
welchen gilt: 

X x>°>*(T)  = B, fast sicher, 

wobei = Χ
χ + ' ° ' π + ( . ) - Anzumerken ist, dass gene-

rell ein standardisierter  Kapitalmarkt, also insbesondere ein arbitragefreier 
Markt vorausgesetzt wird. Gegenstand der Behandlung unvollständiger Ka-
pitalmärkte sollen hier Restriktionen sein, die sich auf die Portfolio-Anteile 
p ( = -J) beziehen. Hierzu gehören z.B. Leerverkaufsbeschränkungen  und Ver-
schuldungsrestriktionen oder auch die Tatsache, dass die am Kapitalmarkt 
verfügbare  Zahl an Instrumenten nicht ausreicht, um sich gegen sämtliche 
Unsicherheitsquellen absichern zu können. Der letztgenannte Spezialfall eines 
unvollständigen Kapitalmarktes im weiteren Sinne wird als solcher im enge-
ren Sinne bezeichnet. Für den hier gegebenen Marktaufbau lässt sich dies wie 
folgt formulieren: 

Ein Kapitalmarkt heißt unvollständig  im engeren  Sinne,  wenn η < d  oder 
σ(.) fast sicher, fast immer nicht singulär nicht gilt. 

2 8 7 Vgl. S. 60 ff. 
2 8 8 Vgl. S. 71. 
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3.2 Spezialisierung der Markt-Unvollständigkeit 145 

Dies bedeutet, dass die Zahl der gehandelten (stets hinsichtlich des von 
ihnen aufgespannten Zustandsraumes unabhängigen) Akt ien geringer als die 
Dimension des zugrunde liegenden d-dimensionalen Wiener-Prozesses ist. Der 
Kapi ta lmarkt wi rd auch dann als unvollständig im bezeichneten Sinne be-
trachtet, wenn das (die) „fehlende(n)" Wertpapier(e) lediglich in t  = 0, 
später aber nicht mehr verfügbar  ist (sind). Im Fall einer speziellen Gestalt 
der Markt instrumente, bei der sich σ(.) aus einer Diagonalmatr ix und wei-
teren ausschließlich mi t Nullen besetzten Matr izen zusammensetzt, bedeutet 
die Unvollständigkeit im engeren Sinne, dass mindestens eine Unsicherheits-
quelle, repräsentiert durch einen Wiener-Prozess Wi(.)  (i  £ { 1 , . . . , d } ) , nicht 
gehandelt wird. 

I m Mi t te lpunk t der weiteren Betrachtung wi rd der Dualansatz zur Abbi l -
dung von Unvollständigkeitssituationen stehen, dem sowohl bei der Behand-
lung der Bewertung von Einzelzahlungen als auch und zuvorderst im Rah-
men der dynamischen Portfol io-Optimierung  auf unvollständigen Märkten ei-
ne zentrale Bedeutung zukommen wird. Er basiert darauf, dass der Portfolio-
Prozess in Relativbeträgen aus einer Restriktionenmenge Κ (mit bestimm-
ten Eigenschaften) stammt. Der folgende Abschnit t ist der Charakterisierung 
dieser Menge, vor allem jedoch der Darstellung konkreter Beispiele, die ver-
schiedenen Marktsi tuat ionen entsprechen, gewidmet. M i t h i n wi rd darin die 
Markt-Unvol lständigkeit spezifiziert,  die dem Dualansatz zugrunde liegt, wel-
cher seinerseits die Basis zur Handhabung einer Reihe von im darauf folgenden 
Abschnit t zu besprechenden Investitionsentscheidungen — wie insbesondere 
der Portfol io-Optimierung  auf unvollständigen Kapi ta lmärkten — bildet. 

3.2 Spez ia l i s ie rung der M a r k t - U n v o l l s t ä n d i g k e i t 
i m Dua lansa tz 

Nicht jede Modell ierung eines unvollständigen Marktes macht Sinn und 
nicht jede Modell ierung, die Sinn macht, erlaubt einen anwendbaren Ent-
scheidungskalkül. Insofern wi rd im Folgenden zunächst allgemein die Menge 
jener Restriktionen eingegrenzt, die im Dualansatz, insbesondere zur Lösung 
des dynamischen Portfolio-Optimierungsproblems,  vorausgesetzt wird. Daran 
anschließend werden die im Schri f t tum vorzufindenden Konkretisierungen für 
Restriktionen dargestellt und es wi rd versucht aufzuzeigen, in welchem An-
wendungsrahmen diese Beschränkungen auftreten können. Als Ergänzung der 
existenten Formulierungen wi rd ein weiteres Beispiel für eine abbildbare, an 
der Praxis orientierte Restr ikt ion gegeben. 

Abstrakt formuliert,  basiert der Dualansatz darauf,  einen unvollständigen 
Kapi ta lmarkt f ikt iv zu vervollständigen, so dass die in Kapitel  2 behan-
delte Mart ingalmethode auf vollständigen Kapi ta lmärkten anwendbar wird. 
I m Falle eines unvollständigen Kapitalmarktes im engeren Sinne sind dabei 
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146 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

neue, fiktive Markt instrumente (Akt ien) einzuführen. Dass das Vorgehen auf 
vollständigen Märkten zu einer zulässigen Problemlösung auf dem unvoll-
ständigen Mark t führt,  wi rd durch einen geeignet gewählten (mehrdimensio-
nalen) Schattenpreisprozess sichergestellt, welcher aus einer durch die Markt -
restr ikt ion bestimmten Prozessmenge stammt. Die fiktive Vervollständigung 
des Marktes erfolgt  dabei nicht nur — und dies ohnehin nur im Falle eines un-
vollständigen Marktes im engeren Sinne — durch die Einführung zusätzlicher 
Markt instrumente, sie beinhaltet auch die Modif ikat ion des Bildungsgesetzes 
der zugrunde liegenden Instrumentenprozesse, d.h. der sie bestimmenden sto-
chastischen Differentialgleichungen.  Die Anwendung des Dualansatzes und die 
Rolle des Schattenpreisprozesses werden aus der Darstellung in den weiteren 
Abschnit ten ersichtlich werden. A n dieser Stelle soll dies als Rechtfertigung 
genügen, um im Folgenden Marktrestr ikt ionen und die dazugehörenden Men-
gen zulässiger Schattenpreisprozesse vorzustellen. Bei der Modif ikat ion der 
Instrumentenprozesse wi rd zudem die Funkt ion ζ (v(t))  über den Schatten-
preis v(t)  (t  G [Ο,Τ]) benötigt, deren Berechnung für die Lösung der darauf 
aufbauenden Optimierungsprobleme von essentieller Bedeutung ist und die 
folglich bei einer konkreten Anwendung des Verfahrens  ermittelbar sein muss. 
Die bisher umschriebenen Elemente des Verfahrens  werden nunmehr formal 
eingeführt. 

Den Ausgangspunkt bildet zunächst eine Marktgestalt wie sie in Abschnitt 
2.1.2 vorausgesetzt wurde, d.h. ein vollständiger Mark t , für den insbeson-
dere η — d  gi l t . Der Volatilitätsprozess σ(ύ,ω)  sei (fast sicher) gleichmäßig 
auf [0, Τ ] χ Ω beschränkt und invertierbar mi t der gleichmäßig beschränkten 
inversen Mat r i x σ~ ι{ω, t)289. 

Gegeben sei eine nicht leere, konvexe und abgeschlossene Menge Κ  C M n , 
die die Menge zulässiger Portfolio-Prozesse  in Relativbeträgen (Anteilspro-
zesse) beschre ibt 2 9 0 . Es muss also p(.)  G Κ  (fast sicher, fast immer) gelten. 
Dabei wi rd von einer zeit- und zustandswnabhängigen Restriktionsmenge Κ 
ausgegangen291 . Zur Menge Κ  w i rd die Funkt ion ζ : M n ^ E U {oo} definiert 

2 8 9 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 201, wobei im Unterschied zu ebd.,  S. 201, von einem 
standardisierten Markt ausgegangen werden soll. 

2 9 0 Eine derart allgemeine Restriktionsmenge wurde in Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 771, 
eingeführt;  vgl. auch Cvitanic/Karatzas  (1993), S. 659 f. Vgl. zu den folgenden Vorausset-
zungen ebd.  sowie Karatzas/Shreve  (1998), S. 206; zu den diesbezüglichen Grundlagen vgl. 
Rockafellar  (1970). Ein Beispiel für eine Restriktion in Bezug auf den Portfolio-Prozess 
in Absolutbeträgen, die nicht — wenigstens bei str ikt positivem Vermögen — in eine 
äquivalente Restriktion bezüglich des Portfolio-Prozesses  in Relativbeträgen umgeformt 
werden kann, indem lediglich die einen Prozessvariablen durch die anderen substituiert 
werden, ist in Basak  (1995) zu finden: Die Restriktion beinhaltet die Vorgabe eines Mindest-
vermögens zu einem bestimmten Zeitpunkt innerhalb des Betrachtungszeitraumes [0,T]; sie 
wird am Ende dieses Abschnittes ergänzend aufgeführt. 

2 9 1 Bei Bardhan  (1994), S. 928, und Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 804 f., wird jeweils die 
Möglichkeit einer stochastischen Restriktionsmenge postuliert. Da eigene Berechnungen im 
Kontext des in Abschnitt  3.3.2.3 beschriebenen Problemes, das darunter zu subsumieren 
wäre, im Widerspruch hierzu stehen, wird dem hier nicht gefolgt. Auf eine Darstellung der 
Berechnungen wird ihres Umfanges und des negativen Resultates wegen verzichtet. 
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3.2 Spezialisierung der Markt-Unvollständigkeit 147 

als: 
C M : = s u p ( - p V ) . (3.2) 

peK 
Diese Funkt ion wird als nach unten beschränkt angenommen, d.h. 3ζο  G R : 

C M > Co, Vi/ G M n . (3.3) 

Betrachtet werde die folgende Menge: 

Κ : = { ν G Μ η I C M < oo} , (3.4) 

welche eine Menge zulässiger Schattenpreise beschreibt. Es zeigt sich unmit -
telbar, dass 0 n G Κ  mi t £ ( 0 n ) = 0 ist. Es gi l t fe rner 2 9 2 : 

ρ e Κ & C M + Ρ " > 0> £ k . (3.5) 

Konkrete  Restriktionen  sind durch folgende Ausprägungen 2 9 3 gegeben, wo-
bei hier versucht wird, eine Eintei lung der im Schri f t tum vorzufindenden Re-
str ikt ionen nach den im Vordergrund stehenden Anwendungsaspekten vorzu-
nehmen: 

Eine allgemeine  Marktrestriktion  im Sinne einer Beschränkung, die i .A. 
allen Investoren vom Mark t auferlegt ist, ist durch einen unvollständigen Ka-
pi ta lmarkt im engeren Sinne gegeben2 9 4 : 

p i = 0, V i G L C {1 , . . . , n } , L φ 0, P j G M , j £ L. 

Es ist C M = 0. Dabei bezeichnet η die Anzahl der am Mark t vorhandenen 
risikobehafteten Instrumente (Akt ien) nach dessen fiktiver Vervollständigung, 
so dass η = d  gi l t . Die Zahl der originär am Kapi ta lmarkt existenten Akt ien 
beträgt folglich d — | L | 2 9 5 . mehrdimensionalen Wiener-Prozesses — Allen-
falls von geringer Bedeutung, wenn auch nicht grundsätzlich auszuschließen, 
dürfte eine Interpretat ion dieser Unvollständigkeitsbedingung als investorspe-
zifische und nicht als allgemeine Marktrestr ik t ion im obigen Sinne sein. Dies 
würde bedeuten, dass die laufende Handelbarkeit bestimmter Risiken bzw. 
Risikokombinationen — nicht jedoch von Derivaten auf sonst allgemein ge-
handelte Risiken — von Markttei lnehmer zu Markttei lnehmer unterschiedlich 
sein kann. Denkbar erscheint dies bei Risiken, die mi t einer am Mark t nicht 
gehandelten, einem Markttei lnehmer exklusiv zur Verfügung stehenden (Sach-
)Investi t ion verknüpft  sind. 

2 9 2 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 206. 
293 V g l z u d e n j m Folgenden beschriebenen Restriktionen Cvitanic/Karatzas  (1992), 

S. 796 f., Cvitanic/Karatzas  (1993), S. 659 f., Karatzas/Shreve  (1998), S. 206 f. Un-
berücksichtigt bleiben dabei implizit Wirkungen der Wertpapiernachfrage  auf das Preis-
system; zu diesbezüglichen Aspekten der Markt l iquidi tät vgl. Esser  (2004) m.w.N. 

2 9 4 Dieser Fall wird bei Karatzas/Lehoczky/Shreve/Xu  (1991) und He/Pearson  (1991) 
behandelt. 

2 9 5 Das Betragszeichen soll für die Mächtigkeit der Menge L stehen. 
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148 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Investorspezifische  Restriktionen  können gegeben sein durch: 

• Restriktionen in Bezug auf (Des-)Investit ionsvolumina in einzelne  risikobe-
haftete  Wertpapiere. 
Dabei soll von der folgenden allgemeinen Restriktionsmenge ausgegangen 
werden: 
Κ = I i χ I 2 χ · · · χ Ι η mi t I i = [a i ,ß i ] , a i < 0 < ßi (a i = —oo,ßi — oo mi t 
jeweils (halb-)offenen  Intervallen möglich) für  % — 1 , . . . ,n. 
I m Folgenden werden Spezialisierungen dieser allgemeinen Menge formu-
liert; dabei wi rd der ökonomische Anwendungsaspekt, differenziert  nach 
Anwender und Anwendungssituation, betont. 

- Leerverkäufe  (für bestimmte/sämtl iche Akt ien) sind nicht mög l i ch 2 9 6 : 
Ii  = [0, oo), V t G L C { l , . . , n } , L ^ 0 , f t G R ( = / j ) , j £ { 1 , . . . , n} \ L. 
Dann ist Κ = {ν  G M n | ^ > 0, Vz G L , η = 0, V j G { 1 , . . . , n } \ L}. 
Das Supremum in der Bestimmungsgi. (3.2) wi rd für alle ρ aus {p  G M n | 
pi  = 0, Vz G L} angenommen, so dass ζ {ν) = 0 i s t 2 9 7 . 
Das Bestehen von Leerverkaufsrestriktionen  für Finanzinstrumente wi rd 
in der Praxis sicherlich vom bonitätsabhängigen Marktzugang des jeweili-
gen Investors abhängen. Au f vermögensstarke Individuen oder inst i tut io-
nelle Anleger dürfte die Beschränkung teilweise nicht zutreffen.  Dagegen 
wi rd sicherlich die Mehrzahl der privaten Investoren, für die eine lau-
fende Überwachung der Boni tät nicht erfolgt,  dieser Restr ikt ion unterlie-
gen wie auch solche insti tut ionellen Investoren, denen eine entsprechende 
Beschränkung ihrer Handelsmöglichkeiten (durch Satzung und/oder Ge-
setz) auferlegt ist. Hierzu gehören in der Bundesrepublik Deutschland 
Kapitalanlagegesellschaften, für die Aktienleerverkäufe  nicht gestattet 
s i n d 2 9 8 . Die erstgenannte Gruppe, also diejenigen Kapi ta lmarktakteu-
re, für die Leerverkäufe  grundsätzlich erlaubt sind, unterliegen aber ggf. 
einer relaxierten Restr ikt ion seitens des Marktes, indem der Leerverkauf 
innerhalb einer Akt iengat tung einen bestimmten Antei l am Vermögen 
des Investors nicht übersteigen darf.  Dies führt  auf die nachfolgend be-
schriebene Bedingung. Anzumerken ist, dass ein Leerverkaufsverbot  auch 
als allgemeine Marktrestr ikt ion, vorzugsweise für Wertpapiere mi t wenig 
l iquidem Handel, gesehen werden kann. 

2 9 6 Dieser Fall wird in Xu  (1990) behandelt (zitiert nach Karatzas/Shreve  (1998), S. 318); 
vgl. bspw. auch Karatzas/Shreve  (1998), S. 206. 

2 9 7 In Cuoco (1997), S. 41, wird der komplementäre Fall von Kaufrestriktionen  wie 
folgt formuliert:  h = ( -oo,0] , Vz £ L C {1, . . . ,n} , p j G G { l , . . . , n } \ L , wobei 
wiederum L φ 0 vorauszusetzen ist. Dann ist Κ  = {ν  £ R n | vi  < 0 , Vz £ L, Vj = 
0> V j £ { 1 , . . . , n } \ L } . Es gilt entsprechend ζ(ν) = 0. Eine Anwendungsmöglichkeit für 
diese Restriktion wird von Cuoco nicht angegeben. Für den gegebenen Kontext ist die 
Bedingung nicht von Bedeutung. 

2 9 8 Vgl. § 8 f. KAGG sowie Schwark  (2001), S. 1226. 
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3.2 Spezialisierung der Markt-Unvollständigkeit 149 

- Beschränkter Leerverkauf  ( in bestimmten/sämtl ichen Akt ien): 
Ii  = [ai,  oo), Vi e L C {1,. . . , n } , L Φ 0, ρ , G R ( = /,),.? G {1 , . . . , n } \ L . 
Es ist wiederum Κ = {ν  G R n | ^ > 0, Vi G L , ι/, = 0, V j G 
{ 1 , . . . , n ) \ L } , wobei sich nunmehr C M = — J2 i= i μ

ί
α

ί
 = ~ J2ieL 

ergibt, da das Supremum in Gl. (3.2) nun für alle ρ aus {p  G R n | pi  = 
ai,  Vi G L } angenommen wird. 
Die selektive Beschränkung des Leerverkaufes  mag durch eine besonde-
re Risikocharakteristik der betroffenen  Akt iengat tung bedingt und mi t 
Rücksicht darauf vom Mark t für den jeweiligen Investor verlangt sein. 
Die Restr ikt ion kann auch vom Investor selbst ausgehen, indem er sich 
zu einer entsprechend maximalen Verschuldung in einer Akt iengat tung 
verpflichtet.  In diesem Fall erscheint auch eine einheitliche Leerverkaufs-
beschränkung durch a^ = a (Vi G L = { 1 , . . . , n } ) s innvo l l 2 9 9 . Für eine 
natürliche Person als Investor würde eine solche Restr ikt ion allerdings 
eine wil lkürl iche Selbstbeschränkung bedeuten, die einer freiwilligen Li-
mi t (ierungs) pol i t ik gleichkäme. E in äußerer Zwang zur Einhal tung eines 
Limitsystems für Leerverkäufe  kann dagegen für einen insti tut ionellen 
Investor bestehen. Dieser hat ggf. darüber hinaus Obergrenzen für Long-
Positionen zu berücksichtigen, welche sich ebenfalls auf den Antei l des 
jeweiligen Investitionsvolumens am Gesamtvermögen beziehen und sich 
in Verbindung mi t den bisher behandelten Leerverkaufsrestriktionen  wie 
in der nachfolgend bezeichneten Bedingung darstellen lassen. 

- Der in bestimmte Akt ien jeweils investierte Betrag (bzw. ein Leerver-
kauf in einer Akt iengattung) darf  einen bestimmten Antei l am Rein-
vermögen der investierenden Unternehmung, allgemein des Investors, 
nicht übersteigen: 
/ • = [ A ^ ß I ] ,  - o o < AI < 0 < ßI < oo, Vi G L x C { l , . . . , n } , L i Φ 

0, pj  G [otj,  oo) mi t - oo < Gtj  < 0, V j G L<i  C { Ι , . , . , η } \ L i , pk  G 
R, k  G { Ι , . , . , η } \ ( L i U L 2 ) = : L 3

3 0 0 . Hierfür  ist Κ = {ν  G R n | 
Vi  G R, Vi G L i , Vj  > 0, V j G L 2 , v k = 0 Vk  G L 3 } , so dass 
C M = - E i G L i m a x [ 0 , Vi]  - ßi  max[0, - E j G L 2 

Neben der bereits angesprochenen Bedeutung dieser Restr ikt ion aus Sicht 
eines insti tut ionellen Investors erscheint die Anlagebeschränkung für eine 
natürliche Person nicht zwingend. Möglich wäre es für diese, wiederum 
eine Selbstbindung als exogen vorgegebene Maßnahme der Risikobegren-
zung zu unterstellen. 

Die Restriktionen, welche sich auf Anlagen bzw. Verschuldungen in einzel-
nen Wertpapieren beziehen, erhalten demnach vor allem im Bereich insti-
2 9 9 Diese Restriktion wird in Karatzas/Shreve  (1998), S. 206, explizit aufgeführt. 
300 F ü r e j n e Kombinat ion der Gestalt (—00,/%) mi t 0 < ßi  < 00, die einem be-

liebigen Leerverkauf  bei beschränkter Kaufmöglichkeit entspricht, wird hier keine plausi-
ble ökonomische Interpretation gesehen; sie wird daher ausgeblendet. In Karatzas/Shreve 
(1998), S. 207, und Cvitanic/Karatzas  (1993), S. 660, ist der ausgeklammerte Fall durch die 
Formulierung der zuvor aufgeführten,  allgemeinen Restriktionsmenge Κ = I \ χ x · · · x I n 
mit Ii  = [oii,ßi],  —00 < ai  < 0 < ßi  < 00, (rectangular  constraint)  eingeschlossen. 
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150 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

tutioneller Anleger eine plausible Anwendungsmöglichkeit. Für Investoren 
in Gestalt natürlicher Personen mag vor allem der Ausschluss jedweder 
Leerverkaufsmöglichkeit  von praktischer Relevanz sein, die übrigen Bedin-
gungen setzen demgegenüber die mehr oder weniger wil lkürl iche Annahme 
einer Selbstbeschränkung des Investors voraus. Daraus lassen sich allerdings 
Rückschlüsse auf die Anwendungsrelevanz der Restriktionen im Rahmen ei-
ner nutzenbasierten Portfol io-Optimierung  oder anderer Nutzenkalküle zie-
hen. Indem nämlich eine nutzenorientierte Portfol io-Optimierung  für in-
sti tut ionelle Investoren, welche eine Vielzahl individueller Anleger vertre-
ten bzw. repräsentieren, entscheidungstheoretisch bedenklich, wenn nicht 
unmöglich ist, ergibt sich eine nur selektiv hinsichtlich Restr ikt ion und In-
vestor sinnvolle Anwendungsmögl ichkei t3 0 1 . 

• Verschuldungsbeschränkungen  unter Einbeziehung des risikolosen  Bonds: 
- Beschränkte  Short-Position  im Bond: 

Eine Verschuldungsrestriktion, die ausschließlich auf eine Beschränkung 
der Verschuldung im risikolosen Bond, welche allgemein als Kredit(auf-
nahmejbeschränkung  bezeichnet werden soll, abstellt, w i rd wie folgt for-
m u l i e r t 3 0 2 : 
Κ  = {ρ  G M n I Σ7=ι Pi — K — 1· Dami t ist eine Verschuldung im 
Wege der Kreditaufnahme zum risikolosen Zinssatz r( . ) bzw. die Höhe 
eines solchen Kreditbestandes auf das (κ — 1)-Fache des jeweiligen Rein-
vermögens begrenzt. Für κ = 1 besteht keine Verschuldungsmöglichkeit 
im risikolosen Bond. Es sind Κ = {y  G M n | = · · · = < 0} und 
CO) = 
Eine Beschränkung der Kreditaufnahme (bzw. der Kredithöhe) ist sicher-
lich für insti tut ionelle wie für private Investoren gleichermaßen als reali-
stisch in dem Sinne zu betrachten, dass bei jeder praktischen Anwendung 
zumindest eine Beschränkung für die Kreditaufnahme besteht. Prob-
lematisch erscheinen indes zwei Punkte bei dieser Formulierung: Indem 
für alle Zeitpunkte während des Planungszeitraumes die Kreditaufnah-
me bzw. der Kreditbestand einen bestimmten Anteil  am Reinvermögen 
der Unternehmung/des Investors nicht überschreiten darf, muss bspw. 
bei maximaler Kreditaufnahme und danach sinkendem Vermögen eine 
Anpassung des Kreditbestandes, d.h. eine Kreditrückzahlung, vorgenom-
men werden. E in solcher Zwang zur permanenten Kreditanpassung be-
steht realiter bei mi t einer bestimmten Laufzeit ausgestatteten Kredi t-
verträgen jedoch nicht — oder zumindest nicht ohne weiteres. Die An-
passung des gesamten Kreditvolumens könnte im Rahmen auslaufender 
Verträge oder durch spezifische Vertragsgestaltungen, die eine jederzeiti-
ge Fäll igstellung des Kredites durch den Gläubiger ermöglichen, durch-
gesetzt werden. (Bei Letzteren handelt es sich im Grunde um struktu-
rierte Produkte, bei denen ein „gewöhnlicher" Kreditvertrag mi t einer 

3 0 1 Vgl. zur Problematik Copeland/Weston/Shastri  (2005), S. 50 f. 
3 0 2 Vgl. Cvitanic/Karatzas  (1993), S. 659, Karatzas/Shreve  (1998), S. 206 f. 
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3.2 Spezialisierung der Markt-Unvollständigkeit 151 

Opt ion für den Gläubiger versehen ist.) Dass die Fäll igstellung des Kre-
dites an den Verschuldungsgrad geknüpft ist, ist als untypisch für deut-
sche Verhältnisse anzusehen. Falls somit die Fäll igstellung nicht möglich 
ist, kann es zu Uberschreitungen von Grenzwerten, die an der relati-
ven Höhe des Kreditvolumens am Gesamtvermögen des Schuldners an-
knüpfen, kommen, ohne dass der Schuldner zur Anpassung seines Kredi t -
bestandes gezwungen wäre. In der beschriebenen Restr ikt ion werden der-
artige Sachverhalte nicht abgebildet, vielmehr wi rd vorausgesetzt, dass 
der Kreditbestand entsprechend angepasst wird. Der damit vorgebrachte 
Einwand wi rd allerdings in dem Maße an Gewicht verlieren, in dem zu-
mindest im „gewöhnlichen" Anpassungsbereich dergestalt flexible Kredi-
te vorliegen. Bedeutsamer erscheint insofern der folgende Gesichtspunkt. 
Kr i t isch zu sehen ist nämlich die A r t und Weise, in welcher die Ver-
schuldungsbeschränkung bei dieser Formulierung begrenzt ist. Die Be-
dingung beinhaltet zwar eine Beschränkung in der Kreditaufnahme im 
Sinne der Emission des risikolosen Bonds, gleichzeitig bleibt jedoch der 
Leerverkauf  in einzelne Akt ien unrestringiert. Faktisch kann damit die 
Begrenzung der Verschuldung im risikolosen Bond durch einen Leerver-
kauf an Akt ien ersetzt werden. Es erscheint jedoch nicht sinnvoll, die 
Kreditaufnahmemöglichkeit  im risikolosen Bond isoliert von anderen Ver-
schuldungsmöglichkeiten zu beschränken und insbesondere die risikolose 
Verschuldung restriktiver als die Verschuldung via Aktienleerverkäufe  zu 
behandeln. Eine beide Verschuldungsformen verbindende Restriktionen-
formulierung  ist durch die anschließende Bedingung gegeben. Der da-
r in zum Ausdruck kommende, hier neu eingebrachte Vorschlag begrenzt 
die gesamte Verschuldung des Investors, indem zusätzlich zu einer be-
schränkten Kreditaufnahmemöglichkeit  Aktienleerverkäufe  ausgeschlos-
sen werden. 

- Beschränkung  des Verschuldungsgrades  bei Verbot  von Aktien-Leerver-
käufen 
Die Begrenzung des Verschuldungsgrades unter der Bedingung, dass ei-
ne Verschuldung lediglich im risikolosen Bond erfolgen kann (Leerver-
kaufsverbot),  w i rd durch die folgende Menge zulässiger Portfolio-Anteile 
ausgedrückt: 

η 
K  = { PeK  I ;£><«} 

i  = 1 

mit η > 1. Der Verschuldungsgrad Λ als Verhältnis von Fremdkapital zu 
Eigenkapital ergibt sich als: 

η η 
Σ Pi  - 1, für £ pi > 1, 
ι=1 ι=1 

sonst. 

M i t der angegebenen Restr ikt ion erfolgt somit eine Begrenzung des Ver-
schuldungsgrades Λ. Dieser wi rd auf maximal X max. = max[/i — 1,0] = 

Λ = 
Σ PI-1 
»=ι 

0, 
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152 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

κ — 1, da κ > 1 vorausgesetzt wurde, beschränkt. Für die angegebene 
Menge zulässiger Portfol io-Antei le ist Κ = M n . Ferner g i l t die im Folgen-
den zu beweisende Beziehung: 

ζ( 1/)  = - κ min [0, Vi]  > 0 . (3.6) 

Beweis  von Gl. (3.6): 
Für gegebenes ν  G M n entspricht die E rm i t t l ung des Wertes ζ{ν)  der 
Lösung des folgenden konvexen Optimierungsproblems Z\\ 

min f(p,  v)  (mit f(p,  v)  := p'v) 
ν 

unter —pi < 0, i = Ι , . , . , η 
η η 
Σ pi < η ο Σ  Pi  - κ < °· 
ι=1 ι=1 

Das Problem Ζ\ kann m i t Hilfe der zugehörigen Karush-Kuhn-Tucker-
Optimal i tätsbedingungen ausgewertet w e r d e n 3 0 3 . Hierfür  ist zunächst die 
Lagrange-Funkt ion L(p , is,  μ) wie folgt zu bilden, wobei μ G M + + 1 für den 
Vektor der Schattenpreise zum Problem Z\ steht: 

π / π \ 
L(p , ν, ß) = f(p,  v)  - Σ

 μ ί Ρ ί + μ η + 1 (  Σ P i ~ n · 
i=1 \i=1 / 

Die Opt imal i tätsbedingungen lauten dann (ausgewertet an der Opt imal -
stelle (ρ, ν,  μ)) wie folgt: 

^—(Ρ,ν,β) = o = i/i - ßi+ßn+1,  ( 3 . 7 ) opi 
(i=  l,...,n) 

ßijr^faviß)  = 0 = ~ßiPi,  (i  = 1j · · · ,n) (3.8) 

dL ( n \ 
μη+13μ

 = 0 = ßn+i (  ~ ( 3·9) 

η 
und Σ Pi ~ K  — Pi , ßi  > 0 (i  = Ι , . , . , η ) ; μ η + ι > 0. Löst man 

zunächst für jedes i  G { 1 , . . . , n } die entsprechende Gleichung des Sys-
tems (3.7) nach μ ι auf und setzt man den hierfür  zu erhaltenden Term 
in die zugehörige Gleichung des Systems (3.8) ein, so ergibt sich (jeweils 
für  i  = Ι , . , . , η ) : 

μτ = Vi  + μη+ι (3.10) 

( f i + / / n + i ) P i = 0. (3.11) 

Summat ion der im Gleichungssystem (3.11) vorhandenen l inken Glei-
chungsseiten über alle i  (G { Ι , . , . , Η } ) führt  auf: 

η η η 
+ ßn+l)Pi  = Σ  VW 1 + Σ?* = 

303 Ygj z u r Lösung derartiger Optimierungsprobleme bspw. Büning/Naeve/Trenkler/ 
Waldmann  (2000), S. 437 ff. 
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3.2 Spezialisierung der Markt-Unvollständigkeit 153 

Es ergibt sich nun: 
η 

ßn+l = 
i=l  

η (3.12) 

Σ Ρ
4 

η η sofern Σ Pi > 0 gilt. Für Σ Pi = d.h. für ρ = 0 n , ist zum einen ζ(ν) = 

0 (Vi/ E R n ) , zum anderen folgt aus Gl. (3.9) unmittelbar μ η + ι = 0. Da-
mit ist nach dem Gleichungssystem (3.10) ^ = μ* > 0, Vi E { 1 , . . . , η } , so 
dass auch Gl. (3.6) auf ζ(ν) = 0 führt.  Gl. (3.12) verdeutlicht wegen der 
Bedingung μ η + ι > 0 ferner, dass ν  > 0 n nur mit ρ = 0 n , also dem gerade 
betrachteten Fall, vereinbar ist. Für ν  > 0 n ergibt sich zwar nicht not-
wendig ρ = 0 n , wohl aber ebenfalls ζ(ν) = 0, daPìVì = 0, Vi E { 1 , . . . , η } , 
sein muss, um einen Widerspruch zu vermeiden. Somit ist Gl. (3.6) erfüllt. 
Es ist nun der Wert des Schattenpreises μη+ι näher zu untersuchen, wofür 
zwei Fälle unterschieden werden. 

1. Fall: Σί=ιΡί  — ^ < 0, d.h. die Verschuldungsrestriktion ist nicht bin-
dend. 
Dann muss wegen Gl. (3.9) μ η + ι = 0 sein, so dass aus Gl. (3.12) unmit-
telbar Σ ί = ι

 μ
ίΡ ί

 = 0 folgt. Aus dem System der Gleichungen (3.10) und 
den Nichtnegativitätsbedingungen für die Schattenpreise μ^ folgt dann: 

Folglich ist ν > 0 n , woraus sich gemäß den zuvor angestellten 
Überlegungen ζ (ν ) = 0 in Ubereinstimmung mit einer Auswertung der 
Gl. (3.6) für den Fall ν > 0 n ergibt. 

2. Fall: Σί=ιΡί ~ κ = 0; die Verschuldungsrestriktion ist somit bindend. 

Da pi  > 0 ( i = 1 , . . . , n) ist und wegen Σί=ι Pi = n — 1 mindestens 
ein j E { 1 , . . . , η} pj  > 0 sein muss sowie gemäß dem Gleichungssystem 
(3.10) μί  = Vi  + μη+ ι = ~ Σΐ=ι  ^ Σ - U p v - 0 ^ = '  '  '  ' n ) g i l t ' 
entspricht der Schattenpreis μ η + ι dem Negativen eines über die (nicht 
negativen) Portfolio-Anteile gewichteten Mittels der Komponenten des 
Vektors v. Da folglich jedes Vi ( i = 1 , . . . ,n) größer sein muss als dieses 
gewichtete Mi t te l , d.h. als der Durchschnitt über alle i/^, gibt es eine 
Indexmenge J , für die Folgendes zutrifft: 

Vmin. := min v k = Vj (Vj E J) A pi = 0 (Vi E {1 , . . . , η) \ J), 

wobei die zweite Bedingung in Verbindung mit den Gleichungen des Sys-
tems (3.11) zu sehen ist. Falls î rmn. = 0 ist, ergibt sich wieder ζ(ν) = 0, 
was abermals mit der ausgewerteten Gl. (3.6) übereinstimmt. Es kann für 
das Folgende also von v m i n . φ 0 ausgegangen werden. Nunmehr reduziert 

Vi = ßi > 0, i = 1 , . . . , n. 
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154 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

sich der Ausdruck für μ η + ι auf: 

π 
Σ  vxVx  Σ "Μ 
. - iej 

ßn+l 

Σ » Σ ρ ί 
iej 

Wegen μη+ι > 0 muss folglich Vrnin.  < 0 gelten. Ferner ist κ  — Σ  Pi — 
ι=1 

Σ Pi-  Damit kann CO) für den gegebenen Fall bestimmt werden als: 
iej 

η 
CO) = sup -ν' V  = - Σ = ~V3 Σ  Pi = -Mj 

peK  i= i iej 
(j := arg min v k). 

/c = l , . . . , n 

Fügt man das Ergebnis der vorausgehenden Fälle hinzu, in denen der 
minimale Wert der ^ ( i E { 1 , . . . , η } ) durch Vmin. > 0 gegeben war und 
sich CO) = 0 ergab, lässt für alle ν e M n der in Gl. (3.6) angegebene 
Ausdruck herleiten. • 

Im Folgenden werden noch zwei weitere, im Schrifttum angeführte Markt-
beschränkungen beschrieben, die in der nachfolgenden Darstellung allerdings 
nicht aufgegriffen  werden, da sie sich nicht auf den Prozess der Portfolio-
Anteile beziehen bzw. in ihn überführbar  sind und/oder einen Schatten-
preisprozess auch für die risikolose Anlage beinhalten. Die weitere Verwendung 
der Restriktionsmenge Κ bezieht sich demgegenüber auf Portfolio-Prozesse  zu 
den risikobehafteten Wertpapieren und berücksichtigt eine sich auf den risi-
kolosen Bond ggf. beziehende Beschränkung allenfalls über diese Prozesse. 

Die Restriktionen lau ten 3 0 4 : 

• Einhaltung eines Mindestvermögens für einen vorgegebenen Zeitpunkt t 
(. Minimum  Capital Requirement) 305: 
Basak  unterscheidet zwischen „gewöhnlichen" Investoren und Investoren 
(portfolio  insurers ), welche in ihren Portfolio-Entscheidungen dadurch be-
schränkt sind, dass das von ihnen verwaltete Vermögen (zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt) einen Schwellenwert nicht unterschreiten darf.  Für beide 
Investorengruppen werden optimale Konsum- und Portfolio-Prozesse  her-
geleitet, wobei die für die portfolio  insurers  zu beachtende Restriktion wie 
folgt lautet: 

X c' p' x(t) > k, 

mit k  als Mindest vermögen, das im (vorgegebenen) Zeitpunkt t e (Ο,Τ) 
vorhanden sein soll. Basak  bettet das Optimierungsproblem eines einzelnen 
3 0 4 In verkürzter Form sind die Restriktionen (auch) in der Ausarbeitung von Cuoco 

(1997), S. 41 f., aufgeführt. 
305 V g l B a s a k ( 1 9 9 5 ) . 
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3.2 Spezialisierung der Markt-Unvollständigkeit 155 

Investors in ein Gleichgewichtsmodell. Dar in untersucht er die Wirkung, 
welche sich aus der Existenz von portfolio  insurers  auf Marktparameter 
(Marktdr i f t  und -Volatilität) ergibt. 

• Solvabilitätsbedingung mi t beleihbarkeitsabhängigen Anrechnungsfaktoren 
( Solvency  Constraint) 306: 
Hindy  formuliert  eine dynamisch und zustandsabhängig einzuhaltende Re-
str ikt ion, welche für den Portfolio-Prozess  (in Absolutbeträgen) im Zeit-
punkt t Ε [0, Τ]  wie folgt lautet: 

η η 
> 7( i )5^ai( i )max[0,7r»( i ) ] , fast sicher. (3.13) 

ι=1 ι=1 

Dabei sind α^(.) ( i = 0 , 1 , . . . , η ) und 7(·) £ [0,1] (progressiv messbare) Pro-
zesse mi t folgender Interpretation: α^(.) bezeichnet den beleihungsfähigen 
Ante i l des Wertes von Wertpapier i E { 0 , 1 , . . . , η } . Dabei ist an den 
Betrag zu denken, der im Rahmen eines Repo-Geschäftes 307 für den Er-
halt des Wertpapieres aufzubringen ist. Au f Basis der so bewerteten 
Wertpapieraktiv- und -passivbestände bestimmt die Bedingung eine Be-
schränkung des Verschuldungsgrades (nach oben). Indem 7(.) für den Ante i l 
steht, den das Reinvermögen (linke Seite der Gl. (3.13)) an den gesamten 
Ak t iva (Summenterm der rechten Seite der Gl. (3.13)) mindestens aufweisen 
soll, wi rd damit der Verschuldungsgrad Λ als Verhältnis der Verbindlichkei-
ten zum Reinvermögen durch die Beziehung Λ < ^ — 1 begrenzt 3 0 8 . Das 
Darstellungsziel Hindy's  ist gegenüber dem hier verfolgten jedoch ein ande-
res. Es besteht nicht in der Herleitung eines optimalen Portfolio-Prozesses, 
vielmehr wi rd gezeigt, dass die Einführung der angeführten Restr ikt ion Ein-
fluss auf das Zustandspreis-System hat oder zumindest haben kann, welches 
der Investor der Bewertung zukünftiger Zahlungsansprüche zugrunde legt. 
Hindy's  Ansatz beinhaltet im Unterschied zur hier zugrunde gelegten An-
nahme eine dynamische und zustandsabhängige Formulierung der Restrik-
tionsmenge K . 

Die Formulierung der oben eingeführten, zeit- und zustandskonstanten Re-
striktionsmenge Κ und der zugehörigen Menge Κ von Schattenpreisen, die 
einen Wert der Funkt ion £(.) < oc nach sich ziehen, bildet die Grundlage 
für die folgenden Ausführungen, soweit sie den Dualansatz der Mart ingal-
methode betreffen.  Sie findet damit Verwendung bei der Bestimmung von 

306 V g l H i n d y (1995). 
3 0 7 Ein Repo-Geschäft beinhaltet den Kassaverkauf bei gleichzeitigem Terminrückkauf 

eines Wertpapieres („Repurchase Agreement"); vgl. Häuselmann (2001), Sp. 2266 f. Kassa-
und Rücknahmepreis, und damit insbesondere der aus der Differenz  ableitbare Zinssatz 
(Repo-Rate), hängen nach Hindy  von über die Cashflow-Charakteristika  hinausgehenden 
allgemeinen Beleihbarkeitseigenschaften des Wertpapieres ab, welche er in unterschiedlichen 
Werten der Prozesse a i ( . ) (i = 0 , 1 , . . . , n) abbildet. 

3 0 8 Die Restriktion besagt dann: „Reinvermögen > 7 Gesamtvermögen = 7 (Reinver-
mögen + Verbindlichkeiten)". 
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156 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Bewertungsgrenzen von Einzelansprüchen sowie in der auf dem Mart ingal-
ansatz basierenden dynamischen Portfol io-Optimierung  auf unvollständigen 
Kapitalmärkten. 

3.3 D i e I n v e s t i t i o n s p r o b l e m e i m M a r k t k o n t e x t 

Ähnl ich der Beurtei lung von Investit ionen unter den idealen Bedin-
gungen eines vollständigen (und vollkommenen) Kapitalmarktes gibt es 
Ansätze zur Beurtei lung von stochastischen Einzelcashflows bzw. zur Redu-
zierung/El iminierung der aus ihnen resultierenden Einkommensunsicherheit 
sowie zur Bestimmung eines optimalen Investitionsverhaltens im Zeitablauf, 
falls der Mark t den in Abschnitt  3.2 bereits diskutierten Restriktionen unter-
liegt und insofern unvollständig ist. Die beiden dabei angesprochenen Investi-
tionsprobleme sind Gegenstand des folgenden Abschnittes. Die Behandlung 
der dynamischen Portfol io-Optimierung  wi rd hierbei zuerst behandelt (Ab-
schnitt  3.3.2), da die grundsätzliche Vorgehensweise und die Abgrenzung zur 
Problematik der Bewertung von Einzelansprüchen bereits vorbereitet sind. 
Darauf aufbauend, kann sich die Darstellung auf die Erweiterung des Modell-
rahmens durch die zugelassene Unvollständigkeit konzentrieren. Hierfür  wi rd 
wiederum auf die Mart ingalmethode zurückgegriffen,  nunmehr allerdings auf 
Basis eines fiktiven, der Unvollständigkeit angepassten Marktes, welcher somit 
zuerst einzuführen ist (Abschnitt  3.3.1). Dieser Mark t liegt auch der Bestim-
mung von Wertgrenzen für Einzelansprüche zugrunde, mi t deren Erörterung 
die Darstellung der diesbezüglich verschiedenen Bewertungsansätze in Ab-
schnitt  3.3.3 einsetzt. Da die Mart ingalmethode allerdings den meisten der 
in diesem Abschnit t skizzierten Ansätze nicht zugrunde liegt, erscheint es 
sinnvoll, die Präsentation der Bewertungsansätze für Einzelansprüche insge-
samt der Darstellung der dynamischen Portfol io-Optimierung  nachzustellen. 
I m Schwerpunkt werden hierbei ferner  Ansätze behandelt, welche konsistent 
sind mi t der bisher verfolgten Linie einer nutzenorientierten Entscheidungs-
findung. 

3 .3 .1 F i k t i v e M ä r k t e u n d d a r a u f bas ie rende Prozesse 
als H i l f s m i t t e l f ü r e ine P r o b l e m l ö s u n g a u f 

d e m u n v o l l s t ä n d i g e n K a p i t a l m a r k t 

Den unvollständigen Kapi ta lmarkt M u n v s t
 ? wie er in Abschnitt  3.1 in einem 

noch allgemein gehaltenen Rahmen eingeführt  und in Abschnitt  3.2 spezifi-
ziert wurde, vor Augen, werden im Folgenden die Elemente einer Familie von 
Hilfsmärkten M v mi t jeweils einem d-dimensionalen Schattenpreisprozess v(.) 
definiert.  Die Hilfsmärkte dienen als Vehikel zur Lösung einer Problemstellung 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 157 

auf dem unvollständigen Kapi ta lmarkt . Die spezifische Unvollständigkeit des 
Kapitalmarktes spiegelt sich dabei in der Menge zulässiger Schattenpreispro-
zesse wider, welche die Familie der betrachteten Hilfsmärkte bestimmt. Die 
Menge der zu berücksichtigenden Schattenpreise wiederum hängt entspre-
chend der in Abschnitt  3.2 beschriebenen Ar t und Weise von der Menge 
zulässiger Portfolio-Prozesse  (in Relativbeträgen) ab. 

Die Bestandteile des Marktes Λ4„ sind wie folgt gegeben3 0 9 : Es sei 
Ο,Τ] χ Ω Κ 

< oo. Die Men-
{^(ì)} ìg[ο ,τ ] e i n ^-progressiv messbarer Prozess mi t ν : 
dergestalt, dass E  [ / 0

T \\v(t)\\ 2 d i ] < oo und E  C M O ) dt 
ge der Prozesse i/(.), die diese Bedingungen erfüllen, wird durch V  symboli-
siert. Κ  ist die gemäß den Ausführungen in Abschnitt  3.2 zu bestimmende 
Komplement menge zur Menge Κ , welche ihrerseits die zulässigen Portfolio-
Prozesse charakterisiert. Der Markt M u besteht aus einem risikolosen Bond 
sowie η = d  risikobehafteten Wertpapieren (Akt ien), wobei d  weiterhin die Di-
mension des zugrunde liegenden Wiener-Prozesses kennzeichnet. Die Prozesse 
der Wertpapierpreise können nun unter Einbeziehung des Schattenpreispro-
zesses (jeweils für  t  £ [Ο,Τ]) beschrieben werden. Für den risikolosen  Bond 
gilt : 

dSZ(t)  = SZ(t)(r(t)  + C(v(t)))dt.  (3.14) 

= : M t ) 

Daraus ist ein steuerkorrigierter Bondpreisprozess als Diskontierungsprozess 
im Fall mit  Steuern  wie folgt abzuleiten: 

dS^ s\t) = S£8t(t)(  1 - st)(r(t)  + C(v(t)))dt.  (3.15) 

Die Wertentwicklung der Akt ien wird beschrieben durch: = 
(s?(-))i=i,..,n  mit : 

d 
dS?(t)  = Sf (t)((fti(t) + Mt)  + C("(0))dt + Σ ay (t) dW^i)).  (3.16) 

— 
v j  = 1 

Die Prozesswerte in t  = 0 sollen mi t den Anfangswerten der analogen Pro-
zesse im vollständigen Kapi ta lmarkt M v s t übereinstimmen. Die Koeffizien-
tenprozesse r( .) ,ò(.) und σ(.) seien so vorgegeben, dass der Markt M u mi t 
ν = 0 vollständig ist; d.h. bspw., dass die an einem unvollständigen Kapi-
talmarkt im engeren Sinne nur im Umfang η < d  vorhandenen Wertpapiere 
durch fiktive Akt ien zu ergänzen sind, so dass sich ein vollständiger Kapital-
markt einstellt. Letztl ich werden dadurch neue Akt ien generiert, die durch 
eine geeignete Wahl des Schattenpreisprozesses — wie eingangs skizziert — 
dann aber nicht gehandelt werden. Durch die Bi ldung eines vollständigen 
Referenzmarktes  können über dessen Modif ikation mi t allgemeinen Schatten-
preisprozessen v(.) die verschiedenen, zuvor angesprochenen Restriktionen in 

3 0 9 Vgl. zur Marktspezifikation ohne Steuern Karatzas/Shreve  (1998), S. 208 ff., 
bzw. Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 776 f., wobei beide geringfügig voneinander abweichen 
— bspw. hinsichtlich der in diesem Zusammenhang definierten Menge T>. 
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158 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

einem einheitlichen Lösungsverfahren  berücksichtigt werden. Für das Folgen-
de ist daraus zu beachten, dass der Volatilitätsprozess σ(.) fast immer, fast 
sicher durch eine beschränkte, nicht singuläre Mat r i x charakterisiert ist und 
zu jedem Zeitpunkt eine beschränkte Inverse besitzt. Zu den angegebenen 
Koeffizientenprozessen  kommt noch ein Dividendenprozess δ(.) (mi t den be-
reits für einen vollständigen Kapi ta lmarkt eingeführten Eigenschaften) hin-
zu. Betrachtet man die Gestaltung folglich so, dass der Mark t M y aus dem 
vollständigen Kapi ta lmarkt MQ (Pseudo-Originalmarkt) hervorgeht, so zeigt 
ein Vergleich der Koeffizientenprozesse,  in welcher Weise dies geschieht. Die 
von denjenigen des Pseudo-Originalmarktes abweichenden Koeffizientenpro-
zesse sind durch den risikolosen Zinsprozess r u(.)  = r(.)  + ζ  (ν (.))  sowie den 
Driftprozess  b„(.)  = b(.) + ι/(.) + ζ ( ι / ( . ) ) 1 η gegeben. 

Analog der Vorgehensweise auf dem vollständigen Mark t wi rd nun ein Maß-
wechselprozess wie folgt definiert: 

dZ u(t)  = - Z u ( t % ( t ) d W ( t ) ,  t e [Ο ,Τ ] , (3.17) 

wobei 0„(.) : = a - i ( . ) ( 6 , ( . ) + J ( . ) - l n r , ( . ) ) = a ^ O W · ) +5(. ) - 1 n r ( . ) + 
!/(.)) = + σ - ΐ ( > ( . ) und Z„ (0) = 1. 
Daraus ergibt sich unmittelbar: 

-ÌS\K(*)\\ 2d8-e' u(t)dW(t) 
Zu(t)  = e (> . (3.18) 

Ist ZU(.)  ein Mart ingal, so lautet die Gzrsano^Transformation  von W(.)  in 
einen Wiener-Prozess W u ( . ) wie folgt: 

t  t 
W u(t)  = W(t)  + J  6v(s)  ds = W 0(t)  + J  a~1(s)iy(s)ds,  t G [Ο ,Τ ] . (3.19) 

0 0 

Dabei wi rd vorausgesetzt, dass ZQ(.)  ein Mart ingal ist und E J^  ||#(£)||2 dtj  < 

oo g i l t 3 1 0 . Schließlich kann auch der „Zustandspreis-Dichte-Prozess" für den 
Schattenmarkt folgendermaßen angegeben werden: 

H u ( t )  := Z u ® = e ~ Ji(r(s)+<(v(s))+±\\e„(s)\\ 2) ds-Ji θ„(*Υ dw(s)^ t  e 

So(t ) 

bzw. unter Einbeziehung des Steuersystems S: 

H t \ t )  := Z u ^ = e' u(s)dw(s)^ t e 

SQ S ( t ) 
(3.21) 

Der steuerkorrigierte  Zustandspreis-Dichte-Prozess beinhaltet folglich eine 
Steuerkorrektur  im Bondpreisprozess, der als Diskontierungsprozess dient, wo-
bei analog dem Fall eines vollständigen Kapitalmarktes der Maßwechsel von 

Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 262, Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 769. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 159 

der Besteuerung nicht beeinflusst wird. In Differentialschreibweise  sind die 
Prozesse für  t  £ [0, T]  darstellbar als: 

dH u(t)  = —H„(t)  [(r(t)  + CM*) ) ) dt  + e' v{t)  dW(t)]  (3.22) 

bzw. 

dHt\t)  = -Hl\t)  [(1 - st)(r(t)  + CM*) ) ) dt  + e' u{t)  dW(t)]  , (3.23) 

wobei noch Hu(0)  = 0) = 1 gi l t . 

Au f dem Mark t Mu kann analog der Vorgehensweise in Abschnitt  2.1.2 ein 
Vermögensprozess charakterisiert werden. In Differentialform  lautet er analog 
zu Gl. (2.15) m i t Bezug auf den Portfolio-Prozess  in Relat ivbeträgen für  t  £ 
[0 ,T] : 

d,X u(t)  = -c(t)  dt  + X„(t)p 0(ί)η,(ί) dt  + X „ ( i )p ' ( t ) ((6„(t) + 6(t))  dt  + a(t)  dW(t)). 
(3.24) 

Die Vermögensgleichung ergibt sich beim Anfangsvermögen χ > 0 (analog den 
Gl. (2.28) und (2.31)) wie folgt (jeweils t  £ [0 /7 ] ) : 

X„{t) 
= χ • sS(t) 

0 
t 

H„(t)X„(t)  + J Hu(s)c(s)  ds = 
ο 

t 
χ  + J Hu(s)X u(s)  [p(s)a(s)  - 9' u(s)]  dW(s).  (3.26) 

ο 

M i t Steuern gemäß dem Steuersystem S g i l t zunächst für  t  £ [0/71]: 

dXt\t)  = ~cst(t)  dt+  (1-st)  (X u(t)po(t)r u(t)  dt 
+X u(t)p(t)  ((ibu(t)  + 6(t))  dt  + a{t)  dW(t)))  , (3.27) 

sowie parallel zu den Gl. (2.70) und (2.69) m i t t  £ [0/7*]: 

Xi\t)  _ 

SQ'  (t) 
t  t 

X-  f  ds + (  1 - st) ί  — 1χ?( 8)ρ{8)'σ{8) dW u(s)  (3.28) 
J S0'  (s) J S0'  ( 5 ) 

t 
HZ\t)XZ\t)+  j  Hl\s)c(s)ds  = 

0 
t 

J Ht\s)Xt\s) [ρ(β)'σ(β)(1 - st) - 0Us)] dW{s).  (3.29) 

t 
x + 

0 
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160 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Aufgrund der Nichtnegativi tät von Vermögens- und Konsumprozess ist aus GL 
(3.29) analog der Vorgehensweise für einen vollständigen Kapi ta lmarkt eine 
Budget-Restriktion  auf dem Schattenmarkt Mu herzuleiten. Die Hilfsmärkte 
Μ ν werden bei der Bestimmung von Preisgrenzen bedingter Ansprüche und 
der Herleitung eines optimalen Portfolio-Prozesses  benötigt. M i t Letzterem 
fährt  die Darstellung fort. 

3.3.2 D y n a m i s c h e P o r t f o l i o - O p t i m i e r u n g 
m i t de r M a r t i n g a l m e t h o d e 

Die hier präsentierte dynamische Portfol io-Optimierung  auf Basis der Mar-
tingalmethode und unter den Bedingungen eines Kapitalmarktes, welcher in 
der in Abschnitt  3.2 beschriebenen Allgemeinheit unvollständig ist, geht auf 
Cvitanic/Karatzas  (1992) zu rück 3 1 1 . 

Anstelle einer Portfol io-Optimierung  auf einem vollständigen Mark t M v s t 

unter expliziter Berücksichtigung der Restr ikt ion p(t)  G Κ  (yt)  erfolgt 
im Rahmen des Dualansatzes der Mart ingalmethode eine Opt imierung des 
Portfolio-Prozesses  auf dem Mark t der auch als Schattenmarkt bezeich-
net wird, wie  auf einem vollständigen Mark t . Gemäß Cvitanic/Karatzas  (1992) 
kann, sofern existent, ein zulässiger Schattenpreisprozess />(.) best immt wer-
den, so dass der optimale Portfolio-Prozess  po(-)  auf dem Mark t Mo zulässig 
für den betrachteten Mark t J\/[ unvs t und zudem opt imal unter allen dies-
bezüglich zulässigen Prozessen ist. Darüber hinaus existiert — bei bestimmten 
zugrunde liegenden Nutzenfunktionen — stets ein optimaler Schattenpreis-
markt mi t zugehörigem optimierten Portfolio-Prozess,  wenn es eine Lösung 
für das restringierte Ausgangsproblem gibt. Die folgenden Ausführungen stel-
len Schritte zur Herleitung eines optimalen Portfolio-Prozesses  auf Basis der 
in Abschnitt  3.3.1 bereits eingeführten Prozesse, welche den Hilfsmarkt  Mu 

charakterisieren, formal dar. Es soll jedoch bereits an dieser Stelle angemerkt 
werden, dass die durch eine bestimmte Markt - und Präferenzstruktur  des In-
vestors konkretisierte Anwendung der Ergebnisse, m i th in die entsprechende 
Ermi t t lung optimaler Portfolio-Prozesse  i.d.R. mi t erheblichen Schwierigkei-
ten verbunden i s t 3 1 2 . Vereinfachungen können im Hinblick auf Annahmen 

3 1 1 Die angegebene Referenz diente als Grundlage für die Beschreibung in Ka-
ratzas/Shreve  (1998), S. 260 ff.  Der vorliegenden Darstellung, soweit sie sich auf das 
grundlegende Konzept bezieht, liegen beide Quellen zugrunde. Neben geringfügigen Mo-
difikationen beziehen sich eigenständige Ergänzungen insbesondere auf die Betrach-
tung der End Vermögensoptimierung unter vorgegebenen Entnahmen bzw. bei einer End-
vermögensvorgabe, des Weiteren auf die Einbeziehung von Steuern sowie auf Auswertungs-
und Implementierungsaspekte. Ein früher  wesentlicher Beitrag zur Thematik stammt von 
He/Pearson  (1991). In Bezug auf den hier verwendeten Dualansatz grundlegend ist zudem 
Bismut  (1975). 

3 1 2 Vgl. die Anmerkung in Kallsen  (2000), S. 358, nicht nur mit Bezug auf unvollständige 
Kapitalmärkte; vgl. auch Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 791. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 161 

bezüglich der Marktstruktur erreicht werden, bspw. durch Restriktionen, für 
die sich, wie im Fall des Verbotes von Aktienleerverkäufen,  £(.) ξ 0 e rg ib t 3 1 3 . 
Darüber hinaus können bei unterstelltem logarithmischen Nutzen explizite 
Darstellungen für die Portfolio-Prozesse  gewonnen werden. Hierauf wird sich 
die nachfolgende Betrachtung konzentrieren. Es wird im Weiteren deshalb 
die Herleitung optimaler Portfolio-Prozesse  wiedergegeben, für logarithmische 
Nutzenfunktionen spezialisiert und die sich daraus ableitende, im Schrifttum 
wohlbekannte Darstellung des Portfolio-Prozesses  dadurch verfeinert, dass Re-
striktionen des Intervalltyps sowie einer Verschuldungsbeschränkung unter 
Einbeziehung des Verbotes von Aktienleerverkäufen  bis hin zur Bestimmung 
eines Berechnungsalgorithmus' ausgewertet und dadurch unmittelbar imple-
mentierungsfähig werden. Eine Verallgemeinerung der Herleitung des optima-
len Portfolio-Prozesses  findet durch die Berücksichtigung des Steuersystems 
S statt. 

Als Zielkriterium wird, wie schon im Rahmen der Portfolio-Optimierung 
auf vollständigen Kapitalmärkten, die Maximierung des Erwartungsnut-
zens des Investors herangezogen. Hierbei werden zunächst Nutzenbestand-
teile aus Konsum und End vermögen betrachtet. Der Fall einer End-
vermögensoptimierung verläuft  hierzu analog, indem der Nutzen aus Kon-
sum identisch null gesetzt wird (Ui(.,.)  = 0 ) 3 1 4 , wobei zu unterstellen ist, 
dass auch keine Entnahmen an sich stattfinden. Insofern bedarf  der Fall ei-
ner Endvermögensoptimierung, bei der keine Entnahmen während des Pla-
nungszeitraumes zu berücksichtigen sind, keiner eigenständigen Behandlung. 
Lediglich ergänzend wird im Rahmen der Optimierung von Entnahmen und 
Endvermögen des folgenden Abschnittes noch die Problematik einer End-
vermögensoptimierung bei vorgegebenen, nicht verschwindenden Entnahmen 
verdeutlicht. Zugrunde gelegt wird allgemein eine Nutzenfunktion U\(t,.)  bzw. 
U2(.),  wie sie in Abschnitt  2.2.3.1 — zur Nutzenbewertung von Konsum bzw. 
Endvermögen — eingeführt  wu rde 3 1 5 . 

3 1 3 Vgl. hierzu die Darstellung in Karatzas/Shreve  (1998), S. 291 ff.,  wo mit Hilfe der 
dynamischen Programmierung unter der zusätzlichen Annahme deterministischer Koeffizi-
enten u.a. die optimalen Portfolio-Prozesse  für Nutzenfunktionen des „power type" herge-
leitet werden. 

3 1 4 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 290, hierzu und zur Feststellung, dass der Fall einer 
Entnahmeoptimierung ohne Nutzenbeitrag des Endvermögens {U2{·) = 0) ein noch offenes 
Problem ist. 

3 1 5 Es wird nicht notwendig von U[(t,  0) = oo bzw. U' 2{0)  = oo wie in Karatzas/Shreve 
(1998), S. 265, bzw. Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 772, ausgegangen, so dass die nachfolgend 
aufgeführten  optimalen Prozesse für die Entnahmen cu(.)  und die Vermögensentwicklung 
Xu(·)  auch nicht zwangsläufig dadurch echt positive Werte fast immer, fast sicher annehmen; 
vgl. zur umgekehrten Konsequenz Karatzas/Shreve  (1998), S. 270. 
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162 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

3.3.2.1 Herleitung  eines optimalen  Portfolio-Prozess  es 

Betrachtet wird, zunächst für den Fall vor  Steuern,  das folgende Problem 
(JCS unvst): 
Finde bei gegebenem Anfangsvermögen χ ein optimales Prozesspaar 
(CKEIPKE)  £ A(x;K)  aus einem Konsum- (CKE ( · ) ) u n < ^ einem Portfolio-
Prozess (ΡΟ,ΚΕ(·),Ρ'ΚΕ(·))Ι

 w e l c h e s in dem durch Κ  restringierten Kapi ta l -
markt zulässig ist und für das gi l t : 

VKE(X;K)  : = s u p E 
(c,p)€A Χ H(X;K) 

ι 
J Ui(t,  c(t))  dt  + U2(X x' c' p(T)) 

_0 
wobei 

(3.30) 

AKE(X;K)  : = {(c ìP) E A ( X ; K )  \ 

E 
I 

J min [0,Ui(t,c(t))] dt  + E  [min [0, U2(X x,c,p(T))]]  > -c 

und (c,p) G A{x\K)  bedeutet, dass das Prozesspaar (c,p) G A{x)  zulässig 
in Bezug auf Κ  ist. Dies ist dann der Fall, wenn für tq : = inf{t  G [0,T] | 
X x ^ P ( t ) = 0} gi l t : c(t)  = 0, X x ^ p ( t ) = 0 fast sicher, fast immer in [ τ 0 , Τ ] 
und wenn fast sicher, fast immer p(t)  G Κ  ist. Hierbei w i rd die Menge al-
ler unrestringiert zulässigen Paare m i t A(x)  gekennzeichnet; sie entspricht 
der ebenso bezeichneten Menge zulässiger Paare aus Konsum- und Portfolio-
Prozess in Abso lu tbe t rägen 3 1 6 . 

Nun w i rd die Menge zulässiger Portfolio-Prozesse  (in Relativbeträgen) auf 
dem Schattenmarkt Mu (^(.) G V)  definiert  als: 

Au(x)  := {(c,p)  I c(t)  = 0, f. s., f. i. in [ r x - P : , 5 T ] , 
x^>*(t)  = o(te[T X^,T]),}; 

wobei τχ^Ρ:·'· analog tq in Bezug auf den Vermögensprozess X £ , p , x ( . ) definiert 

Für den gegebenen Schattenmarkt My (v(.)  G V)  ist das folgende Problem 
( K 8 V ) zu lösen 3 1 7 : 
Finde ein optimales, zulässiges Prozesspaar  (CKE,V,PKE,V)  £ Au(x)  aus einem 
Konsum- (CKE,I/(-))

 u n < ^ einem Portfolio-Prozess (ΡΟ,ΚΕ,Ι/(-),Ρ'ΚΕ  ι/(·))> für das 
gi l t : 

VKE,U(X)  : = s u p E 

(c,p)eA K /.j r ls(x) 

1 

J [ / 1 ( i , c ( i ) ) d i + [ / 2 ( X j ' c ' p ( T ) ) 
(3.31) 

3 1 6 Vereinfachend wi rd dasselbe Symbol wie für zulässige Portfolio-Prozesse  in Absolut-
beträgen verwendet; vgl. S. 65. 

3 1 7 Vgl . hierzu und zum Folgenden Karatzas/Shreve  (1998), S. 267 ff. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 163 

wobei 

AKE,V0)  : = { ( c , p ) G Av(x) 

E 
1 

J min [0, Ui(t,  c(i))] dt  + E  [min [0, t / 2 ( X x ' c , p ( T ) ) ] ] > - o o , 

Das Opt imierungsproblem (JCSU) kann analog der Vorgehensweise in Ab-
schnitt  2.2.3.2 zum Problem (ICS)  gelöst werden. Folglich ergibt s i c h 3 1 8 : Aus-
gehend von der analog zur Betragsfunkt ion nach Gl. (2.41) definierten Be-
tragsfunkt ion auf dem Schattenmarkt M u : 

XKEAv)  ··= E 

1 
J Hu(t)h(t,  yH„(t))  dt  + Hu(T)I 2(yH u(T)) 

_o (3.32) 
z u welcher 3 jKE,V  · (0, oc) —» (0, ZKE,V) 319 d ie U m k e h r f u n k t i o n kennze ichne t , 
wi rd zunächst die folgende Menge von Schattenpreisprozessen definiert: 

Vo  : = {v(.)  G V  I XKEAV)  < OO, Vy G (0,oo), V„(X)  < OO, VX G (0,OO)}. 

Für jeden Schattenpreisprozess IS(.)  G VQ  ergeben sich der opt imale Konsum-
prozess sowie das opt imale Endvermögen a l s 3 2 0 : 

CK E  A t ) = h ( t , y K E A x ) H » ( t ) ) , t e [Ο,Τ], und 

ξκΕ,ν = h(yKEAx)Hv(T)). 
Der opt imale Vermögensprozess ist dann gegeben durch: 

rT 

(3.33) 

(3.34) 

XK  E,V  (t) 
1 

Hu(t) 
E T t t  G [0,T] . 

(3.35) 

J HU(S)CKE,U(S)  ds + Η„(Τ )ΞΚΕ ,ν  ι 

Schließlich folgt als opt imaler Portfolio-Prozess  für  t  G [0,T] : 

= (3-36) 

wobei sich der Prozess ψκΕ,ν(-)  aus der Mart ingaldarstel lung des Prozesses: 

MKEA*)  '•= E [  Hu(S)CKE,U(S)  ds + TI u(T)ÌKE,V 
-Jo 

Tt , ί G [0 ,Τ ] , (3.37) 

gemäß dem Ansatz ΜκΕ,ν(ϊ) = x + $1 Ψ'κ E Às) dW(s)  (t  G [0 ,T] ) , wobei 

Jq IIΨκΕ,ν(ϊ)\\ 2 dt  < oo ist, ergibt und Gl. (3.36) in Analogie zur lediglich mi t 
Bezug auf den Portfolio-Prozess  in Relat ivbeträgen umgeformten Gl. (2.47) 
entsteht. Die Verbindung zur Lösung des Problems ( J C S u n v s t ) ergibt sich aus 
dem folgenden Satz. 

3 1 8 Es wird hierbei E  [ J 0
T Hu(t)  dt  + JJ„(T)] < oo (Vi/(.) G V)  unterstellt. 

3 1 9 In Karatzas/Shreve  (1998), S. 268, gilt wegen der zusätzlichen Restriktion für die 
N u t z e n f u n k t i o n ( v g l . F n . 3 1 5 , S. 1 6 1 ) ZKE,V  = o o . 

3 2 0 Es wird E  [ j 0
T Hu(t)  dt  + HU(T)]  < oo vorausgesetzt. 
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164 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Satz 3.1 Cvitanic/Karatzas  (1992) 321 

Betrachtet  werden  die  folgenden  Aussagen, innerhalb  derer  z>(.) G V ο und für 
die  χ > 0 gilt: 
1. Zu  ( CK E , ζκΕ,ο)  existiert  ein Portfolio-Prozess  ΡΚΕ,Ο ('), [welcher 

durch  GL (3.36)  gegeben ist,]  so dass das Paar ( CKE,Ù(-),PKE,Ù(·)) IN 

AKE(X',K)  ist  und Folgendes  fast  sicher,  fast  immer  gilt  (t  G [ Ο , Τ ] ) 3 2 2 : 

P k e A Ì ) e Κ , ζ ( ύ ( ί ) ) + Ρ Κ Ε Λ Ϊ Μ Ϊ ) = 0> (3.38) 
R*,cKK.„PKK.>(t) = X k e A ì ) , ( 3.39) 
Κ E 

2. Für  ζ>(.)  gilt: 
V K E A X ) < V K E A X ) , Vi / ( . ) G P . 

Für ( CKE(-)ÌPKE(·)) £ AKE(X;K)  gilt: 

V ke(X',K)  = E 
1 

J [ / i ( i , c j f B ( t ) ) dt  + υ2(χ χ·<κ»·ρκ»(τ)) < OO. 

(3.40) 

(3.41) 

Dann gilt: 
• T^ze  Aussagen 1 und 2 sind  äquivalent. 

• Aus Aussage 1 (bzw.  2) folgt  Aussage 3 mit  (CKE(-),PKE(·))  — (CKE,O(·), 

PKE,V('))' 

• Erfüllen  die  Nutzenfunktionen  die  folgenden  Bedingungen,  wobei  U(.)  für 
Ui(t,\  U2(.)  (t  G [ 0 , T ] ) steht 323: 

xU'(x)  nicht  fallend  auf  (0, oo), 
3ß G (0 ,1 ) , 7 G (1, oo) : ßU\x)  > U'(-yx), 

\/x  G (0, oo), U(.)  = Ui(t,.),  U2(.)  (t  G [Ο ,Τ ] ) , 

3 2 1 Vgl. zu Satz und Beweis ebd.,  S. 785 ff.  (Theorem 10.1) i .V.m. S. 779 (Proposit ion 
8.3), sowie Karatzas/Shreve  (1998), S. 274 ff.  (Proposit ion 6.3.8, Theorem 6.4.1) i .V.m. 
S. 267 f. (Gl. (6.3.7) und Remark 6.3.3). Die Wiedergabe des Satzes ist den hier verfolgten 
Zwecken angepasst und deshalb verkürzt; insbesondere fehlt eine Verbindung zum Wert 
des konvexen Duals zur Zielfunktion V u(.)  (vgl. hierzu Anhang 5.2). Ein Teil des Beweises, 
nämlich die Inklusionen aus Aussage 1 nach der folgenden Nummerierung, ist als Spezi-
alfall des Beweises zu betrachten, der zu dem im Weiteren aufgeführten  Satz 3.2, welcher 
der Einbeziehung der Besteuerung dient, gegeben wi rd und dabei lediglich eine „Steuer-
Modif ikat ion" des Beweises aus den zit ierten Quellen repräsentiert. 

3 2 2 Die erste nachfolgende Bedingung ist lediglich affirmativ,  da (CKE,Ì>(-),PKE,Ì>(·))  G 
ΑΚΕ(%'·>  Κ )  impliziert, dass ΡΚΕ,Ρ(·)  G Κ.  M i t dem durch Gl. (3.36) gegebenen Portfolio-
Prozess st immt der über Gl. (3.35) definierte  optimale Vermögensprozess ΧΚΕ,Ρ(-)  m i t dem 
Vermögensprozess K I j U (.) im Schattenmarkt (fast sicher, fast immer) überein. 
Der durch Gl. (3.36) beschriebene optimale Portfolio-Prozess  im Schattenmarkt wi rd damit 
zu dem hier angesprochenen Prozess PKE,C>{-)\ v g l · Karatzas/Shreve  (1998), S. 269. Der Zu-
satz in eckigen Klammern gegenüber dem Originalsatz stellt dies heraus. In der Konsequenz 
gi l t dies auch analog für den optimalen Konsumprozess. 

3 2 3 Zur ersten Bedingung sei angemerkt: Bei einer auf (0, oo) zweimal ( im zweiten Ar-
gument partiell) stetig differenzierbaren  Nutzenfunktion entspricht diese Bedingung einem 
Wert des relativen Risikoaversionskoeffizienten  nach Arrow/Pratt  (vgl. S. 85) von kleiner-
gleich eins; denn mi t f(x)  = xU'(x)  ergibt sich / ' ( # ) > 0 1 > — · 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 165 

und gilt  Aussage 3, dann gibt  es einen Prozess ù(.)  £ VQ,  SO dass die 
Aussagen 1 und 2 mit ΡΚΕ,Ο (-) = PKE(-)  erfüllt  sind. 

Findet man folglich einen Schattenpreisprozess ù(.)  £ VQ,  der den mini-
malen Zielfunktionswert  VKE,V(%)  über alle Schattenmärkte M U (V(.)  £ V ) 

nach sich z i e h t 3 2 4 , dann ist dadurch auch ein opt imaler Prozess für das 
Ausgangsproblem (JCS UNVS T)  gegeben. Dies bedeutet, dass für diesen Pro-
zess die Vermögensentwicklung auf dem Schattenmarkt, ausgedrückt durch 
XKE,i>(·)'  (bis auf UnUnterscheidbarkeit) identisch ist der tatsächlichen 
Vermögensentwicklung, welche durch X^ c

E
,Pi >(.)  gegeben ist. Zum Ausdruck 

kommt dieser Sachverhalt in Gl. (3.39). Darüber hinaus ist auch durch 
die Gl. (3.38) und (3.39) ein Bedingungssystem gegeben, dessen Erfü l lung 
durch einen Schattenpreisprozess ù(.)  £ Po zur Lösung des Optimierungs-
problems (JCS UNVS T)  führt ;  dies ist im Zusammenhang m i t „Power- type"-
Nutzenfunkt ionen von Bedeu tung 3 2 5 . Dabei besagt Gl. (3.39), dass der zum 
betrachteten Konsum-/Portfol io-Prozesspaar  gehörige Vermögensprozess m i t 
dem für den betreffenden  Schattenmarkt ( M o ) opt imalen Vermögensprozess 
gemäß Gl. (3.35) übereinst immen muss ( im Sinne von UnUnterscheidbarkeit). 
I n umgekehrter Richtung kann zumindest für eine best immte Klasse von Nut -
zenfunktionen, zu welcher die logarithmische Nutzenfunkt ion und „Power-
type"-Nutzenfunkt ionen der Gestalt U(x)  = (β  £ (0,1)) gehören, davon 
ausgegangen werden, dass bei Lösung des pr imalen Problems (K>S UNVS T)  auch 
eine Lösung des dualen Problems (JCSO)  ex i s t i e r t 3 2 6 . Bestimmungszweck der 
Mart ingalmethode m i t dem Dualansatz ist, über die E rm i t t l ung eines Schat-
tenpreisprozesses ù(.) zu einem pr imal opt imalen Portfolio-Prozess  zu gelan-
gen, so dass bei einer Anwendung des Satzes 3.1 der Schluss von Aussage 1 
oder 2 auf Aussage 3 im Vordergrund steht. Dem trägt der folgende Satz Rech-
nung, der die Gül t igkei t des vorausgehenden Satzes (zumindest part iel l) auch 
im Steuerfall  postul iert , wobei (JCS^ NVS T)  das zu (JCS UNVS T)  analoge Problem 
unter dem Steuersystem des Abschnittes  2.2.3.4 bezeichnet. 

Sa tz 3.2 Optimalitätsbedingungen  im Steuerfall 
Mit  der  Maßgabe, dass als Diskontierungsprozess der  Prozess  5o' st(.)  gemäß 
Gl. (3.14)  an die  Stelle  des Prozesses  SQ(.)  tritt? 27 und unter  dieser  Bedingung 
eine analoge Optimierung  in dem durch  v(.)  £ V  charakterisierten  Schat-
tenmarkt  wie  im Vor-Steuer-Fall  erfolgt,  so dass sich  cs^Eu(.)  als optima-
ler Konsumprozess, ξχ Ε v als optimales  Endvermögen  und für  den optimalen 

3 2 4 Aufgrund der Definit ion der Menge VQ  gi l t VKE,P(X)  < 00. 
3 2 5 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 276 und 305 ff.  ' 
3 2 6 Zu allgemeinen Existenzaussagen unter Bezug auf das hier nicht aufgeführte  konvexe 

Dual zur Zielfunktion V(.)  (vgl. Fn. 321, S. 164) sei auf Karatzas/Shreve  (1998), S. 284 ff., 
verwiesen. 

3 2 7 Damit ist unmit telbar auch HU(.)  (Gl. (3.20)) durch (Gl. (3.21)) zu ersetzen. 
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166 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Portfolio-Prozess: 

— ΨΚΕΛ·) U N D X sKE Λ - ) ANQL°9 ΨκΕ ,Ν(-)  bzw.  XKE,V(·)  —sowie  als optima-
ler  Zielfunktionswert  entsprechend  Gl. (3.31) u( x) den Nach-Steuer-
Fall  ergeben,  gilt  unter  den Voraussetzungen  des Satzes  3.1, d.h. insbesondere 
mit  Bezug auf  einen Prozess  />(.) G VQ,  auch unter  dem Steuersystem  S Fol-
gendes: 

1. Die Aussagen 1 und 2 sind  äquivalent. 

2. Aus der  Gültigkeit  der  Aussage 1 (bzw.  2) folgt  die  Gültigkeit  der  Aussage 3 
mit  (c$ E(.),p$ E(.))  = (c% Eìi >(.),p% Eìi >(.)), wobei  (c$ E(.),p$ E(.))  die 

Lösung im restringierten  Primalproblem  (bezogen  auf  die  Prozesse/Werte 
im Ν ach-Steuer-Fall)  repräsentiert. 

Zum Beweis  siehe Anhang 5.2. 

Wie schon angemerkt, entstehen bei der Anwendung der Sätze 3.1 und 3.2 
erhebliche Auswertungsprobleme, die nur durch Spezialisierungen gemildert 
werden können. Gegenüber dem diesbezüglich ebenfalls nicht unproblemati-
schen Fall eines vollständigen Kapitalmarktes bestehen im Fall eines unvoll-
ständigen Kapitalmarktes zusätzlich Hürden durch die Ermi t t lung des opti-
malen Schattenpreisprozesses. Für logarithmische Nutzenfunktionen können 
jedoch Lösungen explizit berechnet werden. 

Beisp ie l 3.2 Logarithmische  Nutzenfunktionen 328 

Die Nutzenbeiträge der Entnahmen bzw. des Endvermögens werden durch 
logarithmische Nutzenfunktionen wie folgt abgebildet, wobei die Nutzenwer-
te durch die deterministischen Funktionen / ι ( · )>/2(· ) > 0 zeitlich gewichtet 
werden: 

Ui(t,c)  = fi (t)  lnc und ϋ2(ζ) = 

mit Ui(t,c)  := d U l £ c ) = /i(*)è und Ufo)  = 

sodass h(t,y)  = fi(t)jj  und I2(y)  = 

3 2 8 Die Behandlung logarithmischer Nutzenfunkt ionen i m Rahmen einer simultanen 
Konsum- und Endvermögensoptimierung in Gestalt von Ui(t,x)  = U2(x)  = Ino; (Vi E 
[Ο,Τ]) ist in Karatzas/Shreve  (1998), S. 282, und Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 790 f., zu 
finden. Die folgende Darstel lung erweitert die Punktionen (geringfügig) um eine mul t ip l i -
kat iv hinzuzufügende Punkt ion der Zeit. Darüber hinaus wi rd das „Ergebnis" der ange-
gebenen Quellen fortgeführt,  indem Algor i thmen zur Best immung des opt imalen Schat-
tenpreisprozesses />(.) für best immte Restriktionen(klassen) des Abschnittes  3.2 angege-
ben werden. Dies ermöglicht unmit te lbar eine Implementierung der dergestalt spezifizierten 
Problemstellungen innerhalb der dynamischen Port fol io-Opt imierung  auf unvollständigen 
Kapi ta lmärkten. 

M T ) In ξ 

MTÙ, 

Μτ)ψ 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 167 

Hinsichtl ich der die Zeitpräferenz  repräsentierenden Funktionen ist vor allem 
an solche der Gestalt: fi(t)  = e k t (k  > 0, i  = 1,2) zu denken. Für diesen = e~kt 

Fall entspricht dieses Beispiel zu einem unvollständigen Kapi ta lmarkt den 
Beispielen 2.5 (ohne Steuern) bzw. 2.7 (mit Steuern) bei Vollständigkeit des 
Marktes. Zu beachten ist allerdings wiederum, dass die Zeitpräferenz  nur in 
mult ipl ikat iver Weise unter Separation des Zeiteinflusses von der Wi rkung der 
Konsum- bzw. Vermögens höhe auf den Nutzenwert zum Ausdruck gebracht 
wird. I m Folgenden wi rd das Vorgehen unter dem Steuersystem S betrachtet, 
wobei darin der Vor-Steuer-Fall durch Nullsetzen des Steuerfaktors  (st  = 0) 
enthalten ist. 

Für die Betragsfunktion ergibt sich mi t i/(.) e V,  y e 

XKEAV)  = E 

= E 

J H?(t)h  (t,  yH?(t))  dt  + Hl'(T)h  {yH?(T)) 

Ì f  h(t)  dt  + ± / 2 ( T ) j = Ì ( j h(t)  dt  + f 2(T))  . y y 

Für das Weitere wi rd F(t,T)  := fi(s)  ds  + / 2 C O J gesetzt. Die Umkehr-

funkt ion zur Betragsfunktion lautet dann: 

Der optimale Konsumprozess und das optimale Endvermögen ergeben sich 
beim Ausgangsvermögen χ analog den Gl. (3.33) und (3.34) zu: 

s Mt) 
CKE,U(t) 

s-st 
ΖΚΕ,Ν 

Hl\t) F(0 ,T) 

* h(T) 

, t  G [0 ,T ] , und 

Hl\T)  F (0 ,T ) · 

Der Zielfunktionswert in dem durch v(.) charakterisierten Schattenmarkt 
erhält damit die folgende Gestalt: 

v;\x)  = E i st > 
KE,UJ fU 1(t,c sj}E^(t))dt  + U2(i 

0 

J/i(i)ln 
0 

J / i W l n ^ Ä + Ä C O l n ^ 

X  fl(t ) \ 7, f m , ( X  f 2(T) 
Hi\t) F(0,T)) d i  + / 2 ( T ) l n U i t ( T )  m r ) 

-E f  h(t)  ln Hl\t)  dt  + f 2(T)  ln Hl\T) 

Gemäß Satz 3.1 bzw. Satz 3.2 ist nach einem Schattenpreisprozess ù(.)  (G VQ) 
zu suchen, der den Wert Υ ^ ( χ ) minimiert , was bedeutet: 

ù(.) := arg min V*  (x)  = arg min —E u(.)ev  u(.)ev 
J fi(t)  ln Hl*(t)  dt  + f 2(T) \nHl\T) 

(3.43) 
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168 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Unter Berücksichtigung der Definitionsgleichung für den Zustandspreis-
Dichte-Prozess (GL (3.20)) — bzw. den Prozess H„(.)  (Gl. (3.21)) 
im Vor-Steuer-Fall — ist somit nach folgendem Prozess zu suchen: 

*>(.) = arg min < h(t)E 
JO 

•st)(r(s)+  CK«))) 

+ | l l e„{8)  \\2)ds + J\us)dw(s) dt 

+f2(T)E 

O i>{t)  = arg 

[ ((1 - e i ) ( r ( e ) + C ( fM) ) 
JO 

+\ II f)ds  + £ eUs)dw(s) 

mm | ( 1 - at)CH  + \ || 9v(t)  ||2} , t e [Ο,Τ], 

(3.44) 

(3.45) 

Die Minimierung des Zielfunktionswertes nach dem Schattenpreisprozess lässt 
sich demgemäß reduzieren auf die entsprechende Minimierung des Klammer-
ausdruckes auf der rechten Seite der Gl. (3.45) für jeden Zeitpunkt innerhalb 
des Planungszeitraumes, und zwar isoliert von den jeweils anderen Zeitpunk-
ten. Insofern kann der optimale Schattenpreisprozess über eine (zeit),,punkt-
weise M i n i m i e r u n g " 3 2 9 ermit te l t werden. E in Algori thmus zur Bestimmung 
des optimalen Prozesses />(.) unter verschiedenen Restriktionen wi rd nach-
folgend beschrieben. Zuvor werden, das Vorliegen dieses Prozesses vorausset-
zend, noch der optimale Vermögens- und der dazugehörige Portfolio-Prozess 
angegeben. Der Vermögensprozess ergibt sich aufgrund der zu Gl. (3.35) ana-
logen Beziehung für den Nach-Steuer-Fall, wie sich leicht nachvollziehen lässt, 
als: 

ΧκΕ,ί>(ί) — te [ο,τ]. 
Hp(t) F ( 0 , T ) ' 

Entsprechend Gl. (3.37) ist darüber hinaus für  t  G [0,T]: 

M p E At) = E 

= X, 

Tt 

so dass aus der Mart ingaldarstel lung dieses Prozesses gemäß M f ^ E u ( t ) = 
χ + dW(s)  (t  G [0,T]) , wie bereits auf dem vollständigen Mark t , 

Ψ1*(.)  = 0 folgt. Der optimale Portfolio-Prozess  hat für  t  G [0,T] damit die 
Gestalt: 

Ρ$ΕΑ*) = Y ^ f r ' w r 1 * * ® = r h t w y w r 1 + * ( * ) + - r ( * ) i n ) . 
(3.46) 

I m folgenden Abschnitt  3.3.2.2 w i rd die Ermi t t lung des optimalen Schat-
tenpreisprozesses gemäß Gl. (3.45) anhand von zwei verschiedenen Typen 

Vgl. Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 790. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 169 

investorspezifischer  Restriktionen vertieft.  Unter Bezug auf Abschnitt  3.2 
handelt es sich dabei um Restriktionen zur Beschränkung von Investitions-
und Desinvestitionsvolumina in einzelne, riskante Wertpapiere sowie um die 
Beschränkung des Verschuldungsgrades bei einem Verbot von Aktienleer-
verkäufen. • 

Zuvor soll jedoch, wie im Vorfeld dieses Abschnittes angekündigt, die Prob-
lematik herausgestellt werden, die bei einer Anwendung der gerade durch-
geführten Optimierung für den Fall einer Endvermögens  Optimierung  bei ge-
gebenen, nicht  verschwindenden  Entnahmen  entsteht. Der Übersichtlichkeit 
halber werden hierfür  die sich für die Endvermögensoptimierung einstellen-
den, wesentlichen Ergebnisprozesse und sonstigen Resultate kurz angeführt, 
wobei von einem Anfangsvermögen χ und zunächst noch von keinen Entnah-
men ausgegangen wird. Vor dem Hintergrund des gegebenen Darstellungs-
zweckes werden Steuern nicht explizit berücksichtigt. M i t Ui(.,.)  = 0 und 
somit 11(.,.) ξ 0 ergibt sich bei analoger Definition der Zielfunktion Κ ) 
für den restringierten Ausgangsmarkt und V E , V { · )  für den Schattenmarkt M u 
auf diesem die Betragsfunktion XE ^ÌV )

 : = Ε  [Ην (T)12(1/ Η„(T))]  (y  £  M++) 
mit zugehöriger Umkehrfunktion 3^,z/(·) — bei geeignetem Definitions- und 
Bildbereich. Als optimales Endvermögen ist daraus ξβ,» = ( 3 ^ , * / C O ) , 
analog Gl. (3.34), abzuleiten. Für den Vermögensprozess ergibt sich analog Gl. 

(3.35) XeA 1) = Tfjf) E [ hAt)£e,v I ft] (t e [0, Τ])  und für den optimalen 

Port folio- Ρ rozess : 

P s A t ) = ( σ ' ( ί ) Γ
1 + * " ( θ ) . t € [0,T], (3.47) 

wobei sich IPE,V{·)  ableitet aus der Martingaldarstellung von M ß ^ i t ) := 
Ε  I ft]  (t  £ [O/^1])· Der optimale Schattenpreisprozess z>(.) mini-
miert die Zielfunktion V u(x)  über alle v(.) £ V. 

Für den Fall einer logarithmischen  Nutzenfunktion ( ^ ( 0 = In ξ , ζ > 0) 
spezialisiert sich dies zu: XE,V{V) = ΖΕ,Ν  — TTJT) U N < ^ 

Vv(x)  = \nx — E [\n  Hu(Τ)], (3.48) 

so dass ebenfalls der durch Gl. (3.45), mit st = 0, gegebene Ausdruck zu 
minimieren ist. Damit ist: 

ù(.) = arg min < E /Vw + CM*) ) 
J 0 

+ 2 
ì ||0„( 8) II2)ds + £ eUs)dW(s (3.49) 

O 0(i) = argmin j<(«/) + i || 0„(i) f j , t e [Ο,Τ], (3.50) 

Die Suche nach einem minimierenden Prozess gemäß Gl. (3.49) wird folglich 
wiederum durch eine punktweise Minimierung des Klammerausdrucks auf der 
rechten Seite von Gl. (3.50) über ν € Κ erreicht. Analog der Vorgehensweise 
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170 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

be i s imu l t ane r E n t n a h m e - u n d E n d v e r m ö g e n s o p t i m i e r u n g kann der o p t i m a l e 
Por t fo l io -Prozess  hergele i te t werden. Dies f ü h r t  be i E inbez iehung v o n Steuern 
au f denselben A u s d r u c k w ie er d u r c h G l . (3.46) beschr ieben w i r d . 

Be t rach te t m a n n u n m e h r e inen nicht  verschwindenden,  jedoch  determi-

nistischen Konsumprozess Cv(t,uo)  = c(t)  (V i Ε [Ο ,Τ ] ) , so w i r d d ie E n d -

ve rmögensop t im ie rung un te r der A n n a h m e fo rmu l i e r t , dass der Gegenwar ts-

we r t des E n t n a h m e s t r o m e s au f d e m S c h a t t e n m a r k t M v v o m Anfangs-

ve rmögen i n A b z u g gebracht w i r d u n d led ig l i ch der verb le ibende B e t r a g i n 

e in „ o p t i m a l e s " E n d ve rmögen zu t ransfer ieren  ist . F ü r gegebenes s ind 

som i t d ie zuvor ange führ ten o p t i m a l e n Prozesse für e in An fangsvermögen v o n 

χ := χ — Ε Hv(t)c(t)  dtj  zu fo rmul ie ren,  u n d es w i r d V u(x)  über v(.) E V 

zu m i n i m i e r e n se in 0 . 

330 V g l hierzu auch Abschnitt  2.2.3.3. Die Zulässigkeit des Vorgehens, mithin die analo-
ge Anwendbarkeit von Satz 3.1, ergibt sich durch den Beweis von Karatzas/Shreve  (1998), S. 
266 ff.,  (beachte Anhang 5.2) mit £/i(.,.) ξ 0, indem die nachfolgend genannten Anpassun-
gen vorzunehmen sind. Die negative Aussage des hier verfolgten reinen Demonstrationszie-
les möglicher auftretender  Schwierigkeiten bei der Berücksichtigung nicht verschwindender 
Entnahmen rechtfertigt  nicht eine ausführliche Erörterung; es werden deshalb nur die An-
passungen kurz genannt: 

Die Zielfunktionswerte auf den Schattenmärkten sind wie folgt definiert:  V£(x)  := 
s u p ( c > p ) e A i ( x ) E [U 2(X^ P(T))}  sowie V u{x)  := s u p ( c > p ) e A A x ) Ε [U 2(X^ P(T))},  wobei 
A^(x)  analog zu Au{x)  definiert  ist mit dem Unterschied, dass insbesondere c(.) = c(.) 
(fast immer, fast sicher) erfüllt  sein muss, während für  Au(x)  anders als im Fall der 
Entnahme- und End Vermögensoptimierung von c(.) ξ 0 auszugehen ist. [Das Gleich-
heitszeichen anstelle eines „ > " berücksichtigt bereits, dass eine Lösung des Optimie-
rungsproblems keinen über das Geforderte  hinausgehenden Konsum beinhalten wird.] 

Des Weiteren wird X*(y)  := Ε [H u(T)I2(yH u(T))\  + E [/ Q
T Hu{t)c{t)  dt]  anstelle von 

Xv(y)  = E[H u(T)I 2(yH u(T))}  sowie V*{y)  := supx>0{Vf(x)  - xy]  = Gl{y)  - yX~-(y) 
statt V u(y)  := sup c c > 0 [V t , (x ) - xy]  = Gu(y)  - yX„(y)  gesetzt, wobei Gl(y)  := Gu(y)  : = 
E[U 2(I 2(yH u(T)))\  sein soll. y°(.)  bzw. y u(.)  bezeichnen die Umkehrfunktionen zu Χζ{.) 
bzw. Xv(.).  Aus den Definitionen für  X£(.)  und X u(.)  folgt für die Umkehrfunktionen 

y£(x)  = y u{x—E  [ß  Hu(t)c(t)  dt]  ). Es ist nun in Bezug auf das konvexe Dual zur Zielfunk-

tion (V u(.))  V*{y)  = E [ü 2(yH u(T))]  -yE  [ j Q
T Hu(t)c(t)  dt]  für  V u(y)  = E [ü 2(yH u(T))] 

zu setzen. Ferner gilt V£(x)  = G£(y£(x))  bzw. (vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 270 
i.V.m. S. 108) V u(x)  = Gu(y u(x)),  wobei χ  für das Anfangsvermögen steht. Die Opti-
malitätsbedingung des Satzes 3.1 gilt dann auch für  V£(x),  so dass nach einem diesen 
Funktionswert minimierenden z>(.) zu suchen ist. 

Auf Basis der aufgeführten  Beziehungen gilt nun aber auch: V£(x)  = G^(y£(x))  = 

G»(yz(x))  = Gu(y u(x  - E  [ j 0
T Hu(t)c(t)  dt]  )) = V u(x  - e[jJ  Hu(t)c(t)dt\)  = V„(x). 

Bei der End Vermögensoptimierung bei einem gegebenen, nicht verschwindenden Entnah-
mestrom c(.) kann folglich eine Endvermögensoptimierung unter der Annahme eines Ent-
nahmestromes von null und mit modifiziertem Anfangsvermögen vorgenommen werden. Das 
modifizierte Anfangsvermögen ergibt sich aus dem ursprünglichen, indem von diesem der 
(vom Schattenpreisprozess abhängige) Gegenwartswert für den Entnahmestrom in Abzug 
gebracht wird. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 171 

Für eine logarithmische  Nutzenfunktion  ( ^ ( 0 = ln£, ζ  > 0) ergibt sich 
nun analog zu Gl. (3.48): 

V u(x)  = \n [x-E Γ  Η„(t)c(t) 
Jo 

dt — E  [ln Hu(Τ)] . (3.51) 

Der minimierende Schattenpreisprozess z>(.) hat unter Beachtung der Ge-
stalt des Zustandspreis-Dichte-Prozesses nach Gl. (3.20) somit Folgendes zu 
erfüllen: 

Ù{.) = = arg m i n 

In I x-E 
τ 

-E 

[  c(t)e~ •fo( r(s)+£( i /(s))+èllMs)ll2) ds-/(J e' u{s)  dw( s) ^ 
J Ο 

£ (r{8)  + CM*)) + \ II Θ Μ II2) ds + £ eUs) dW(s) 

(3.52) 

Aus dieser Darstel lung w i rd deutl ich, dass eine Ermi t t l ung des opt imalen 
Schattenpreisprozesses nur unter zusätzlichen, vereinfachenden Annahmen 
möglich ist. Insbesondere ist im allgemeinen Fall die Lösung nicht mehr über 
eine punktweise Min imierung zu finden. 

Ist r ( . ) deterministisch  und liegt ein Restr ikt ionentyp dergestalt vor, dass 
ζ ( ι / ( . ) ) ξ 0 ist, dann gi l t — mi t Zu(.)  als Mart ingal : 

V u(x)  = ln ^c - j ^  c(t)e~ J» r ( s )  ds d?j  - E  [ln HU(T)},  (3.53) 

so dass die Min imierung des Funkt ions wert es wie in Gl. (3.50) punktweise 
über den Ausdruck ζ(ν)  + \ || 6y(s)  ||2 erfolgen kann. Durch die Verein-
fachung ist das Optimierungsproblem allerdings so weit reduziert, dass der 
risikolose Bond keinen Engpass repräsentiert und durch Anlage allein in ihm 
der deterministische Entnahmestrom gedeckt werden kann. Der hierfür  in 
t  — 0 bereitzustellende Betrag ist i.d.R. — ggf. abhängig von der Gestalt 
der Funkt ionen c(.) bzw. r ( . ) — unmit te lbar berechenbar. Die Marktrestr ik-
t ionen tangieren dann die Erfül lung des Entnahmestromes nicht, so dass die 
Endvermögensoptimierung so durchgeführt  werden kann, als wären bei ent-
sprechend reduziertem Ausgangsvermögen keine Konsumentnahmen vorzuse-
hen. Das dergestalt vereinfachte Problem der Endvermögensoptimierung bei 
gegebenen deterministischen Konsumentnahmen führt  folglich auf das gleiche 
Minimierungsproblem wie die Endvermögensoptimierung ohne Konsument-
nahmen bzw. die Opt imierung von Konsum und Endvermögen, sofern von 
logarithmischen Nutzenfunkt ionen ausgegangen wird. Dies soll im nächsten 
Abschni t t durch eine Untersuchung des nach ν £ Κ zu minimierenden Terms 
in der Gl. (3.50) vertieft  werden, und zwar unter zweierlei Restr ikt ionenty-
pen, für welche jeweils ζ (ν ) ξ 0 nicht vorausgesetzt werden kann. Zuvor w i rd 
jedoch noch der Fall von „Power-type"-Nutzenfunkt ionen und determinist i-
schen Koeffizienten  angesprochen. 
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172 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Satz 3.3 Optimaler  Schattenpreis-  und Portfolio-Prozess  bei deterministi-
schen Koeffizienten  und Nutzenfunktion  vom „power  type" 
Es seien U\ : [0, oo) χ M+ —• Μ und Ό2 [0, oo) —• Μ Nutzenfunktionen  der 
Gestalt: 

Ui(t,x)  = fi(t)^x ß, t  G [0,oo),x  G M+, (3.54) 

U2(x)  = f2(T)^x ß, χ  G M+, (3.55) 

mit β G (0,1) und den deterministischen,  stetigen  Funktionen fi : [0,T) —• 
M++ und /2  : {T}  —• M++. Zugrunde  gelegt  werde  das Steuersystem  S. Fer-
ner  seien die  Koeffizientenprozesse  r(.),6(.),σ(.) sowie δ(.) deterministisch 
und stetige  Funktionen  der  Zeit.  Für  das Problem  (JCS unvs t) einer  simultanen 
Optimierung  von Entnahmen  und Endvermögen  ergibt  sich  dann der  optimale 
Schattenpreisprozess  />(.) (G VQ)  aus: 

Ù(t)  := arg min j ( l - st)(  1 - β)ζ{ν) + ± || 6u(t)  ||2| , t  G [0,T]. (3.56) 

Die Steuerung  des Portfolios  erfolgt  mit  dem folgenden  optimalen  Portfolio-
Prozess  (t  G [0 ,T ] ) ; 

( ι - gt)(i - ß) cm-1'«) 

(i-8t)(i-ß ) ( ^ W ) " 1 

(b(t)  + 6(t)  + Ù(t) - r(t)l n). (3.57) 

Für  das Problem  (S unvs t) der  Endvermögens  Optimierung  bei einem Konsum-
strom  von  c(.) ξ 0 ergeben  sich  die  gleichen  optimalen  Schattenpreis-  und 
Portfolio-Prozesse. 

Beweis:  Siehe Anhang 5.3. 

A n m e r k u n g 3 . 1 

• Zunächst  ist  zu bemerken, dass sich  der  optimale  Schattenpreisprozess  wie 
im Falle  einer  logarithmischen  Nutzenfunktion  über  die  zeitpunktweise  Mi-
nimierung  eines Terms  ergibt,  welcher  nunmehr  durch  den auf  der  rechten 
Seite  der  Gl. (3.56)  in Klammern  stehenden  Ausdruck  gegeben ist.  Dieser 
Ausdruck  enthält  lediglich  deterministische  Werte.  Damit  wird  auch der 
optimale  Schattenpreisprozess deterministisch.  Bei konstanten  Koeffizien-
tenprozessen  ergibt  sich  sogar  ein konstanter  Schattenpreis(prozess). 

• Die Portfolio-Prozesse  zu logarithmischen  Nutzenfunktionen  sowie  dieje-
nigen zu Nutzenfunktionen  des „power  type"  unterscheiden  sich  ledig-
lich  dadurch, dass Letztere  sich  aus den Erstgenannten  durch  Division 
mit  dem Faktor  1 — β G (0,1) ergeben.  Bei gleichen  optimalen  Schat-
tenpreisen  würden  somit  Investoren  mit  entsprechenden  „Power-type"-
Nutzenfunktionen  zu extremeren Ρortfolio-Zusammensetzungen,  mithin  zu 

PKEA^)  = 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 173 

stärker  risikobehafteten  Portfolios,  tendieren.  Freilich  kann aufgrund  der 
unterschiedlichen  Bestimmungsgleichungen  (3.56)  und (3.45)  für  den opti-
malen Wert  des Schattenpreises  diesbezüglich  keine  generelle  Aussage ge-
troffen  werden. 

• Der  Vor-Steuer-Fall  ist  mit  st = 0 enthalten 331. 

Der nächste Abschnitt dient dazu, die Herleitung optimaler Schattenpreis-
und damit optimaler Portfolio-Prozesse  für die zuletzt betrachteten Typen 
von Nutzenfunktionen zu ergänzen. Es werden für spezielle Restriktionenty-
pen Verfahren  zur Evaluierung der Bestimmungsgleichungen (3.45) und (3.56) 
angegeben. 

3.3.2.2 Zur  algorithmischen  Bestimmung  eines Schattenpreisprozesses  bei 
logarithmischen  und „Power-type u-Nutzenfunktionen  und 

unter  speziellen  Restriktionen 

Die vorausgehende Herleitung zeigt, dass die Bestimmung eines optimalen 
Schattenpreis- sowie eines optimalen Portfolio-Prozesses  für logarithmische 
Nutzenfunktionen auf nahezu gleiche, auszuwertende Ausdrücke führt  wie die 
Portfolio-Optimierung  bei „Power-type"-Nutzenfunktionen und deterministi-
schen Parameterprozessen. Ein Vergleich der Gl. (3.45) und (3.46) einerseits 
mit den Gl. (3.56) und (3.57) andererseits zeigt, dass der in den Gleichungen 
zu logarithmischen Nutzenfunktionen auftretende Term 1 — st  um den Fak-
tor 1 — β mult ipl ikat iv zu ergänzen ist. Beide Typen von Nutzenfunktionen 
können somit im Folgenden simultan behandelt werden durch die Einführung 
eines wie folgt definierten Faktors 7 s t : 

Ì 1 - st,  für Nutzenfkt. Ui(t,x)  = / i ( i ) l n x , U2(x)  = h{T)  lnx; 

(1 - st)(  1 - ß), für Nutzenfkt. Ui(t,x)  = fi(t)^x ß, U2(x)  = f 2(T)±x ß, 
(3.58) 

Bei einer reinen Endvermögensoptimierung sind die sich auf Konsumentnah-
men beziehenden Nutzenfunktionen U\(.,.)  identisch null. Der Fall ohne Steu-
ern ist jeweils durch st = 0 enthalten. Innerhalb des hierdurch gegebenen Rah-
mens konzentriert sich die weitere Untersuchung auf unterschiedliche Arten 
der Marktunvollständigkeit. 

Der erste Restriktionentyp ist durch den Fall einer Beschränkung  von 
(Des-)Investitionsvolumina  in risikobehaftete  Wertpapiere  mi t folgender Re-
striktionenmenge („rectangular const ra in t " ) 3 3 2 gekennzeichnet: 

Κ = [αϊ, β,} χ [α2 , β2]  Χ . . . Χ [α η , βη],  -οο < α» < 0 < ßi  < oo, i  = Ι , . , . , η . 

331 Ygj Z u m Vor-Steuer-Fall die in Anhang 5.3 angegebenen Quellen. 
3 3 2 Vgl. Fn. 300, S. 149. 
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174 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Daraus ergibt sich: 

π 
C M = - Σ ( ^ { I c ^Koo } max[0, Vi\  - ßil { ß.<oo} max[0, 

i  = l 

mit der Bedeutung, dass l | 7 < 0 0 j = 1, falls 7 < 00, 0 sonst. Lediglich aus 
Gründen einer einfacheren Beschreibung der Funkt ion £(.) w i rd im Folgenden 
von —00 < a i < 0 < ßi < 0 0 , Vi E { 1 , . . . , n } , ausgegangen, so dass allgemein 
1 (1 = 1 ist. Der später angegebene Berechnungsalgorithmus ist jedoch auch 
für den allgemeinen Fall im Grundsatz anwendbar. Es liegt somit im Weiteren 
(vereinfachend) die folgende Funkt ion zugrunde: 

η η 
CM = - Σ,  ( a i max[°> — ßi max[0, -Vi}) = - Σ,  CìM^ij wobei 

i  = 1 i  = 1 

( . ( a i für Vi > 0, ( . 
« Μ = { ft für „< < 0. ( 3 · 5 9 ) 

Es wi rd hiermit c(v)  := (ci(z/),..., cn(v))'  gesetzt. CM ist als Summe kon-
vexer Funktionen wieder konvex. Für gegebene Parameter a(t),b(t),6(t),r(t) 
und st  sowie für  c E M n w i rd die folgende Funkt ion / : M n χ M n —• Μ definiert, 
wobei auf die Kennzeichnung durch den Zeitparameter der Prozesse verzichtet 
wird: 

/( ι / ,δ) := - T ^ E ^ i + è l l M 2 

= -7etöV+ è II 0 II2 +0V-1!/ + \ν\σσ'Υ χ
ν. 

Der nach Gl. (3.45) für gegebene Parameterausprägungen über ν E M n 3 3 3 zu 
minimierende Ausdruck hat damit die folgende Gestalt: 

/ ( ^ M ) := - 7 s i Σ C iM^ i + \ \ \ B U ||2 

= -T* tXd{y)v  + ^ II  θ II2 +θ'σ~ ι
ν + ^'(σσ')" 1^ 

Dabei ist die vektorwertige Funkt ion c M wie zuvor best immt, indem sich 
die Komponenten des Funktionswertes aus Gl. (3.59) ergeben. Das Minimie-
rungsproblem lautet folglich: 

m i n / ( I / ,C( I / ) ) . (3.60) 

Offensichtlich  ist f(p,c(p))  stetig und ebenfalls konvex; ferner  ist 
l im Κ ι/κ _ » o o / Μ

 = 0 0 > s o dass e i n M in imum auf einer kompakten Menge an-
genommen werden muss und folglich die Funkt ion f ( i / ,c ( i / ) ) ein Min imum, 
welches wegen der Konvexität zugleich ein globales M in imum ist, besitzt. Es 
gi l t nun — insbesondere unter Beachtung von Gl. (3.46) — bei fixem c Ε Μ 

3 3 3 Bei den nicht aufgeführten  Fällen nicht-endlicher Intervalle müsste diese Menge bei 
ai  = —00 auf Vi  <0 und bei ßi  = 00 auf Vi  > 0 eingegrenzt werden (ι  E { 1 , . . . , η } ) — mi t 
entsprechender Anpassung im Folgenden. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 175 

für den Gradientenvektor zum Variablenvektor i / 3 3 4 : 

V / ( i / , c ) : = = - Y ' c + i a - ' Y O + i a a T 1 ^ (3.61) 

= 7 S < [ — c + ΡκΕ ,ν ] - (3.62) 

Analog kann auch zu f(v,c(v))  eine Funkt ion fd  : R n χ R n —» R n wie folgt 
definiert  werden: 

( i d l " ' C M - Λ + ^ σ - ^ ^ + ί σ σ Ο - ^ ] , für * = 0, 

wobei i  = l , . . . , n und /<*(.,.) := ( ( / d ( . , . ) ) i , . . . , ( / d ( . , . ) ) n ) ; ferner  steht [y]* 
wie (y) i für die z-te Komponente des Vektors y.  Die (n-wertige) Funkt ion 
fd(.,  ·) entspricht dem Gradienten der Funkt ion f(i/,c(i/))  mi t (rechts)stetiger 
Fortsetzung an den Stellen, an denen eine (partielle) Differenzierbarkeit 
nicht gegeben ist. Der rechtsseitige Grenzwert der partiellen Ablei tung von 
f(P,c(P))  nach der Variablen Vi  an der Stelle Ρ wi rd durch + c(P))  (= 
fd(P,c(P))i)  gekennzeichnet. Er beträgt für Pi  = 0: f Ui+(P,  c(P))  = —") stoti  + 
(σ~ 1)'θ + (σσ')~ ι

Ρ. Der linksseitige Grenzwert bei Pi = 0 hat analog den Wert 
f Ui-(P,  c(P))  = - 1

s t ß l + (σ~ ι)'θ + (σσ')~ ι
Ρ. 

I m Fall η = l 3 3 5 ergibt sich aus Gl. (3.61) mi t V / ( i / , c ) = 0: 

Ρ = 7 sta2c — σθ. 

Ρ ist jedoch nur für θ < η
β ί

σ α oder η
δ 1

σ β < θ eine (kompatible) Lösung mi t 
c = c(P).  Für 7 s V a < θ < η

δί
σβ  ist hingegen der Randpunkt ν  — 0 opt imal, 

da dann bei c(P)  = a keine Nullstelle Ρ > 0 existiert und sich analog für 
c(P)  = β kein Ρ < 0 aus der angegebenen Gleichung ergibt. Demgegenüber ist 
die rechtsseitige Ablei tung an der Stelle ν  — 0 gegeben durch fv+(0,  a) > 0 
und die linksseitige Ablei tung ist jv-(0, ß) < 0, so dass ν  — 0 in diesem Fall 
das gesuchte M in imum repräsentiert. 

Für den allgemeinen Fall η > 1 wi rd nunmehr ein Algori thmus zur Lösung 
des Minimierungsproblems (3.60) angegeben, welcher allerdings durch die 
nachfolgend aufgeführten  Definitionen vorzubereiten ist. M i t der n-wertigen 
Funkt ion f oc : R n R n , gegeben durch: 

/ocM  := (σ- ι)'θ  + (σσ')~ ι
ν, 

wird die folgende Abbruchbedingung  für das optimale ù £ R n formuliert: 
Für i = 1 , . . . , η gi l t : 

1. Vi  = 0 : ( ( f o c ( ù ) ) i  - lstoti  > 0) Λ ( U o c { p ) ) i  - 7 s t ß i  < θ) , 

2. Vi  φ 0 : (fd(i> ìc(v)))i  = 0. 

3 3 4 Hierbei ist die Mat r i x ( σ σ ' ) _ 1 wegen [{σσ')~ 1}' = [ ( σ σ ' ) ' ] - 1 = ( σ σ ' ) _ 1 symme-
trisch. 

3 3 5 Dieser Fall w i rd in Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 798 f., behandelt; m i t Blick auf 
den mehrdimensionalen Fall heißt es dort: „ T h e si tuat ion is more complicated in several 
dimensions". Lediglich für ein spezielles Beispiel zu η = 2 w i rd noch die konkrete Lösung 
angegeben. Insofern ist für η > 2 keine (einfache) analytische Lösung zu erwarten. 
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176 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Die Abbruchbedingung entspricht einer Anwendung der Kuhn-Tucker-Opti-
malitätsbedingungen zu 2 n Optimierungsproblemen, deren jedes eine Mini -
mierung der (Ziel-)Funktion f(v,  c) auf einem Orthanten des M n und einer 
Ausprägung des Vektors c dergestalt, dass Ci  = ai,  wenn ^ > 0, und Ci = ßi, 
wenn ^ < 0 betrachtet werden, beinhaltet. Zur Verdeutlichung sei ein solches 
(Teil-)Problem dargestellt. O.B.d.A. werde dabei von Ci = a i , i = 1 , · · · , / , 
sowie von Cj  = ßj,  j  = l  + 1 , . . . , n, ausgegangen, so dass das folgende nicht-
lineare, konvexe Optimierungsproblem betrachtet wird: 

min f(v)  := f(v,c) 

unter 
+è 

- I s t ( Σ ^ + Σ Kßi 
i  = l  i=l+l 
||2 +θ'  σ~ ι

ν + \v' {σσΎ
λ
ν 

- V i < 0, i=l,...,l, 
Vi < 0, i  = l  + 1,..., n. 

M i t den Lagrange-Multiplikatoren μ^ (i  = Ι , . , . , η ) , zusammengefasst im Vek-
tor μ, kann die Lagrange-Funktion gebildet werden als: 

I η 
L(v,ß)  = f(v)  + + Σ 

i=l  i=t+l 

Hieraus ergeben sich die folgenden (notwendigen und hinreichenden) Karush-
Kuhn-Tucker-Optimdlitätsbed'mgungen  für den optimalen Argumentvektor ù: 

ή ™ - » 
= o, i  = 1 (3.63) 

df 
= 0, i  = l  + 1,... ,n, (3.64) 

— Vi < o, i  = 1 (3.65) 

Vi < o, i  = l  + 1,... , n, (3.66) 

ßi(~i>i) = o, i  = 1 (3.67) 

μΦι = 0, i  = l  + 1,... ,n, (3.68) 

μ% > 0, i—  Ι , . , . , η . (3.69) 

der Komponente r  ein „Randopt imum" ù r = 0, so gi l t für 

r  G { 1 , . . . , / } aus der zugehörigen Gleichung des Systems (3.63): 

!£(*) = »r  > 0 
**  ( foc(0))r  - 7StOtr  = ßr  > 0, 

r  G {/ + 1 , . . . , n} aus der entsprechenden Gleichung des Systems (3.64): 

!£(»)  = -ßr  < ο 
(foc(i>))r-l Stßr  = -ßr  < 0. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 177 

Erweist sich jedoch ein ù als opt imal , für das i> r φ 0 g i l t und sich so-
m i t bezüglich dieser Komponente ein „B innenop t imum" ergibt, folgt aus 
der entsprechenden Gleichung eines der Systeme (3.67) bzw. (3.68) μ Γ = 0 
und wegen der zugehörigen Gleichung des Systems (3.63) bzw. (3.64) auch 

J^-(z>) = 0, was bei v T φ 0 äquivalent ist zu (fd(v, c(ù)) r = 0. Folgl ich spie-
geln sich die Opt imal i tä tsbedingungen eines (Tei l - )Opt imierungsproblems zu 
einem spezifischen Vektor c bzw. dem zugehörigen Or thanten des R n für die 
betrachteten Schattenpreise i m Fal l einer Randlösung bezüglich einer Kom-
ponente im ersten Tei l der Abbruchbedingung und i m anderen Fal l durch 
deren zweiten Tei l wider. U m über eine solche Tei l -Problem-Lösung zu einer 
Lösung des Gesamtproblems  zu kommen, muss in den Koord inaten, in de-
nen sich für eines dieser Probleme eine Randlösung einstell t (ùi  = 0, i  £ 
{ l , . . . , n } ) , dieser (Komponenten-)Wert auch das M i n i m u m des Problems 
zum „gegenüberliegenden" O r t h a n t e n 3 3 6 kennzeichnen. Abst iegsrichtungen 
dürfen von dor t nur jeweils aus dem Or thanten herausfuhren;  sonst handelt 
es sich nicht u m das gesuchte globale M i n i m u m . Dies ist Inha l t des gesamten 
ersten Teiles der Abbruchbedingung: Bei einem Wert ùi  = 0 i m O p t i m u m 
muss die rechtsseitige Able i tung, also die Richtung des steilsten Anstiegs i m 
Bereich Vi  > 0 nach innen weisen, d.h. posi t iv (nicht-negat iv) sein. Ebenso 
muss die l inksseitige Ab le i tung für  Vi  < 0 — gemäß der sich be im komple-
mentären Tei l -Opt imierungsproblem ergebenden Bedingung für ein Randop-
t i m u m — in die negative (nicht-posit ive) R ichtung weisen. Der zweite Tei l 
der Abbruchbedingung beschreibt B innenopt ima in Bezug auf einzelne Kom-
ponenten gemäß den wiedergegebenen Opt imal i tä tsbedingungen eines jeden 
Teilproblems, m i t h i n auch desjenigen m i t dem globalen M i n i m u m . U m die 
Bedingung (fd(v, c(v)))i  = 0 zu erfüllen, muss die rechte Seite der Def ini t i -
onsgleichung (3.61) m i t einem Paar (ù,c(ù))  nu l l sein. Der zweite Tei l der 
Abbruchbedingung kann deshalb wie folgt formul iert  werden: 

2/ Ùi φ 0 : (Vf(ù, c))i  = 0 Λ (ci= ai V Ci = ßi) 
Λ (ÙÌCÌ < 0 V {ÙI > 0 Λ CI = AI = 0) V (ÙI < 0 Λ E* = ßI = 0 ) ) . 

Der Algorithmus Al  zur Best immung der Ausprägung eines opt imalen Schat-
tenpreisprozesses für einen gegebenen Ze i tpunk t gemäß Gl. (3.60) kann in 
einer programmiernahen Formul ierung nun wie folgt beschrieben werden: 

1. Initialisierung: 
Betrachte die Potenzmenge P(.) zur Menge { 1 , . . . , n) als geordnete Menge 
m i t den Elementen S i , . . . , S ^ , wobei S ^ = 0 sein soll: P ( { 1 , . . . , n } ) = 
{ S i , . . . , S 2 » } . 
Setze k  := 0. 
Weiter m i t Schr i t t 2. 

2. Außere  Schleife: 
Setze k  := k  + 1. 
Setze Sk : = { 1 , . . . ,71} \ S*. 

3 3 6 Galt zunächst Vi  > (<) 0 für i aus { 1 , . . . , n } , so ist dieser Orthant durch dieselben 
Bedingungen für  Vj,  V7 E { 1 , . . . , n } , j φ i,  und durch ^ < (>)0 charakterisiert. 
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178 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Sei ν G M n ein Variablenvektor. 
Setze Vi'.— 0, Vi G 
(Sk und Sk bilden eine verlustfreie  Zerlegung der Indexmenge { Ι , . , . , η } 
mi t der Bedeutung, dass, bezogen auf die gerade zu betrachtende Konstel-
lation, die Elemente in Sk  die Indizes derjenigen Komponenten mit nicht 
verschwindendem Schattenpreis, die Elemente von Sk entsprechend die In-
dizes repräsentieren, für welche Vi = 0 gilt.) 
Sei Μ := {(ci 1,...,ci lJ  \ cÌ7. = αΪ Ί. V ci r  = ß%r i i r e Sk, r  = 
1 , . . . ,/fc, %ri φ i r2 5 

, G { 1 , . . . , //c}, τ\ φ r 2} die Menge, deren Elemente 
als Vektoren jeweils eine Kombination von Ober- bzw. Untergrenzen für 
die Anteile der einzelnen Akt ien im Portfolio-Prozess  repräsentieren, wobei 
für diese Anteile in diesem Schritt ein nicht verschwindender Schattenpreis 
unterstellt wird. Μ sei eine geordnete Menge, die sich darstellen lässt als: 
Μ = { c f A ; , . . . , }· (h  steht für die Mächtigkeit der Menge Sk.) 
Setze m := 0 und gehe zu Schritt 3. 

3. Innere  Schleife: 
Setze m := m + 1. 
Löse das Gleichungssystem: (V(f(v,=  0, Vi e Sk,  wobei gemäß 
Schritt 2 die Komponenten Vj  mi t j  G §k  als gleich null vorauszusetzen 
sind. ( Im Falle lk  = 0 sind weder eine einzelne Gleichung noch ein Glei-
chungssystem zu lösen.) 
Für das so ermittelte ν ist die Abbruchbedingung zu überprüfen: 
Berechne hierzu den Wert der Funktion / o c ( ^ ) · 
Ermit t le den Wert der folgenden boolschen Variablen — entsprechend den 
Teilen 1 und 2' der Abbruchbedingung: 

bool := Λ (((/ocM)i - Ist
ατ > θ) Λ ((foc(v)) t - η

8ί
β τ < θ)) 

iesk 
Α Λ < 0 V (VI > 0 Λ (CSF)I = ΑΤ = 0) 

iesk \ 
V {y x < 0 A (C£F )I =ßi = 0 ) ) . 

Falls 
• bool:  Gehe zu Schritt 4 (Ende).  (bool  hat den Wert „wahr" , was bedeu-

tet, dass die Abbruchbedingung erfüllt,  also ein minimierender Schat-
tenpreisvektor gefunden wurde.) 

• m < 2lk : Wiederhole Schritt 3, die innere  Schleife,  von Beginn an. 
• m = 2lk: Gehe zu Schritt 2 (äußere  Schleife).  (Die in der inneren Schleife 

betrachtete Zerlegung der Indexmenge in die Menge nicht verschwinden-
der (Sk)  und verschwindender Komponenten (Sk)  des Schattenpreisvek-
tors ist für das Min imum nicht zutreffend.) 
[Eine Abbruchbedingung, welche an der Bedingung k  > 2 n ansetzt, ist 
nicht vonnöten, da ein Min imum vorliegt und gefunden wird.] 

4. Ende: 
Der das Abbruchkriterium erfüllende Schattenpreisvektor minimiert die 
Zielfunktion: ν := ν. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 179 

Durch den vorliegenden Algori thmus werden sämtliche Indexmengenkom-
binationen für die mi t nul l und die mi t nicht verschwindenden Werten zu 
belegenden Komponenten überprüft.  Für jede dieser Kombinat ionen werden 
wiederum Fallunterscheidungen dergestalt vorgenommen, dass für die jeweils 
betrachtete Menge nicht verschwindender Komponenten sämtliche sich aus 
positiver oder negativer Belegung der zugehörigen Variablen ergebenden Kom-
binationen untersucht werden, indem hierfür  ein Gleichungssystem gelöst und 
daraufhin die Abbruchbedingung ausgewertet wird. Der Algori thmus bricht 
ab, sobald bei einem der bisher genannten Schritte das Op t imum gefunden 
wurde. 

Aus dieser kurzen Charakterisierung lässt sich bereits unmit telbar ersehen, 
dass das Verfahren  im Maximalfal l , d.h. wenn sämtliche Fallunterscheidungen 
abzuarbeiten sind, ein ungünstiges, in jedem Fall nicht polynomiales Lauf-
zeitverhalten hat. Dies überträgt sich auch auf das Laufzeitmittel, da a priori 
keine Präferenz  für eine Nul lstel len/Nicht-Nul lstel len-Kombinat ion angege-
ben werden kann. Bei einer iterativen Anwendung des Algori thmus', welche 
sich daraus ergibt, dass im Rahmen einer Implementierung nach jedem in 
seiner Länge festzusetzenden Zeit intervall der Schattenpreisvektor zur Be-
st immung des optimalen Portfolio-Prozesses ρ χ Ε gemäß Gl. (3.46) bzw. 
(3.57) aufs Neue zu berechnen ist, kann zumindest in tu i t iv der Rechenaufwand 
durch die Reihenfolge der Auswertung reduziert werden, indem der jeweils 
zuletzt ermittel te Schattenpreisvektor zuerst untersucht wird. Ändern sich in-
nerhalb von die Knappheitsverhältnisse grundsätzlich nicht, muss auch der 
Schattenpreisvektor unverändert bleiben. Eine in dieser Weise ausgerichtete 
Anwendung des Algori thmus' müsste auf eine geeignete Reihenfolge in der 
geordneten Potenzmenge des Schrittes 1 und in der Belegung des Vektors c 
in Schritt 2 abstellen. 

Eine Implementierung des beschriebenen Algori thmus findet sich im Maple-
Programm des Anhangs 5.5.1, eingeordnet in eine übergreifende  Simulation. 
Dar in bleibt allerdings der letztgenannte, das Laufzeitverhalten vermutl ich 
verbessernde Aspekt noch unberücks icht ig t 3 3 7 . 

Als zweiter Restrikt ionentyp, für den ein Algori thmus zur Berechnung des 
optimalen Schattenpreisprozesses z>(.) angegeben werden soll, w i rd im Folgen-
den die Beschränkung  des Verschuldungs grades  bei einem Verbot  von Aktien-
leerverkäufen  betrachtet. Gemäß dem Ergebnis aus Abschnitt  3.2 ist dieser 
Restrikt ionentyp gekennzeichnet durch: 

η 
κ = {ρ e M+ I Pi < η} mit κ > 1, sowie Κ  = M n . 

i  = 1 

3 3 7 Der Algorithmus zur Bestimmung eines Schattenpreisvektors für gegebene Parame-
ter 6, <5, σ und r  ist darin unter der Prozedur Optimierung  in den (Sub-)Prozeduren defin 
(Initialisierung), mengengen (Initialisierung und äußere Schleife) und g (äußere und innere 
Schleife) wiederzufinden. 
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180 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Darüber hinaus gi l t GL (3.6), welche die folgende Gestalt hat: 

ζ(ν)  = —κ  min [Ο,ι/i] > 0 . 

Der nach Gl. (3.45) bei gegebenen Parameterausprägungen σ ( ί ) , b(t),ö(t),r(t) 
und st  in einem Zeitpunkt t  G [0, T] im Hinblick auf den Wert des Schatten-
preisprozesses für diesen Zeitpunkt zu minimierende Ausdruck lautet (unter 
Vernachlässigung des Zeit index'): 

g(u) :=Ί°\{ν)+ 1- II ft, ||2= min II θ ||2 +θ'σ~ ι
ν+\ν'{σσ')~^· 

Δ iG{l,...,n} Δ Δ 

(3.70) 
Das zugehörige Optimierungsproblem werde mi t (P G) bezeichnet und ist ge-
geben durch: 

Da die Min imum-Funkt ion konkav ist, ist die Funkt ion — min[0,.] konvex und 
folglich auch die gesamte Funkt ion g(.).  Es handelt sich bei der Minimierung 
der Funkt ion g(.)  nach dem Vektor ν  somit (abermals) um ein konvexes Opt i -
mierungsproblem. Aufgrund des quadratischen Terms existiert darüber hinaus 
nur ein globales M in imum der Funkt ion g(.). 

Offenkundig  liegt die Schwierigkeit bei der Bestimmung einer Min imal-
stelle in dem Summanden der rechten Seite von Gl. (3.70), der die Min imum-
Funkt ion enthält. Dadurch entsteht ein komplexes Minimierungsproblem, wel-
ches durch Zerlegung in Teilprobleme gelöst werden kann. Die Teilprobleme 
grenzen sich dadurch voneinander ab, dass jeweils eine spezifische Komponen-
te des Vektors ν als Wert der Min imum-Funkt ion betrachtet wi rd und über 
sukzessive Lösung aller dergestalt formulierten  Teil-Minimierungsprobleme 
das (globale) M in imum so lange gesucht wird, bis es gefunden ist. Dies ist der 
Inhal t des nachfolgend beschriebenen Algori thmus' zur Bestimmung des Min i -
mums der Funkt ion g(.).  Der Algori thmus wi rd zunächst wiederum program-
miernah formuliert  und anschließend wird die Abbruchbedingung erläutert; 
hierfür  ist zugleich die Formalisierung eines der angesprochenen Teilprobleme 
(PK)  vorzunehmen, so dass zu seiner algorithmischen Lösung die nachfolgen-
den Ausführungen heranzuziehen sind. 

Der Algorithmus Λ2 zur Bestimmung der Ausprägung eines optimalen 
Schattenpreisprozesses für einen gegebenen, nicht spezifizierten Zeitpunkt 
(aus [ Ο , Τ ] ) 3 3 8 lautet: 

1. Test  auf  (echt)  positiven,  optimalen  Schattenpreisvektor. 
Löse das Gleichungssystem: 

Vg Q{y)  = On, 
3 3 8 Die Situation des Planungshorizontes soll, wie bisher implizit bereits geschehen, nicht 

eigens betrachtet werden. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 181 

wobei g0{y) :=\\\θ ||2 +θ'σ~ ι
ν(σσ')~ ι

ν,  so dass V g 0 { y ) = ( σ " 1 ) ^ 
+ ( σ σ

; ) _ 1
ι / 3 3 9 . 

Es sei ν der das Gleichungssystem lösende Schattenpreisvektor. 
Gi l t Ό > 0 n , dann gehe zu Schritt 4 (Lösung ist gefunden), andernfalls 
fahre mi t Schritt 2 fort. 

2. Initialisierung: 
Betrachte die Elemente der geordneten Indexmenge Μ : = { 1 , 2 , . . . , η } , 
setze ζ : = 0 und gehe zu Schritt 3. 

3. Schleife: 
Setze ζ : = ζ + 1. 
Suche ein Vektorpaar ( χ

ζ , μ
ζ ) , welches das folgende Bedingungssystem 

erfüllt: 

μ
ζ

ζ = In (σ~ ι)'θ  + ( σ σ ' Γ V - l „a£ - (0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0)'a£ ) + 

ßk  = 

Setze 

( σ - 1 ) ^ + ( a a ' r V - tó - (0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) 'χ \ ) 

k = 1,... ,η, k  Φ ζ, 
0 < ζ*:, k  = 1, . . . ,η , 
0 = μ Λ , k  = 1 , . . . , η , 

0 < μΐ, k  = 1 , . . . , η . 

Ρ := χ
ζ — 1 ηχ

ζ
ζ - (0 , . . . , 0 , ^ , 0 , . . . , 0)'χ* 

ζ 

vlpt :=(σ- ι)'θ  + (σσ')- ι
ΰ. 

und 

Sind die Bedingungen: 

η 
P o p M > 0 ( i = l , 2 , . . . , n ) Λ 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

• erfüllt,  dann gehe zu Schritt 4; 

• nicht erfüllt,  dann beginne diesen Schritt (Schleife) von Neuem. 

4. Ende: 
Erfolgt bereits in Schritt 1 ein Abbruch, dann ist der optimale Schat-
tenpreis durch ν = ν  gegeben und für den zugehörigen Portfolio-Prozess 
ergibt sich aus dem Vergleich von V g 0 ( . ) mi t Gl. (3.46) bzw. (3.57): 

3 3 9 V 9 o ( . ) entspricht somit der Funktion / o c ( · ) des Optimierungsproblems zum voraus-
gehend betrachteten Restriktionentyp. 
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182 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Ρκε,Ρ = ψν 9ο{ύ). 
W i r d das Ende aus Schr i t t 3 erreicht, bedeutet nunmehr die Er fü l lung der 
Bedingung (3.76), dass der gesuchte Schattenpreisprozess gefunden wur-
de: ν  — v.  Zugleich ist der ermi t te l te Portfolio-Prozess  p*pt zu realisieren, 
d.h. es g i l t für die zum betrachteten Ze i tpunk t gehörende Ausprägung des 
opt imalen Portfolio-Prozesses  der Gl . (3.46) bzw. (3.57): ρχΕ ϋ — pz

ovt. 

I m A lgor i thmus zur E r m i t t l u n g eines M in imums der Funk t ion g(.)  w i rd da-
nach differenziert,  ob eine (echt) posit ive Lösung ν > 0 für den Schat-
tenpreisvektor besteht (Schr i t t 1) — in diesem Fall n i m m t die Funk t ion 

m i n [0, i/i] den Wer t nu l l an — oder ob ein ν m i t v% < 0 für minde-

stens ein % G { 1 , . . . , η} op t ima l ist. Dieser Fal l ist aufwendiger und erfordert 
sukzessive die Lösung von Bedingungssystemen der Gestalt (3.71)-(3.75), wel-
che sich in einer ausgezeichneten Komponente Ζ G { 1 , . . . , Η } unterscheiden. 
Fü r gegebenes ζ kann ein solches Bedingungssystem dergestalt gelöst werden, 
dass so lange verschiedene Kombinat ionen von verschwindenden Komponen-
ten (x f = 0, Vz G X G P ( { 1 , . . . , n } ) ) untersucht werden, bis eine zulässige 
Lösung gefunden wi rd . Dies bedeutet, dass die Werte der nicht verschwin-
denden Komponenten (j  G X : = { l , . . . , N } \ X) die diesen zuzuordnenden 
Gleichungen aus dem System (3.71)-(3.72) — wegen Gleichungssystem (3.74) 
ist = 0, V j G X — lösen müssen und zugleich nicht negativ sein dürfen. 
Ist für gegebenes ζ eine Lösung für das Bedingungssystem gefunden, l iegt 
zugleich ein Kand ida t für den gesuchten opt imalen Schattenpreisvektor vor. 
Dieser w i rd durch die Zuweisung in Schr i t t 3 m i t ν bezeichnet. Er führt  un-
mi t te lbar zu einem Kand ida ten (vektor) (pl pt) für die Ausprägung des opt ima-
len Portfolio-Prozesses  der Gl . (3.46) bzw. (3.57) i m Betrachtungszei tpunkt 
t (ρχ Ε „(t)).  Er fü l l t  pz

ovt die Bedingungen (3.76), ist der opt imale Portfol io-
Vektor gefunden. E in solcher exist iert auf dem kompakten Raum der die Re-
s t r i k t ion erfüllenden Portfolio-Prozesse  stets. Er w i rd durch den A lgor i thmus 
identi f iziert.  Bis zu diesem Punk t ist allerdings insbesondere das Zustande-
kommen der Abbruchbedingung in Schr i t t 3 noch unerklär t geblieben, m i t h i n 
ist die Richt igkei t des A lgor i thmus ' noch nicht nachgewiesen. 

Ein Nachweis  der  Optimalität  des durch  den Algorithmus  bestimmten 
Schattenpreis-  und des Beteiligungsvektors  w i rd in Anhang 5.4 gegeben. 
Daraus w i rd ersichtl ich, dass das Bedingungssystem (3.71)-(3.75) Opt ima-
l i tätsbedingungen zu einem (Tei l - )Opt imierungsproblem, welches als ( P f ) be-
zeichnet werden soll, repräsentiert. Die zu untersuchenden (Tei l - )Opt imie-
rungsprobleme (P Z) (Z  = 1 , . . . , n ) sind so konzipiert , dass das i m Rahmen 
des übergeordneten Problems ( P g ) gesuchte M i n i m u m auch M i n i m u m eines 
solchen (Teil-) Problems ist und über die Abbruchbedingung als globales M i -
n imum identif iziert  w i rd . 

Dam i t ist die auf der Mar t inga lmethode basierende dynamische Portfol io-
Opt im ie rung auf unvol lständigen Kap i ta lmärk ten in ihrer grundsätzl ichen 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 183 

Struktur dargestellt und um Elemente erweitert worden, welche die Einfüh-
rung des Steuersystems S sowie spezielle Restriktionen umfassen. Letztere 
wurden dergestalt operationalisiert, dass eine unmittelbare Implementierung 
möglich ist. Im nachfolgenden Abschnit t w i rd ein Problem der Investitions-
rechnung behandelt, welchem eine dynamische Restriktionenformulierung  zu-
grunde liegt. E in zu dessen Lösung vorgestellter myopischer Ansatz greift  zum 
Teil auf den Algori thmus Al  zurück und bildet insofern eine Ergänzung zu 
den vorausgehenden Ausführungen. 

3.3.2.3 Myopisch  optimierende  Investitionsrechnung  bei 
exogen begrenzter  Verfügbarkeit  des Investitionsobjektes 

Gegenstand der folgenden Überlegungen ist ein Entscheidungsproblem, wel-
ches primär wie folgt zu interpretieren ist: I m Kontext der Konzernstruktu-
rierung ist die Frage zu beantworten, welche Beteiligungsquote die Konzern-
holding unter am (Geld-)Nutzen orientierten Erwägungen an den einzelnen 
Konzerntöchtern halten soll. Das Entscheidungsfeld kann grob durch Investi-
tionsobjekte, als welche die Konzerntöchter zu interpretieren sind, umrissen 
werden, deren Wert verlauf im einfachsten Fall jeweils durch eine geometrisch 
Brown'sche Bewegung auf Basis mehrerer Unsicherheitsquellen repräsentiert 
wird. Allgemein wi rd der Wert eines jeden Investitionsobjektes durch (genau) 
eine objektspezifische Unsicherheitsquelle beeinflusst, die am (Kapi ta l - )Markt 
nicht gehandelt wird, so dass diesbezüglich von einem unvollständigen Kapi-
ta lmarkt i.e.S. auszugehen ist. Die übrigen Unsicherheitsquellen können durch 
beliebig handelbare Kapitalmarktpapiere vollständig gehedgt werden. Restrik-
t i v w i rk t darüber hinaus die Größe des Investitionsobjektes, so dass eine Betei-
ligungsquote zwischen nul l und eins am Eigenkapital der Tochter zu wählen ist 
— gegebenenfalls ist auf ein reelles Vielfaches des Tochter-Eigenkapitals abzu-
stellen, sofern eine Kapitalerhöhung als möglich erachtet wird. Es wi rd sowohl 
eine beliebige Wahl der Beteiligungsquote innerhalb des durch die Unter- und 
die Obergrenze bestimmten Intervalles („ Interval l-Fal l") als auch die Situati-
on betrachtet, dass alternativ zur Nicht-Beteil igung an einem (potentiellen) 
Tochterunternehmen lediglich eine über den Planungszeitraum hinweg kon-
stante Beteiligungsquote gehalten werden kann („O-l-Fal l") . Im ersten Fall 
ist daran zu denken, dass ein liquider Sekundärmarkt für die Beteiligungsan-
sprüche an der Tochter existiert; im zweiten Fall kann die Fixierung der Be-
teiligungsquote entsprechend auf einem i l l iquiden Mark t in diesem Anspruch, 
insbesondere bei Nicht-Existenz einer Börsennotierung des Titels, beruhen. 
I m Unterschied zu den bisher betrachteten Beschränkungen für den Portfolio-
Prozess ist die Restr ikt ion hier nicht in den persönlichen Verhältnissen des In-
vestors, welcher der Konzernmutter bzw. ih rem/n Eigentümer/n entspricht, 
begründet, sie bezieht sich vielmehr auf die exogen vorgegebene begrenzte 
Verfügbarkeit  des Investitionsobjektes selbst. Der maximal in eine Beteiii-
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184 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

gung investierbare Betrag ist durch den aktuellen Wert der Tochter und nicht 
durch das dem Investor zur Verfügung stehende Vermögen bestimmt. In Bezug 
auf den Portfolio-Prozess  (in Relativbeträgen) bedeutet dies, dass sich die Re-
str ik t ion dynamisch und stochastisch mi t dem Wert des Tochterunternehmens 
entwickelt. Dies hat zur Konsequenz, dass die auf der Mart ingalmethode basie-
rende dynamische Portfol io-Optimierung  auf unvollständigen Kapi ta lmärkten 
nicht (ohne weiteres) anwendbar ist. Tatsächlich existiert gegenwärtig noch 
keine exakte Lösung für das gerade beschriebene Auswahlproblem, so dass 
im Folgenden lediglich eine heuristische Lösung angeboten wird, die auf einer 
myopischen Portfol io-Optimierung  basiert. 

Als Optimierungsziel w i rd von einer Maximierung des Erwartungsnutzens 
aus dem End vermögen des Investors ausgegangen (Endvermögensoptimie-
rung).  Als Nutzenfunktionen werden logarithmische sowie solche des „power 
type" zugrunde gelegt. Hierbei ist zuzugeben, dass die Zugrundelegung des 
Bernoull i-Prinzips bei mehreren Eigentümern entscheidungstheoretisch nicht 
fundiert  ist, da eine Aggregation der Nutzen über mehrere Individuen im 
Grundsatz nicht möglich i s t 3 4 0 . Insofern ist ein Allein-Eigentümer des Kon-
zerns zu unterstellen, wenn man sich nicht damit begnügt, durch den Ansatz 
einer Risikoaversion widerspiegelnden Nutzenfunkt ion lediglich ein „vorsich-
tiges Investit ionsverhalten" zu generieren. Denkbar ist aus einer der Praxis 
angelehnten Sicht allerdings auch, dass die Konzernstrukturierung von einer 
beauftragten Konzernleitung (Management) vorgenommen wird, deren Ein-
kommenstrom proport ional mi t dem Endvermögen des Konzerns verbunden 
ist und die faktisch autonom handeln kann. Al ternat iv zur Interpretat ion als 
Problem der Konzernstrukturierung kann die behandelte Situat ion auch als 
Problem der Zusammenstellung eines optimalen Investitionsprogrammes in-
nerhalb eines einzelnen Unternehmens betrachtet werden, sofern die Investit i-
onsprojekte die hier unterstellten Risikocharakteristika aufweisen und entspre-
chende Durchführungsbeschränkungen  gegeben sind. Darüber hinaus kann 
auch die Unterstellung einer „reinen" Konzern holding  zugunsten eines Mut -
terunternehmens mi t eigenem Sachinvestitionsprogramm modifiziert  werden. 
In diesem Fall wären von einem außenstehenden Investor die Beteiligungsquo-
ten an sämtlichen (Konzern-)Unternehmen, einschließlich des „Mut terunter-
nehmens", zu bestimmen. 

Ziel dieses Abschnittes ist die Präsentation eines Vorschlages zur möglichen 
Handhabung des Problems der Konzernstrukturierung und die ergänzende 
Beschreibung und Implementierung dieses Vorschlages für spezielle Fälle im 
Grundsatz. Dabei auftretende ökonometrisch zu behandelnde Sachverhalte 
der Kal ibr ierung des Modells sind nicht Gegenstand der folgenden Betrach-
tungen. Des Weiteren sollen hinsichtlich der Ausgestaltung einzelner Kom-
ponenten der Simulation Hinweise auf weiterführendes  Schri f t tum genügen; 
dies gi l t ebenso für die Frage nach der Konvergenz des Simulationsergebnis-

3 4 0 Vgl. den Hinweis in Fn. 301, S. 150. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 185 

ses3 4 1 . Die bislang verbal beschriebene Problemstellung wird im Folgenden 
formalisiert. 

Spezif ikat ion des Problems (VKS)'· 

• Der betrachtete Markt aus Sicht der Konzernholding kann durch einen ri-
sikolosen Bond sowie η = n \ + n<i riskante Wertpapiere beschrieben wer-
d e n 3 4 2 . Die Wertpapiere 1 , . . . , n i repräsentieren jeweils den Anspruch auf 
das Eigenkapital einer Tochter. Die Wertpapiere n\ + 1 , . . . , η seien beliebig 
handelbare Finanzinstrumente. Für t Ε [0, Τ]  gi l t dann: 

Die Wertentwicklungen der riskanten Wertpapiere sind für  t Ε [0, Τ]  durch 
die folgenden stochastischen Differentialgleichungen: 

dSi(t)  = Si(t)(bi(t)  dt  + ση(t)  dW x(t)  + ... + σι ,n2(t)  dW n2(t) 
,n 2 + 1 (t)  dW n2+1(t)) 

dSni (t) 

dSni  + l(t) 

dSNI-\-N2(t)  = 5711+712 
(t)(b ni+n2(t)  dt  + ^ni +712 >n2 

= Sn1(t){bn 1(t)dt  + an1,l(t)dWi{t)+...+a ni,n2(t)dWn 2{t) 
" f ^ n i ,712 + n l 

(t)dW n2 +n ι W) 
= Sn1 + l(t)(bn 1 + l(t) d t + Vn 1 + l,l(t)  dWi(t)) 

mit den Anfangswerten 5^(0) = Ξ^ο , ί = 1 , . . . ,n , beschrieben. 

Ferner existiert ein risikoloser Bond, für den dSo(t)  = So(t)r(t)dt  mi t An-
fangswert 5o(0) = 1 gi l t . 

Die folgende Beschreibung beschränkt sich auf deterministische  Parameter-
prozesse 343. Aus obigem Gleichungssystem ergibt sich a(t)  = (&ij)  (t) 

j  = l..... η 

m i t a n i + i j ( t )  = 0 , i , j  = 1 , . . . , 7 i 2 , i φ j,  sowie a i i n 2 + j ( t )  = 0 , i , j  = 
l , . . . , n i , i φ j,  wobei σ(.) stets regulär sei. Zur späteren Vereinfachung 
werden die Teilmatrizen σ ( ί ) , σάι (t),  ad2(t)  eingeführt.  M i t 0 i j als i χ j-
Matr ix , deren Einträge sämtlich null sind, wird gesetzt: 

«·>- ( ä c:)· 
3 4 1 Da die Simulation in Anlehnung an das Vorgehen in Korn/Korn  (1999), S. 203 ff., 

formuliert  wird, sei auf die dortigen Anmerkungen zur Konvergenzfrage  verwiesen. 
3 4 2 Die Kennzeichnung als „Wertpapiere" dient der sprachlichen Vereinfachung und 

erstreckt sich auch auf die Fälle der Nicht-Verbriefung  der Ansprüche. 
3 4 3 Da die zu beschreibende heuristische Vorgehensweise ohnehin lediglich auf jeweils 

„aktuellen" Ausprägungen von Prozesswerten basiert, könnten auch stochastisch sich ent-
wickelnde, geeignet messbare Parameterprozesse berücksichtigt werden. Auf die hierbei 
ggf. notwendige Ergänzung des Vorgehens, bspw. durch ergänzende Simulation von Aus-
prägungen der Parameterwerte, soll hier jedoch nicht eingegangen werden. Aus anwen-
dungsbezogener Sicht erscheint demgegenüber eine weitere Vereinfachung durch konstante 
Parameterprozesse nahe liegend, wie sie dem hier vorgestellten Implementierungsvorschlag 
zugrunde liegt. 
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186 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

ä(t)  stellt eine η ι χ r i2-Matrix dar, während adl(t)  und ad2(t) η 2- bzw. 
n i - Diagonalmatrizen repräsentieren. Hinsichtlich der Dividendenprozes-
se δι(ί), ..., δηι (t),  £ n i + i ( £ ) , . . . , 0n(t)  wird vereinfachend unterstellt, dass 
sie deterministisch sind und darüber hinaus die vollständig gehandel-
ten Wertpapiere keine Ausschüttungen aufweisen (δ ηι+ι(t)  = ... = 
δη(ί)  ξ 0). Die hedgebaren Marktrisiken werden durch die Wiener-Prozesse 
W i ( . ) , . . . ,  W n2 (.), die objektspezifischen Risiken durch die Wiener-Prozesse 
W n2+1 (.)? · · · ? Wn(.) abgebildet. Dabei können die objektspezifischen Risi-
ken als normalverteilte Störterme der kontinuierlichen Wertpapierrenditen 
interpretiert werden. Unterstellt man bspw. konstante Parameterprozes-
se, können Schätzer für die Parameterwerte mi t Hilfe einer Regression auf 
die als bekannt vorauszusetzenden Marktrisiken ermittelt werden. Liegt für 
ein Tochterunternehmen demgegenüber keine Historie der Wertentwicklung 
vor, müssen die Parameterwerte auf der Grundlage des ökonomischen Um-
feldes „geschätzt" werden. 

• Das Optimierungsziel besteht in der Maximierung des Erwartungsnutzens 
zum End vermögen am Planungshorizont in Τ durch geeignete Wahl eines 
restringiert zulässigen Portfolio-Prozesses;  es wird hierbei von einem Kon-
sumstrom von null ausgegangen. Das Anfangsvermögen betrage x. Entspre-
chend der Darstellung in Abschnitt  3.3.2.1 ist folglich ein Portfolio-Prozess 
( ) gesucht, der Folgendes erfüllt: 

pE(.)  := arg max E [U(X*>°*(T))]  , 

(0 ,p)eAIC(x-,K(.)) 

wobei 

AE(X;K(.))  : = { ( c ,p ) G A(x;K(.))  \ E  [min [0, U(X x' c' p(T))]]  > - o o } (3.78) 

s o w i e 3 4 4 

A(x;K(.))  := {(c,p)  G A(x)  \ p(t)  G K(t),  0 < t  < T , fast s icher } . (3.79) 

Die Restriktionenmenge K ( . ) ist stochastisch; sie wird nachfolgend spezi-
fiziert.  Als Nutzenfunktionen werden U(x)  = l n x bzw. U(x)  = jjX^, β G 
(0,1), betrachtet, so dass insbesondere von einem risikoaversen Investor, 
auf den die Optimierung auszurichten ist, ausgegangen wird. 

• Für die Anzahlen ψι(ί)  der von den Wertpapieren % — 1 , . . . , n\ in t  G [0, T] 
gehaltenen Stück gilt mi t ßi  G Μ entweder 

• (ifi(t)  = 0, yt  G [Ο,Τ]) V (ifi(t)  = ßi,Vt  G [ 0 , T ] ) ode r 

• <Pi(t)  G [0,/3J, VI G [0,T]. 

Dem entsprechen die folgenden, alternativ betrachteten Restriktionenmen-
gen bezüglich des Portfolio-Prozesses  in Relativbeträgen: 

Zu A(x)  vgl. S. 65. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 187 

• K 0i(t)  = {p(t)  I (pi(t)  = 0, V i G [0,Τ ] ) V (pi(t)  = ft(i),Vi G [0,T]) , i  = 
l , . . . , m } (0-1-Fa//) bzw. 

• K Int(t)  = (p ( i ) I Pi(t)  G [0 ,&(* ) ] , V i e [Ο,Τ], ζ = l , . . . , m } (Intervall-
Fall), 

- 5- f t ) 
wobei /%(£) : = Α ^ φ ζ = 1 , . . . , n i , ί G [Ο,Τ]. Die Anzahl der vom Wert-
papier i  G { l , . . . , n i } gehaltenen Stücke soll einerseits nach unten durch 
nul l begrenzt sein, d.h. es besteht keine Möglichkeit des Leerverkaufs.  An-
dererseits gibt es eine Obergrenze von ßi Stücken, welche über den Pla-
nungszeitraum hinweg konstant ist. Kann die Tochter (höchstens) zu 100% 
erworben werden, ist ßi = 1. Bei einem geringeren maximalen Antei l ist 
ßi < 1 und bei einer Ausweitungsmöglichkeit der in der betreffenden  Toch-
ter repräsentierten Investit ion, welche durch eine Kapitalerhöhung zu fi-
nanzieren ist, gi l t ßi  > 1. Für die übrigen Wertpapiere, einschließlich des 
risikolosen Bonds, gelten keine Handelsbeschränkungen. Damit gi l t für die 
beiden betrachteten F ä l l e 3 4 5 in t  G [0,T]: 
« im 0-1-Fall bei y(t)  = ( V l(t),...  ,y ni (*)) ' G X < = 1 | . . . j n i { 0 , f t ( i ) } gegeben: 

711 
Coi Μ = -

i= 1 

• im Intervall-Fall: 
711 

C Int(v(t))  = Μ * } m a x M*)]  - ßi(t)  m a x [0» -Mt)]) ( 3·80) 
i= 1 

mit c^(.) Ξ 0 (Vi = 1 , . . . , m ) 

sowie in beiden Fällen: 

Κ = {u G M n I Vni + l = . . . = i /n = 0}. 

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass für das Problem (VKS)  bis da-
to noch keine exakte Lösung vorliegt. Eine gewisse Nähe zu diesem Prob-
lem weisen Überlegungen zur optimalen Portfolio-Strategie  bei einem nicht 
hedgebaren, exogenen Einkommensstrom, welcher einem stochastischen Pro-
zess folgt, auf (Duffie/Zariphopoulou  (1993), Duffie/Fleming/S oner/ Ζari-
phopoulou  (1997) 3 4 6 , Cuoco (1997) 3 4 7 und Koo  (1998)). E in solcher Einkom-
mensstrom entsteht in der vorliegenden Situat ion dann, wenn die Beteil igung 
an einem Tochterunternehmen fixiert  ist und daraus ein dem Wert der Toch-
ter proportionaler Dividendenstrom an den Investor fließt. Die angeführten 

3 4 5 Vgl. Abschnitt  3.2. 
3 4 6 Zu Aspekten der numerischen Berechnung der relevanten Prozesswerte und Wert-

funktionen vgl. diesbezüglich Münk  (2000). 
3 4 7 Vgl. bereits die Hinweise in Fn. 238, S. 123. 
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188 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Untersuchungen behandeln allerdings nur einen Spezialfall des hier betrach-
teten Marktes, indem lediglich ein  unsicherer Einkommensstrom und außer 
dem risikolosen Bond noch eine  Investitionsmöglichkeit, deren Wertverlauf 
ebenfalls durch einen stochastischen Prozess beschrieben wird, vorgesehen 
sind. Darüber hinaus befassen sich die Arbeiten mi t der Entnahmeoptimie-
rung. Die abgeleiteten Aussagen betreffen  die Existenz und allgemeine Eigen-
schaften der Wertfunkt ion, die als Lösung einer Ηamilton-Jacobi- Βellman-
Gleichung charakterisiert wi rd und an die der zu wählende Portfolio-Prozess 
anknüpft. M i t der Endvermögensoptimierung (ohne Konsumentnahmen) un-
ter der Bedingung, dass am Planungshorizont ein exogen gegebenes, stocha-
stisches Einkommen zu dem über den Portfolio-Prozess  zustande kommenden 
Endvermögensteil hinzukommt, setzen sich Cvitanic/Schachermayer/Wang 
(2001) auseinander. Uber die Formulierung eines dualen Problems gelingt ei-
ne Beschreibung des optimalen End Vermögens sowie der Wert funkt ion; aller-
dings fehlt eine Charakterisierung des optimalen Portfolio-Prozesses.  Darüber 
hinaus wi rd eine kontinuierliche Beeinflussung des Portfolio-Prozesses  durch 
die exogene Vermögenskomponente nicht berücksichtigt. 

Nicht zuletzt mi t Blick auf die angesprochenen Arbeiten scheint eine ver-
einfachende Lösung des Problems geboten, welche zugunsten der Implemen-
tierbarkeit auf die Opt imal i tä t des Portfolio-Prozesses  verzichtet und sich 
begnügt, dieser nahe zu kommen. Dies wi rd im Folgenden durch eine myopisch 
optimierende  Portfolio-Prozessgestaltung  angestrebt. Darunter wi rd eine Op-
t imierung des Portfolio-Prozesses  verstanden, welche zu jedem Zeitpunkt ver-
einfachend eine Konstanz der momentanen Ausprägung der Restriktionen für 
den Portfolio-Prozess  über den restlichen Planungszeitraum unterstellt. Zeit-
liche Interdependenzen, welche sich auf die Restriktionenmengen zu verschie-
denen Zeitpunkten beziehen, werden hierdurch vernachlässigt. 

Die myopische Opt imierung kommt dadurch einer nach jedem Anpassungs-
intervall wiederholten Anwendung eines statischen Portfolio-Problems bis zum 
Planungshorizont g le ich 3 4 8 . Die Äquivalenz der Heuristik zu einem statischen 
Problem wi rd später für die logarithmische Nutzenfunkt ion und den Intervall-
Fall gezeigt werden. I m Folgenden wi rd die Vorgehensweise für die beiden zu 
betrachtenden Fälle, den Intervall- und den 0-1-Fall, beschrieben, beginnend 
mi t dem Letztgenannten. Au f Kombinat ionen beider Fälle, indem bspw. hin-
sichtlich mancher Beteiligungen lediglich eine fixierte Beteiligungsquote vor-
gegeben ist, bei anderen Beteiligungen hingegen beliebige Beteiligungsquoten 
zwischen Ober- und Untergrenze gewählt werden können, wi rd nicht geson-
dert eingegangen. Die Behandlung ergibt sich in nahe liegender Weise aus den 
im Folgenden dargestellten „reinen Fällen". 

3 4 8 Eine „kurzsichtig" ausgerichtete Portfolio-Strukturierung  wird in anderer Form auch 
bei der Bewertung bedingter Ansprüche im Ansatz von Kallsen  (1999) verwendet; vgl. 
S. 221. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 18 

(a)  0-1 -Fall: 
In diesem Fall ist für jede einzelne der insgesamt möglichen Kombinat ionen 

aus den Beteiligungsquoten an den Töchtern ein End vermögen zu generieren. 
Dabei wi rd zum einen bei jeder Neustrukturierung des Gesamt-Portfolios der 
Teil, welcher den Portfol io- Anteilen der gehandelten Wertpapiere entspricht, 
nach dem oben beschriebenen heuristischen Vorgehen festgelegt. Das End-
vermögen ergibt sich dann durch Simulation  der zeitlichen Entwicklung des 
Vermögens- und des Portfolio-Prozesses  (M onte-Carlo-Simulation).  Über die 
Nutzenfunkt ion ist ein Nutzenwert des Endvermögens zu ermitteln. Mehrfa-
che Wiederholung der Vorgehensweise führt  jeweils zu einem Nutzenwert. Als 
Ergebniswert, welcher der jeweils betrachteten Kombinat ion aus Beteiligungs-
quoten zuzumessen ist, ist der Erwartungswert der ermit tel ten Nutzenwerte 
heranzuziehen. Die zu wählende Kombinat ion ist dann jene mi t dem höchsten 
Erwartungsnutzen. 

E in besonderes Problem liegt sicherlich in der Festlegung der Länge der 
Zeitintervalle, welche der Simulation für Portfolio- Anpassungen zugrunde ge-
legt wird, sowie in der Festlegung der Zahl der Wiederholungen von Zufalls-
pfaden. Aufgrund der Komplexi tät des Problems ist eine Möglichkeit der 
Abschätzung des Simulationsfehlers nicht zu erkennen 3 4 9 , so dass man sich 
damit behelfen muss, die Stabi l i tät des Ergebnisses individuel l abzuschätzen 
und die geschätzte Ergebniszuverlässigkeit gegen den Ermitt lungsaufwand bei 
der Festlegung des Simulationsumfanges abzuwägen. Für die hier betrachteten 
Prozesse ist dabei allerdings grundsätzlich von einer schwachen Konvergenz 
des Simulationsergebnisses gegen den heuristisch bestimmten Erwartungswert 
auszugehen350 . 

Der optimale  Portfolio-Prozess,  welcher sich unter Zugrundelegung der 
oben bezeichneten Restriktionen und für logarithmische sowie Nutzenfunk-
tionen des „power type" (mi t β £ (0,1)) in ί £ [0, Τ ] ergibt, lautet gemäß der 
Gl. (3 .47) 3 5 1 , insbesondere Gl. (3.57): 

V P(t)  = J- t(cj\t))- leo(t)  = -\-t(a(t)a'(t))- 1 m + 6(t)  + ù{t)  - r{t)  l n ) , (3.81) 
7 7 

wobei 7 s t je nach betrachteter Nutzenfunkt ion und Besteuerung die durch 
Definitionsgleichung (3.58) bestimmte Form annimmt, so dass 7 s t = (1 — 
st)(  1 - ß) mi t st  £ [0,1) und β £ [0,1) gi l t . Der Wert ù(t)  des optimalen 
Schattenpreisprozesses in ί £ [0, Τ ] ist aus den Bestimmungsgleichungen (3.50) 
und (3.56) herzuleiten, so dass gelten muss: 

Ù(t)  : = arg m i n { 7 ^ 0 1 Μ + \ II 6u(t)  ||2} , t  £ [0 ,T] . (3.82) 

349 V g l z u allgemeinen diesbezüglichen Überlegungen Fishman  (1996), S. 19 ff. 
3 5 0 Zur schwachen Konvergenz vgl. bspw. Korn/Korn  (1999), S. 195 ff.,  für die An-

wendung hier insbesondere S. 197 (Satz 7) sowie S. 203 ff.;  vgl. auch allgemein Billingsley 
(1999) oder Billingsley  (1995), S. 327 ff. 

351 Ygi hierzu die Anmerkung auf S. 170. 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Für gegebenes t E [0, T]  w i rd nun die konkrete Gestalt der optimalen Schat-
tenpreis- und Portfolio-Prozesse  hergeleitet, wobei auf eine Kennzeichnung 
der  Zeit-Zustande-Abhängigkeit  von Prozessen  weitgehend  verzichtet  wird. 

Hierbei ist eine Darstellung der Mat r i x (σσ')~ 1 hilfreich, welche auf die 
Teilmatrizen von σ gemäß Gl. (3.77) zurückgreift.  Aus Gl. (3.77) folgt unmit -
telbar: 

σ  σ ' 
•d2 σ ά ' 1 \ - ( + σά2

σ
ά'ι  σσ^ 

σ σ - 1 τ*  0η2,ηι ; ^ σ«ί 0 η ι , η 2 ) - \ σ
άι

σ 

wobei wegen ihrer Diagonalität für die Matr izen a d i ( i = 1,2) gi l t : a d i = 
σ

ά> \ σ
ά> kennzeichnet die Transponierte von adi. Statt adiadi w i rd kurz σ

ά> 
geschrieben. Es kann nun leicht nachgeprüft  werden, dass die Inverse zu σσ' 
wie folgt gegeben ist: 

, (  Μ
- 1 - ( ^ ) - ^ (^ ) - 1 \ 

^ ^ - ( σ * ) " 1 * ' ^ ) " 1 ( σ * ) " 1 * ' ( σ ^ ) " σ ( σ ^ ) " + " j ' 
(3.83) 

Wie (nahezu unmittelbar) zu erkennen ist, sind die Matr izen σσ'  und (σσ ' )~ 
symmetrisch. Es soll nun noch b \— (b  + δ + l n ) gesetzt werden; ferner  sollen 
bni den Vektor der ersten n\ Komponenten und b712 den Vektor der letz-
ten U2 Komponenten von b bezeichnen, so dass gi l t : b = (l· 71' 1 ,bn' 2^j  . Die-
selbe Schreibweise soll auch für die Zusammenfassung von Teilvektoren des 
n-dimensionalen Wiener-Prozesses W  gelten. Zudem sei θ

η2 : = ( a d l ) bU2. 

Es werde eine Konzernstruktur unterstellt, welche im betrachteten Zeit-
punkt zu einem Vektor ! / € X i =i,...,m{0> ßi{t)} a l s den sich auf das Engage-
ment in den Konzerntöchtern beziehenden Teil des Portfolio-Prozesses  führt. 
Der optimale  Schattenpreisvektor  ergibt sich nun gemäß Gl. (3.82) aus der 
Minimierung des Ausdruckes: 

7 s t C o i H + \ II eu | | 2 = - 7
s t f > ^ + i \\θ\\2+θ'σ- 1

ν+\ν'  ( σ - γ σ - ν 
i = l 

nach den Komponenten des Vektors ν, wobei nach Voraussetzung 
l ' i , . . . , I'm £ ^ sowie = · · · = v n = 0 gi l t . Berücksichtigt man den 
letztgenannten Sachverhalt, so interessiert für die Minimierung lediglich die 
obere n\ χ η ι -Te i lmat r ix von ( σ

- 1 ) ^ - 1 = ( σ σ ' ) _ 1 in der quadratischen 

Form, d.h. die Mat r i x ; analog sind lediglich die ersten n\ Kompo-

nenten des Vektors ( θ ' σ _ 1 ) ' für die Skalarmult ipl ikation mi t ν von Bedeutung. 
Bezeichnet ùni die nicht notwendig verschwindenden ersten n\ Komponenten 
des gesuchten optimalen Schattenpreisvektors, so hat dieser Vektor das fol-
gende Gleichungssystem zu lösen, welches sich durch Nullsetzen der partiellen 
Ableitungen des obigen Ausdruckes nach den Schattenpreisen ergibt: 

-lsty+  - {a^y 1 σ  {a^y 1 bn2 + (a^'V 1 =0. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

Daraus folgt: 

Ù n i = Ί
8 ί

σ ^ υ - ό
η ι + σ V 2 . 

Einsetzen in Gl. (3.81) führt  auf: 

vo  = b-l· 

(3.84) 

(3.85) 

Eine Auswertung dieses Ausdruckes kann differenziert  nach den sich für die 
Töchter (erste n \ Komponenten) ergebenden Werten des Portfolio-Prozesses 
sowie nach den Portfol io-Anteilen zu den Marktpapieren (Komponenten n i + 1 
bis n) erfolgen; hinsichtlich der erstgenannten Komponenten hat eine solche 
Auswertung lediglich eine Kontrol l funkt ion, da das Ergebnis y  sein muss. In-
sofern soll die Portfolio-Zusammensetzung bezüglich der ersten n \ Komponen-
ten, die im Vektor pc,rn zusammengefasst seien, zunächst überprüft  werden. 
Für diese Komponenten gi l t das folgende Gleichungssystem: 

P^  = — 
7 

(σ^)  ί  7stadìy + σ  bn2 J - (σ^)  <j  (V*)  bn2 
= y-

Für die Portfolio-Anteile p$n2 der vollständig gehandelten Wertpapiere, 
wobei po = (PfiTi!, Pfin 2) sei, ergibt sich nunmehr: 

Pun2 = 
J _ 

st ( V 1 ) V ( V * ) 1 ( y V ^ + ä ^ 1 ) (3.86) 

= (3.87) 

Den optimalen Portfolio-Prozess  kann man sich somit aus den Teilen p** 
und p* addi t iv zusammengesetzt denken. Dabei entspricht, wie sich aus einem 
Vergleich mi t dem allgemeinen Ausdruck des optimalen Portfolio-Prozesses 
nach Gl. (3.81) nachvollziehen lässt, der Teilprozess ρ** dem optimalen 
Portfolio-Prozess  ohne nicht hedgebare Risiken. Ein solcher Prozess würde 
folglich gewählt, wenn man sich lediglich auf dem Mark t der vollständig han-
delbaren Wertpapiere n \ + 1 , . . . , η befände. Der zweite Bestandteil des opti-
malen Portfolio-Prozesses,  d.h. der Teilprozess ρ* bewirkt eine El iminierung 
der hedgebaren Risiken in den Wertpapieren 1 , . . . , n i , bezüglich welcher ein 
unvollständiger Kapi ta lmarkt i.e.S. vorliegt. Dies kann über die Darstellung 
der stochastischen Differentialgleichung  zum Vermögensprozess wie folgt ge-
zeigt werden: 

M i t Hilfe von Gl. (2.64) und unter Berücksichtigung von c(.) Ξ 0 lässt sich 
der Vermögensprozess für  t Ε [0, Τ]  (fast sicher) darstellen als: 

dX si{t)  = (1 - st)X si{t)  ( r ( t ) dt  + p(t)b(t)  dt  + p(t)a(t)  dW{t))  . (3.88) 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Unter Weiterführung  der notationeilen Vereinfachung ergibt sich durch Ein-
setzen des Ausdruckes für den optimalen Portfolio-Prozess  gemäß GL (3.87) 
hieraus: 

dX st 

= (l-st)X si (^r  + y'b ni + ^ ^ ( a ^ V 2 ^ b712 - ((σ^ 1)-1 ä'y}'  bn2^j  dt 

+ adl - ((a* 1)' 1 ä' yy  dW ni + y'a d2 dW n2^j 

= (1  - st)X st (Jr  + y'b ni + || θη2 ||2 -υ'σθ
η2 ) dt 

+ (^φτθ
η' 2 +y'ö-y'ä(a dl)~1 dW ni +y'a d2dW n2^j 

= (1  - st)X si (^r  + y'b ni + -φ || θη2 ||2 -y' σθ
712^ dt 

+ -^(9 η2 dW ni + y'a d2 dW n2^j  . 

Dabei ist im vorletzten Ausdruck zu erkennen, dass die hedgebaren Teilrisiken 
der Wertpapiere n i + 1 , . . . , n durch den Teilprozess ρ* el iminiert werden, 
so dass bezüglich dieser Risiken eine Position wie auf einem vollständigen 
Kapi ta lmarkt eingegangen wird. 

Dami t kann nun auf Basis der Voraussetzungen dieses Abschnittes das Vor-
gehen im O-l-Fall wie folgt beschrieben werden. 

Algorithmus  Aoi für  den 0-1 -Fall 352: 

1. Lege Μ als Zahl der Teilperioden des Intervalls [0, T] fest, so dass a t : = 
die Länge einer Teilperiode (für die zeitliche Anpassung von Prozesswer-
ten) in Zeiteinheiten repräsentiert. 
Es sei Ζ : = X {0 ,1 } . Ζ gelte als geordnete Menge der paarweise 
verschiedenen Vektoren z·7, j  = l , . . . , 2 n i , deren jeweilige Komponenten 
zJ

k(k  = 1 , . . . , ni)  entweder den Wert 1 oder den Wert 0 aufweisen und für 
die Beteil igung oder Nicht-Betei l igung an einem speziellen Konzernunter-
nehmen stehen. 
Führe die Schritte 2-4 für ζ = 1 , . . . , 7V durch, wobei Ν als Anzahl der 
Simulationsdurchläufe zur Bestimmung jeweils einer Ausprägung des End-
vermögens festzulegen ist. 
(Die Werte der Parameterprozesse ebenso wie j s t gelten als gegeben; inso-
fern ist auch der Prozess b(.)  als gegeben zu betrachten.) 

2. Init ial isierung für den Durchlauf  i: 
Setze t  := 0 sowie m : = 0. Initialisiere die Wertpapierkurse 5^(0) : = 
5 M , k  = l,...,n, So(0)  := 1. 
Initialisiere 2 n i Vermögensprozesse durch X?(0) := x, j  = 1 , . . . , 2 n i . 

3 5 2 Zur grundsätzlichen Vorgehensweise in diesem und im folgenden Fall vgl. das Beispiel 
für die simulative Ermi t t lung eines Optionspreises in Korn/Korn  (1999), S. 202 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

3. Setze m := m + 1. 
Für j  = l , . . . , 2 n i : 

• Für k  = 1 , . . . , ni: 

Bestimme ßJ
k(t)  := j ^ y und setze y J

k(t)  := ßJ
k(t)z J

k sowie damit den 

Vektor ^ ( i ) : = ( j / i ( t ) , . . . ) j / £ 1 ( t ) ) ' . 
Setze ferner ρ

75™1 ( i) := yJ ' ( i ) für den Vektor der Portfolio- Anteile an den 
Konzernunternehmen. 

• Für k  = πι + 1 , . . . ,η : 

Setze := ^ ( a d i ( i ) ) ~ ό
η 2 ( ί ) - V ( i ) y ' ( i ) für den 

Vektor der Portfolio-Anteile an den Marktpapieren nach Gl. (3.87). 

• Setze jp(t)  := ( ρ > ; η ι ( ί ) ' , ρ > ; η 2 ( ί ) ' ) ' als Wert des Portfolio-Prozesses  im 
Fall j  in t. 

Generiere einen Vektor u := (u\,...,  un)'  mit N(0,  l)-verteilten, paarweise 
stochastisch unabhängigen Zufallszahlen Uk,  k  = 1 , . . . ,n. 
Setze AW(t)  := u^fÄJ  mi t den Komponenten ΔWk(t)  '=  u>k\/~Ät,  k  = 
Ι , . , . , η . 
Für j  = l , . . . , 2 n i : 
Setze ΛX*(t)  = (1 - st)X*(t)  ((r(t)  + p>(t)'b(t))  At  + & (t) fa(t) AW(t)) 
und damit + Δ i ) := X 7 ' ^ ) + Δ ^ ' ( ί ) . 
Setze t  := t +A t. 
Wiederhole diesen Schritt bis m = M. 

4. Ermit t le die Nutzenwerte zu den End vermögen der betrachteten Konzern-
strukturen durch H{  := U(X j(t)),  wobei t  = Τ  gilt. 

5. Bestimme für jede mögliche Konzernstruktur den Erwartungswert der Nut-
zenwerte über sämtliche Simulationsdurchläufe: 

H j •= Ή ζ Hl-
Wähle diejenige Alternative j*  mi t dem höchsten derart ermittelten Er-
wartungswert aus: 
j*  := argmax^i,...^«!}  HJ. 
Die zu wählende Konzernstruktur ergibt sich aus der Gestalt des Vektors 
ζ·7 , indem für  k  = 1 , . . . , n i bei zk = 1 eine Beteiligung am Konzernun-
ternehmen k  erworben bzw. gehalten, bei z k = 0  entsprechend auf eine 
Beteiligung verzichtet wird. 

Die Beschreibung des O-l-Falles ist damit abgeschlossen. Für konstante Pa-
rameterprozesse ist eine Implementierung des Algorithmus im Anhang 5.5.1 
zusammen mit dem Vorgehen im nachfolgend behandelten Intervall-Fall in 
Maple angegeben. 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

(b)  Intervall-Fall: 
I m Unterschied zum O-l-Fall kann an einem Konzernunternehmen nun-

mehr jede Beteiligungsquote in dem durch nul l und eine gegebene Obergren-
ze bestimmten, abgeschlossenen Intervall gehalten werden, wobei zudem die 
Höhe der Beteil igung in diesem Intervall dynamisch angepasst werden kann. 
I m Folgenden werden nur die sich daraus ergebenden Unterschiede zum vor-
ausgehend behandelten Fall beschrieben, auf eine Wiederholung allgemeiner 
Ausführungen wird verzichtet; dies betrifft  auch die Bestimmung des opti-
malen Schattenpreisprozesses, welche in Abschnitt  3.3.2.2 bereits behandelt 
worden ist. I m Hinblick auf die Anwendung des dort beschriebenen Algor i th-
mus' ist lediglich anzumerken, dass, wie im O-l-Fall dargestellt, die Ermi t t lung 
von: 

Ù(t)  := arg min W\i nt{y)  + \ || 0u{t)  ||2} , t  G [Ο,Τ], 
UEK  { Δ ) 

wegen v n i + 1 = . . . = v n = 0 äquivalent ist zur Bestimmung von: 

Ùni(t) := arg^min ( i { Ί
8ί
ζ Ιηί(ν ηι) + ((σ^)"'^ 1 

- ^ y 1 ä ( a d i y 1 b n 2 ^ j ν
η ι ( σ ^ ) - 1 * / 1 1 j , t e [Ο,Τ], 

wobei ν
η χ wie im O-l-Fall den Vektor der ersten n\ Komponenten von 

ν  kennzeichnet und insbesondere Gl. (3.83) verwendet wurde. Das da-
mi t gegebene Minimierungsproblem ist analog dem in Abschnitt  3.3.2.2 
beschriebenen Algori thmus Al  zu berechnen. Hierfür  t r i t t die Funkt ion 

f oc : Rni M n i m i t der Abbildungsvorschrift  v Ul ( a d ^ bni -

( σ ^ ) 1 σ  (σ* 1)' 1 bn2 + ( σ
ά i ) 1 isni an die Stelle der Funkt ion / o c ( . ) ; fer-

ner ist die Funkt ion /(·,·)> deren zweites Argument durch die vektor-
wertige Funkt ion c(.) best immt wird, durch die argumentgleiche Funkt i-
on / ( . , . ) mi t der Abbildungsvorschrift  {y Ul, c(is ni)) —> - 7 sic!{y ni)v ni + 

^ - ( σ ^ ) 1 σ ( σ ^ 1 ) - 1 ν
ηχ + ν 71' 1

 * isni
 zu ersetzen, 

wobei der konstante Summand ^ || θ ||2 weggelassen wurde. Das mi t Algo-
r i thmus Al  zu lösende Minimierungsproblem bestimmt für  t  G [Ο,Τ] somit 
wie folgt den optimalen Schattenpreisvektor für die Beteiligungen an Kon-
zer nunter nehmen : 

Pni{t)  := arg ^min^ | / > n i , c(is ni  ) ) } . (3.89) 

Betrachtet man das damit gegebene Minimierungsproblem als algorithmisch 
gelöst, besteht das heuristische Vorgehen im Intervall-Fall lediglich noch da-
rin, den zugehörigen Portfolio-Prozess  für  t  = 0 zu ermit teln — hierfür  kann 
Gl. (3.81) herangezogen werden. Da die Heuristik keine Auswahl des Portfolio-
Prozesses anhand des im Erwartungswert erreichbaren Nutzens aus dem End-
vermögen tr i f f t , muss dieses im Grunde auch nicht berechnet bzw. simuliert 
werden. U m gleichwohl eine Vorstellung vom erzielbaren Nutzenniveau zu ge-
ben, kann nach folgender Vorschrift  vorgegangen werden: 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

Algorithmus  Aint  zur  Simulation  des erreichbaren  Erwartungsnutzens  für 
den Intervall-Fall: 

1. M i t Μ und Ν wie im Algorithmus Ao i sei zunächst A t := die Teilperi-
odenlänge (für die zeitliche Anpassung von Prozesswerten) in Zeiteinheiten. 
Für i = 1 , . . . , Ν führe die Schritte 2-4 durch. 

2. Initialisierung für den Durchlauf  i: 
Setze t  := 0 sowie m := 0. 
Initialisiere die Wertpapierkurse  Sk(0)  := Sk,o,  k  = 1 , . . . ,n , So(0) := 1. 
Initialisiere den Vermögensprozess durch X (0 ) := χ. 

3. Setze m := m + 1. 
Für k  = 1 , . . . ,n \ \ 
Bestimme ßk(t)  := 
Ermit t le den Wert des optimalen Schattenpreisprozesses für die ersten 
n\ Komponenten ùUl(t)  im Zeitpunkt t  nach der Bestimmungsgleichung 
(3.89). 

Setze Ù(t) := (ù<(t),  0 ^ ) ' . 

Bestimme den optimalen Portfolio-Prozess  analog Gl. (3.81) entsprechend 
p(t):=±(a(tW(t))-l(b(t)  + Ht)). 

Generiere einen Vektor u := (u\,...,  un)r  mit N(0,  l)-verteilten, paarweise 
stochastisch unabhängigen Zufallszahlen Uk,  k  = 1 , . . . ,n. 
Setze &W(t)  := mit den Komponenten &Wk(t)  := Uk\/~Äl·,  k  = 
Ι , . , . , η . 
Setze AX(t)  = (1-  st)X(t)  ((r(t)+pf(t)b(t))  + p'{t)a{t) AW(t)) 
und damit X(t + Δ t) := Χ ( ί ) + Δ  

Setze t  := t +A t. 
Wiederhole diesen Schritt bis πι = Μ. 

4. Ermit t le den Nutzenwert zum simulierten Endvermögen HI  := U(X(t)), 
wobei t  = T  ist. 

5. Bestimme den Erwartungswert der Nutzenwerte über sämtliche Simula-
N 

tionsdurchläufe: Η := ^ H^. 

Eine Implementierung des Algorithmus Aoi  zum 0-1-Fall sowie die Bestim-
mung des optimalen Schattenpreis- und des optimalen Portfolio-Prozesses  im 
Intervall-Fall inkl. einer Simulation des von der Heuristik erzielten Erwar-
tungsnutzens aus dem Endvermögen nach Algorithmus A i n t enthält Anhang 
5.5.13 5 3 ; hierbei liegen konstante Parameterprozesse zugrunde. 

3 5 3 Zur Vereinfachung des Algorithmus wurde lediglich für  sämtliche Portfolio-Prozess-
Variablen eine Intervall-Restriktion angenommen; hierbei wurden für die Wertpapiere 
r i i + 1 , . . . , η derart extreme Grenzen gewählt, dass sich faktisch kein Unterschied zu einer 
diesbezüglich unbeschränkten Situation ergibt. 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Anmerkung 3.2 zum Intervall-Fall 
Für  den Intervall-Fall  ergibt  sich  der  optimale  Portfolio-Prozess  auch aus der 
Lösung eines analogen statischen  Optimierungsproblems.  Zugrunde  gelegt  sei 
eine logarithmische  Nutzenfunktion  über  das Endvermögen  sowie  der  Fall  ohne 
Steuern  (st  = 0)354. Ausgehend von einem PlanungsZeitraum  der  Länge at, 
welcher  mit  t — 0 beginnt,  hat das statische  Problem  (VS)  die  Gestalt: 

max Ε  [1ηΛΪΔ£)1 - r^t  <=> max b'w  — ì II w'a'aw  ||2  

unter  0 < Wi  < ^ ^ (i = 1,..., ni ). 
w steht  für  den n-dimensionalen  Vektor  der Ρortfolio-Gewichte  der  riskanten 
Wertpapiere,  wobei  die  ersten  n\ Komponenten  die Ρ ortfolio-Gewichte  zu den 
Konzernunternehmen  repräsentieren  und die  weiteren  n^ Komponenten  den 
Anteilen  der  unbeschränkt  handelbaren  Wertpapiere  entsprechen.  Der  Vektor 
ist  in t — 0 festzulegen  und bleibt  bis t =A t  konstant.  Im Übrigen  gilt  die 
bisher  eingeführte  Symbolik,  wobei  sämtliche  Parameter  als konstant  zu be-
trachten  sind.  Lediglich  das Vermögen  des Investors  besitzt  int  = 0 den Wert 
χ und in t =A t  nimmt  es den (zuf alls abhängigen)  Wert: 

X( At) = xe( b' w+( 1-^ w) r+ 5' w-hw'< j< j' w)± t+w'< j w(At)  (3.90) 

an 3 5 5 . Logarithmierung  und Erwartungswertbildung  sowie  Bereinigung  um den 
für  die  Optimierung  unerheblichen  Driftterm  zum risikolosen  Zinssatz  führen 
zur  Zielfunktion. 

Beweis:  Siehe Anhang 5.5.2. 

Der Darstellung des myopischen Ansatzes zur Bestimmung optimaler Be-
teiligungen an Konzernunternehmen, welcher an die dynamische Portfolio-
Opt imierung anknüpft, schließt sich im Weiteren die Betrachtung von Bewer-
tungsansätzen für bedingte Ansprüche auf unvollständigen Kapi ta lmärkten 
an. 

3.3.3 B e w e r t u n g s k o n z e p t e f ü r b e d i n g t e A n s p r ü c h e 

Au f einem vollständigen Kapi ta lmarkt ist der Preis eines bedingten An-
spruches eindeutig,  sofern, als einzige Bedingung, der Mark t arbitragefrei  ist. 
Die Eindeutigkeit des Preises auf Basis des Arbitrageargumentes folgt aus der 
Möglichkeit, das Zahlungsmuster des bedingten Anspruches mi t den am Mark t 
verfügbaren  Finanzinstrumenten vollständig, folglich unter Berücksichtigung 

3 5 4 Die Äquivalenz der Heuristik zu statischen Problemen in anderen Fällen wird nicht 
eigens untersucht. 

3 5 5 Dies ergibt sich mit geringfügigen Modifikationen aus Gl. (2.15) und Satz 2.10. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 7 

sämtlicher Umweltlagen, duplizieren zu können. Was aber ist zu tun, wenn 
diese Marktvollständigkeit nicht gegeben und somit kein durch das Arbitrage-
argument objektivierter, eindeutiger Preis eines (bedingten) Anspruches ab-
leitbar ist? Eine erste Konsequenz aus dieser Situation kann darin bestehen, 
ein Preisintervall zu suchen, das arbitragefreie  Preise (innerhalb des Inter-
valls) von solchen abgrenzt, bei deren Vorliegen Arbitrage möglich ist. Die 
Arbitragegrenzen bezeichnen damit die Preisober- und -untergrenze für den 
Wert des betrachteten Anspruches. Der Ermi t t lung derartiger Preisgrenzen 
ist Abschnitt  3.3.3.1.1 gewidmet. Dieses intui t iv einleuchtende Konzept kann 
dadurch erweitert werden (Abschnitt  3.3.3.1.2), dass Preise nicht nur auf-
grund des Arbitrageargumentes ausgeschlossen werden, sondern auch dann, 
wenn sie zu so genannten „good deals" fuhren. Diese bestehen, wenn einer er-
weiterten Vorstellung entsprechende, „allgemein wünschenswerte" Ansprüche 
keinen (positiven) Preis besitzen. Die beiden bezeichneten Ansätze einer Be-
stimmung von Preisintervallen machen somit den Inhalt von Abschnitt  3.3.3.1 
aus. 

Daran anschließend werden in einem Uberblick Ansätze skizziert, die auf 
einen eindeutigen Wert für den bedingten Anspruch führen. Die dadurch not-
wendige Auswahl aus dem Intervall arbitragefreier  Preise wird unter Einbe-
ziehung von Nutzenvorstellungen des Bewerters getroffen.  Im Rahmen dieses 
Uberblickes werden auch Ansätze angesprochen, die sich mit dem Hedging-
Problem auf unvollständigen Märkten befassen. Sie zielen folglich auf die Be-
stimmung eines Portfolio-Prozesses  ab, welcher in gewisser Weise risikomini-
mierend ist. 

Angemerkt werden soll, dass die Behandlung der Preisgrenzenbestimmung 
auf Basis des Arbitragearguments besonders ausführlich erfolgt,  gerade im 
Vergleich zu den präferenzorientierten  und den Hedging-Ansätzen. Dies ist 
zum einen durch ihre spätere Verwendung im Rahmen der Erörterung eines 
speziellen Realoptionsproblems motiviert. Zum anderen liegen bereits aufbe-
reitende Ausarbeitungen zu den letztgenannten Ansätzen vor, so dass vielfach 
hierauf verwiesen werden kann. 

3.3.3.1 Ansätze zur  Bestimmung  von Preisgrenzen 

3.3.3.1.1 Arbitragefreie  Optionswerte zwischen 
einem Käufer- und einem Verkäuferpreis 

Ausgangspunkt für die folgenden Betrachtungen ist ein (bedingter) An-
spruch B( ω,ί),  kurz B(t),  für ein spezielles t  £ [Ο,Τ]. B(t)  sei eine nicht-
negative  und Tt-messbare  Zufallsvariable,  deren Ausprägung die Auszahlung 
aus dem Anspruch im Zeitpunkt t  im zugehörigen Umweltzustand ω re-
präsentiert. Es geht nun darum, ggf. mehrere Gegenwarts-Preise für diesen 
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1 8 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Anspruch zu bestimmen, die sämtlich kompatibel sind mi t einer zu unterstel-
lenden Arbitragefreiheit  des Marktes, auf dem der Anspruch sowie die ihn 
bestimmenden Variablen, u.U. mi t bestimmten Beschränkungen, gehandelt 
werden. 

Wie bereits erwähnt, w i rd die Marktunvol lständigkeit in der Regel ver-
hindern, den Bereich arbitragefreier  Preise auf einen einzigen Wert zu kom-
primieren. Hierfür müsste, die Beliebigkeit des Anspruches vorausgesetzt, 
m i t diesem Preis ein Portfolio aus Kapitalmarktpapieren konstruierbar sein, 
das das Auszahlungsmuster des Anspruches in t  repliziert. Au f der ande-
ren Seite müsste auch eine Verschuldung in Höhe dieses Preises in t  = 
0 möglich sein, die vorzeichenverkehrt dieses Port folio dynamisch dupli-
ziert und damit in t  eine Verschuldungssituation (fast sicher) erreicht, die 
durch die Auszahlung des bedingten Anspruches vollständig beglichen wer-
den kann. Au f einem unvollständigen Mark t werden jedoch Anlage- bzw. 
Verschuldungsmöglichkeiten in ihrer Höhe und/oder ihrem Vorzeichen be-
schränkt sein, so dass nicht jeder beliebige Anspruch mi t einem gegebe-
nen Anfangsvermögen (dem Optionspreis) erreichbar sein wi rd bzw. nicht 
zugleich die Gegenposition aufgebaut werden kann und man hierfür  das-
selbe Anfangsvermögen erhält. Insofern entsteht auf der Basis von Arbi-
trageüberlegungen ein Intervall  von Preisen. Dieses wi rd nach oben be-
grenzt durch einen Verkäuferpreis,  welcher auch unendlich hoch sein kann, 
sowie nach unten entsprechend durch einen Käuferpreis.  Die Obergrenze 
des Intervalles, also der Verkäuferpreis, muss zwei Bedingungen erfüllen: 
Zum einen muss der Preis den Aufbau eines Portfolios gestatten, das in t 
— analog der zuvor geschilderten Situat ion auf einem vollständigen Mark t 
— in jedem Umweltzustand (i.S.v. fast sicher) mindestens  den Wert des ver-
kauften Anspruches aufweist und dabei keine Zuzahlungen während der Hal-
tedauer verlangt. Zum anderen muss es der kleinste Preis sein, der diese Ei-
genschaft besitzt. Die Verletzung der zweiten Bedingung würde bedeuten, 
dass der Verkäufer  seinen bedingten Anspruch zu x\ veräußern könnte und 
nur #2 < x i aufwenden müsste, um einen Anspruch mi t einem Zahlungs-
profil  aufzubauen, das mindestens so hohe Auszahlungen wie dasjenige des 
veräußerten Anspruches besitzt. Der Verkäufer  würde somit einen risikolo-
sen Gewinn in Höhe von x\ — χ2 in t  = 0 erzielen, welcher aus Arbitrage-
gründen auszuschließen ist. Der Käuferpreis  ist derart zu bestimmen, dass 
der Käufer des Anspruches die in t  = 0 in Höhe des Kaufpreises entstande-
ne Verschuldung durch Leerverkäufe  im Bond und/oder den bzw. einzelnen 
Akt ien derart dynamisch steuern kann, dass die Auszahlung aus dem erwor-
benen Anspruch in t  (fast sicher) ausreicht, um die Verschuldung vollständig 
zu bedienen. Spiegelbildlich zum Verkäuferpreis  ist als Käuferpreis  nunmehr 
der größte Preis zu wählen, welche diese Bedingung erfüllt.  Es ist also nach 
dem in diesem Sinne maximalen Käuferpreis  zu suchen, da ein geringerer für 
den Anspruch verlangter Betrag gleichwohl eine Verschuldung bis zu diesem 
maximalen Preis erlauben würde, ohne dass der Käufer in der Zukunft ei-
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

ne negative Netto-Auszahlung zu befürchten hätte. Die Differenz  zwischen 
diesem maximalen Preis und einem niedrigeren würde einen Arbitragevortei l 
bestimmen, der allerdings keinen Bestand hätte. Die Erörterung derartiger 
Käufer- und Verkäuferpreise  für zeitpunktbezogene Ansprüche geht auf El 
Karoui/Quenez  (1991, 1995) zu rück 3 5 6 . 

Karatzas/Kou  (1998) entwickeln darüber hinaus Preisgrenzen auch für 
amerikanische Ansprüche. Beinhaltet der Anspruch somit ein zeitliches 
Ausübungswahlrecht, muss der Verkäufer  in der Lage sein, mi t dem Gegen-
wartspreis ein Portfolio aus Kapitalmarktpapieren aufzubauen, das ihm zu je-
dem möglichen Ausübungszeitpunkt eine Bedienung des Anspruches erlaubt. 
Umgekehrt w i rd ein Erwerber des bedingten Anspruches, welcher einen Ver-
lust aus dem Erwerb ausschließen möch te 3 5 7 , höchstens so viel bezahlen (Un-
tergrenze), dass die hierfür  einzugehende Verschuldung derart (dynamisch) 
strukturierbar  ist, dass sie mi t dem Rückfluss aus dem Anspruch (vollständig) 
beglichen werden kann. Vorauszusetzen ist dabei, dass von ggf. vorhandenen 
zeitlichen Ausübungswahlrechten geeignet Gebrauch gemacht wird. Können 
Wertentwicklungen des Anspruches somit nicht exakt mi t Marktpapieren 
dupliziert werden, wi rd ein Verkäufer,  der bei keiner Umweltentwicklung 
durch den Verkauf des Anspruches einen Vermögensverlust erleiden möchte, 
so viel verlangen, dass er in jedem Umweltzustand mindestens den Wert 
des Anspruches innehat. Der Käufer hingegen wi rd gerade noch so viel zu 
zahlen bereit sein, dass er bei geeigneter Struktur ierung der Verschuldung 
für jede Umweltentwicklung (mit positiver Eintrittswahrscheinlichkeit) einen 
Ausübungszeitpunkt wählen kann, in dem der Rückfluss aus dem gekauften 
Anspruch zur vollständigen Begleichung seiner Schuld ausreicht. Im Folgenden 
werden diese Überlegungen formalisiert  und die zur Ermi t t lung der Preisgren-
zen vorhandenen, wesentlichen Ergebnisse, teilweise erweiternd, wiedergege-
ben. Die formale Beschreibung lehnt sich an den Weiterentwicklungen von El 
Karoui/Quenez  (1991, 1995) durch Cvitanic/Karatzas  (1993), Karatzas/Kou 
(1996, 1998), Broadie/Cvitanic/Soner  (1998) und Karatzas/Shreve  (1998) an. 

Es wi rd allgemein das folgende Intervall zwischen dem Käuferpreis 
hiow(K_)  und dem Verkäuferpreis  hup(K+)  im zuvor beschriebenen Sinne 
be t rach te t 3 5 8 : 

[hi  ow if'up 

Hierbei kennzeichnen K_  bzw. K+  Restriktionenmengen für zulässige 
Portfolio-Prozesse  in Relativbeträgen. 

356 V g l jedoch bereits Harrison/Kreps  (1979), S. 404. 
3 5 7 Allerdings im stochastischen Sinne von „fast sicher". 
358 Yg i z u m Folgenden Karatzas/Kou  (1998), S. 220 ff.  Da von nicht negativen An-

sprüchen ausgegangen wird, kann die Definit ion zulässiger Prozesse dort (Def. 2.4) durch 
Setzen von Λ Ξ 0 abgeändert werden. Somit ist auf die bereits eingeführten Mengen unre-
stringierter bzw. restringierter  zulässiger Portfolio-Prozesse  A(x)  bzw. A(x\  K)  abzustellen; 
vgl. S. 162. Die Restriktionsmenge Κ erfährt  dabei im Weiteren eine Konkretisierung. Als 
spezieller Fall soll die Möglichkeit eingeschlossen sein, dass das angegebene Intervall auf 
einen Punkt zusammenfällt, also hiow(K-)  = hup(K+)  gi l t . 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Zunächst ist anzumerken, dass in der Unterscheidung eines Käufer- und 
eines Verkäuferpreises  durch den Bezug auf die zweierlei Mengen K - bzw. 
K+  auch eine mögliche Verschiedenheit in den zugrunde liegenden Restrik-
tionen zum Ausdruck kommt. Durch bzw. K+  w i rd somit danach dif-
ferenziert,  ob ein hedgendes Portfolio aus Käufer- oder aus Verkäufersicht 
gebildet werden s o l l 3 5 9 . Beide Mengen werden jeweils als nicht leere, abge-
schlossene und konvexe Teilmengen des M n vorausgesetzt. Die Menge der aus 
Verkäufersicht  zulässigen Portfolio-Prozesse  A(x;  K+)  ist gleich wie die bisher 
eingeführte Menge zulässiger Portfolio-Prozesse  (in Relativbeträgen) A(x;  K) 
mit K+  = Κ  definiert.  Dabei wi rd der Tatsache Rechnung getragen, dass auf 
einem arbitragefreien  Mark t ein den bedingten, nicht negativen Anspruch B( . ) 
(super-)replizierendes Portfolio (fast immer, fast sicher) einen nicht negativen 
Vermögensprozess aufweist. Demgegenüber wi rd der Portfolio-Prozess,  der 
aus Käufersicht den Erwerb des bedingten Anspruches finanzieren und durch 
diesen gehedgt sein soll, einen negativen Vermögensprozess, d.h. eine Netto-
Verschuldung, mi t sich bringen. Beginnend mi t einer Verschuldung — χ (χ > 0) 
wi rd hierfür  die Menge zulässiger Portfolio-Prozesse  aus Käufersicht definiert 
a l s 3 6 0 : 

A-(-x;K-)  := {( C,p) I p(t)eK-,X-^(t)<0,X-^ p(t) 
nach unten beschränkt,Vi Ε [Ο,Τ], fast sicher} 

M i t Blick auf eine spätere Anwendung der Aussagen dieses Abschnittes wer-
den im Folgenden die Restrikt ionstypen eines Leerverkaufsverbotes  sowie 
eines unvollständigen Kapitalmarktes i.e.S., jeweils bezogen auf die durch 
L C { Ι , . , . , η } gekennzeichnete Indexmenge der restringierten Underlyings, 
näher betrachtet. Die Underlyings werden wiederum stellvertretend als Ak t i -
en bezeichnet. O.B.d.A. wi rd davon ausgegangen, dass die der Beschränkung 
unterliegenden Akt ien die Indizes 1 , . . . , | L | besitzen. Zu den in Abschnitt 
3.2 gegebenen Spezifikationen der Restriktionsmenge aus Verkäufersicht: 

= [0,oo) lL l χ (—oo,oo)n l L l für das Leerverkaufsverbot  bzw. κ ΐ
Μ = 

{ρ E M n I Pi  = 0, % — 1 , . . . , I L |} für die Unvollständigkeit des Marktes 
i.e.S. ergeben sich die zugehörigen Formulierungen für die Restriktionsmenge 
aus Käufersicht a l s 3 6 1 : 

K t v = ( - o o , 0 ] | L | χ ( - o o , o o ) n " | L | , (Leerverkaufsverbot,) 
Κ

υ_Μ = {ρ E M n I pi = 0, i = 1 , . . . , I L |} = (unvollständiger Markt i.e.S.). 
3 5 9 In Anwendungen der Restriktionenmengen aus Käufer- bzw. Verkäufersicht  dient die 

Differenzierung  zumeist lediglich dazu, eine gegebene Marktrestrikt ion an die Tatsache an-
zupassen, dass der (super-)replizierende Prozess bei der Bestimmung des Käuferpreises  eine 
Short-Position (Verschuldung), für den Verkäufer  hingegen eine Long-Position repräsentiert; 
vgl. das Folgende. Grundsätzlich können damit aber durchaus in Bezug auf die zugrunde 
liegenden Objekte sich unterscheidende Restriktionen zwischen Käufer- und Verkäufersicht 
abgebildet werden; vgl. Karatzas/Kou  (1996), S. 335, 355 ff.  Dies wird im Schrifttum jedoch 
nicht weiter vertieft.  Dieser Aspekt erfährt  demgegenüber hier eine eigenständige Behand-
lung, welche allerdings nicht unmittelbar auf die Differenzierung  zwischen K-  und K+ 
zurückgreift;  die diesbezügliche Untersuchung erfolgt im Zusammenhang der Behandlung 
von Realoptionen auf unvollständigen Märkten (vgl. Abschnitt  3.3.4)· 

3 6 0 Insofern hat sich im Falle einer Verschuldung die Zulässigkeit von Prozessen (vgl. 
S. 65) auf nicht positive Vermögensprozesse zu erstrecken, welche weiterhin als nach unten 
beschränkt anzunehmen sind. 

3 6 1 Im Weiteren werden die Superskripte jedoch weggelassen; sie ergeben sich aus dem 
Zusammenhang. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

Hinsichtlich der Restriktionsmenge für das Leerverkaufsverbot  ist zu beach-
ten, dass pi(.)  den Anteilsprozess des Investitionsbetrages in die Akt ie i  am 
negativen Gesamtvermögen X'(.)  bezeichnet. Da ein Leerverkaufsverbot  le-
diglich nicht negative Investitionsbeträge zulässt, darf  folglich zu keiner Zeit 
eine Ausprägung des Anteilsprozesses pi(.)  für eine restringierte Aktiengat-
tung positiv sein. 

Ohne weitere Einschränkung in Bezug auf die Unterschiedlichkeit der Men-
gen K+  und K-  ist analog zur Funktion £(.) Ξ £+(.) auch bezüglich der Menge 
Κ _ eine Funktion : R n —» R U {—oc} wie folgt zu definieren: 

C - M : = inj (-Ρ")-

Ferner sei K-  := {v  G M n | ζ-(ν)  > —oc}. Legt man für bel. G ΑΓ+, G 
K _ die folgenden (technischen) Bedingungen B1 zugrunde: 

Ap+ + ( 1 -A )p_ G j f ü r ^ 0 ? 

{ 0 4 G Κ-ΠΚ+, 

so i s t 3 6 2 : 
K+=K-  = Κ  und C H = ζ - Μ , Vi/ G Κ. 

(Für ein Leerverkaufsverbot  und einen unvollständigen Markt i.e.S. ergeben 
sich Verkäufer-  und Käuferpreis  dann allein in Abhängigkeit von K + = K . ) 

Es wird im Weiteren unterschieden in bedingte Ansprüche amerikanischen 
und solche europäischen Typs. Amerikanische  bedingte Ansprüche (Optionen) 
gestatten dem Inhaber eine Ausübung während eines vorgegebenen Zeit-
raumes, welcher hier dem Planungszeitraum [0,T] entsprechen soll. Demge-
genüber können Ansprüche europäischen  Typs lediglich zu einem bestimmten 
Zeitpunkt, welcher hier als Τ bezeichnet werde, ausgeübt werden. Zur Model-
lierung der Ausübung amerikanischer Ansprüche wird deshalb noch eine Men-
ge von Stoppzeiten SSit '= {τ  : Ω —» [s,t]  \ τ ist Stoppzeit}, mit S := So,τ, 
eingeführt.  Hiermit bezeichne, ausgehend von der Menge zulässiger, unre-
stringierter Portfolio-Prozesse  (in Relativbeträgen) A(x)  (A-(—x) 363) bei 
Anfangsvermögen (Anfangsverschuldung)  x, die Menge Α(χ,τ)  (Α-(-χ,τ)) 
die zulässigen Portfolio-Prozesse  (in Relativbeträgen), für welche der gestopp-
te Vermögensprozess χ(~)χ>ε>Ρ(. Λ r ) > ( < ) 0 ist. Für restringiert  zulässige 
Portfolioprozesse  p(.) gilt dann p(.) G Α(χ,τ)  Λ p(t)  G ΑΓ+, t  G [0,T] (bzw. 
p(.)  G Α-(-χ,τ)  Λ p(t)  G K-,  t  G [0,T]). Die zugehörigen Mengen restrin-
giert zulässiger Portfolio-Prozesse  zu gestoppten Vermögensprozessen werden 
m i t A(X,T\K+)  b z w . A-{—X,  r ; KJ)  b e z e i c h n e t . O h n e B e r ü c k s i c h t i g u n g 
einer Stoppzeit gelten die bereits eingeführten Bezeichnungen A(x ] ΑΓ+) bzw. 

3 6 2 Vgl. Karatzas/Kou  (1996), S. 348 f. Dies ist der für Optionspreisgrenzen im Schrift-
t u m vorwiegend zu findende Fall. 

3 6 3 Dieser Menge liege eine Modif ikat ion der Zulässigkeitsbedingung analog der Defini-
t ion der Menge A-(—x;K-)  zugrunde; vgl. diesbezüglich S. 200. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

A-(— χ; K-).  Das Intervall zwischen Käufer- und Verkäuferpreis  eines beding-
ten nicht negativen Anspruches B(.)  amerikanischen  Typs  ist dann wie folgt 
def in ier t 3 6 4 : 

hf ow(K_)  : = sup{:r > 0 | 3τ  G <S, 3(c,p)  G A-(—x,  f ; K-), 
s.d.f.s. X ~ x ^ ( f ) > - B ( f ) } , 

h£p(K+)  : = in f { : r  > 0 | 3(c,p)  G A(x;K+),  s.d.f.s. Χ
χ>^(τ)  > B(t),  V r G S}. 

Das entsprechende Intervall zu einem bedingten nicht negativen Anspruch 
B(T)  europäischen  Typs  ist wie folgt bes t immt 3 6 5 : 

hf ow(K-)  : = sup{:r > 0 | 3(6,P)  G A-(-x;  K-),  s.d.f.s. X~ X^(T)  > -B(T)}, 
h%p(K+)  := in f { : r  > 0 | 3 (c ,p) G A(x;K+),  s.d.f.s. X X^(T)  > B(T)}. 

Für die damit festgelegten Käufer- und Verkäuferpreise  gi l t folgende Aussage. 

Satz 3.4 Intervall  arbitragefreier  Preise  (Karatzas/Kou) 366 

Sowohl  für  einen amerikanischen  als auch für  einen europäischen  Anspruch 
ist  der  Bereich  arbitragefreier  Preise  gegeben durch  das Intervall: 

[hi  ow ( K - ) ,  loup 

Zum Beweis  vgl. die angegebenen Quellen. 

Dies bedeutet, dass die als Käufer- bzw. Verkäuferpreise  im Hinblick auf ih-
re Möglichkeit des Hedgens definierten Werte zugleich die arbitragefreien  Prei-
se eingrenzen. Da Käufer- und Verkäuferpreise  also mi t den arbitragefreien 
Preisgrenzen übereinstimmen, kann vermutet werden, dass für diejenigen An-
sprüche, welche auf einem vollständigen Kapitalmarkt aus Käufer- und/oder 
Verkäufersicht  jeweils mi t Konsum-/Portfolio-Prozessen  erreicht werden, die 
auch restringiert zulässig sind, die Käufer- bzw. Verkäuferpreise  den Prei-
sen auf dem vollständigen Markt entsprechen. Betrachtet man hierzu einen 
europäischen Anspruch B ( T ) , so lässt sich aus der Beziehung zwischen den 
Mengen zulässiger Portfolio-Prozesse  für einen vollständigen und einen un-
vollständigen Markt diesbezüglich die folgende Aussage ableiten. 

Satz 3.5 Käufer-  und Verkäuferpreise  für  erreichbare  Ansprüche 367 

Unter  den Voraussetzungen  des Satzes  2.16 sei  der  bedingte  Anspruch  B(T)  > 

0 gegeben; ferner  sei χ = Eq [ So(T ) ]  ^ 0 0 u n ^ se^ n a c ^ beschränkt 

(t  G [0,T]). Es werden  integrierbare Ρortfolio-Prozess e in Relativbeträgenp(.), 
3 6 4 Vgl. Karatzas/Kou  (1998), S. 224. Die Superskripte A und nachfolgend E  werden 

im Weiteren wiederum weggelassen, sofern sie sich aus dem Zusammenhang ergeben. 
3 6 5 Vgl. Karatzas/Kou  (1996), S. 331. 
3 6 6 Vgl. Karatzas/Kou  (1998), S. 225 (Theorem 4.3), und Karatzas/Kou  (1996), S. 333 

(Theorem 5.2, Korollar 5.1). 
367 V g l z u ^er j m Folgenden behandelten Identität des Preises auf einem vollständigen 

Kapitalmarkt und dem Verkäuferpreis  von erreichbaren Ansprüchen bereits El  Ka-
roui/Quenez  (1995), S. 35 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

so dass Jq | |p( i ) | |2di < oc gilt,  betrachtet;  die  Portfolio-Prozesse  p(.) müssen 
G(  ) X^hlhl' (  \ 

zulässig,  der  diskontierte  Gewinn- /Verlustprozess = ^ somit  nach 
unten beschränkt  sein. 
• Ist  B(T)  mit  einem Konsum-/ Ρ ortfolio-Prozesspaar  (0 ,p) erreichbar,  so 

dass 
(0,p) G A(x',K+)  ist,  dann gilt: 

hup(K+)  = χ. 

• Ist  —B(T)  mit  einem Konsum-/Portfolio-Prozesspaar  (0,p)  erreichbar 
— d.h. gilt Χ- Χ> Ό*(Τ) = -Β(Τ) (fast  sicher)  —, für  welches  (0,p) G 
Α-(-χ',Κ-) ist,  dann gilt: 

hfow(K-)  = χ. 

Beweis: 
1. Wegen der Erreichbarkeit des Anspruches B(T)  gilt unmittelbar χ  £ i / + := 
{ x > 0 I 3(c,p) G A{x),  so dass fast sicher X*> è>P(T)  > Β (Τ)}.  (Darüber 
hinaus ist (0,p) der sogar restringiert zulässige Konsum-/Portfolio-Prozess, 
mit dem I X ' 0 , P " ( T ) = B(T)  gilt.) Angenommen 3x : χ < χ  Λ χ  G 
dann führt  dies nach Karatzas/Shreve  (1998), S. 23, auf folgenden Wider-
spruch: Da Χ  G H+ gelten soll, gibt es (c,p) : X*> ö>P(T)  > B(T).  Hierfür 

muss, um Arbitrage auszuschließen, zudem 
So(t) > 0 (Vi) gelten; der (dis-

kontierte) Vermögensprozess muss also nach unten begrenzt sein. Da dieser 
Vermögensprozess gemäß Gl. (2.28) eine Darstellung: 

5(t) 
S0(t) 

t 

/ Φ Ι 
S0(s) 

ds = χ + 
t 

! 

X x \s) 
SQ{s) 

p / ( s )a (s ) dWo(s), t  G [0,T] , 

besitzt, ist der Term der linken Seite dieser Gleichung ein nach unten be-
schränktes lokales Mart ingal und folglich ein Super-Martingal. Damit ergibt 
sich der folgende Widerspruch: 

χ = EQ 
B(T) 

| Ä ( T ) J 
< Eo 

xz,£,P( Ty 
So(T) 

< EQ 
ß(T) 

So(T) + 
t 

/ 
J W . 
So(s) 

ds < χ. 

χ  muss somit der minimale Betrag sein, mit welchem der Anspruch B(T) 
unrestringiert (mindestens) erreichbar ist. Da der Anspruch mit χ jedoch auch 
restringiert erreichbar ist, muss χ  = in f {χ > 0 | 3(c,p) G Α(χ;Κ+),  so dass 
fast sicher X*> è>P(T)  > Β (Τ)} = Ηξ ρ(Κ +) sein. 

2. Hinsichtlich der Preisuntergrenze gilt zunächst ebenfalls χ  G := 
{ x > 0 I 3(c,p) G A-(-x),  so dass fast sicher X~ x^p > —B(T)}. 
χ  ist also eine Ausgangsverschuldungshöhe, welche in geeigneter Weise dy-
namisch strukturiert, mit dem erworbenen (bedingten) Anspruch B(T)  im 
Fälligkeitszeitpunkt beglichen werden kann. Es werde nun angenommen, dass 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

ein χ  G Η- : χ > χ  existiert. Dann gibt es ein zulässiges Konsum-/Por t fo l io-
Prozesspaar (c,p)  m i t X~ x>c>p(T)  > —B(T).  Die Betrachtung richtet sich so-
m i t auf ein Prozesspaar, welches auf einem vollständigen Mark t zulässig ist. Es 
soll zunächst gezeigt werden, dass für den Vermögensprozess X~ x,0>P(.) ( < 0), 
welcher bei einem Ausgangsvermögen von — χ durch den Konsum- /Por t -
folioprozess (0,p) entsteht, g i l t : X-*>°>*(t)  > X-*>*>*(T),  t  G [ Ο , Τ ] 3 6 8 . Dami t 
kann für jedes χ G H - ein Konsum-/Portfol io-Prozesspaar  betrachtet werden, 
nach welchem nie etwas konsumiert wird. Für die Vermögensprozesse gelten 
die folgenden stochastischen Differentialgleichungen  für  t  G [ Ο , Τ ] 3 6 9 : 

dX- £^p(t)  = -c(t)  dt  + X~ £^p(t)  ( r ( t ) dt  + p(t)a(t)  dW 0(t))  , (3.91) 

dX-*'°*{t)  = X~ £M(t)  ( r ( t ) dt  + p(t)a(t)  dW 0(t))  . (3.92) 

Es sei nun (t  G [0,T] ) : 

A(t)  := X~*'°' p(t)  - X~ £' è' p{t), 

so dass m i t d (^(tj)  = ^t  folgt: 

d = ^ y  [c(t)  dt  + A(t)p'(t)a(t)  dW 0(t)}  . 

Ferner werde der Prozess: 

- / p ' ( s ) a ( s ) dW 0(s)  + ± j  | | p / ( s ) o - ( s ) | | 2 ds 

J(t)  := e 0 » 

so dass: 
dJ(t)  = J(t)  (-p(t)a(t)  dWo(t)  + \\p (t)a(t)\\ 2 dt) 

für  t  G [0, T] g i l t , eingeführt.  Dami t ergibt sich m i t Hilfe der I tó-Formel und 
wenigen Umformungen: 

d {W) J i t ) ) = sk) J { t ) c { t ) d t 

Integrieren führt  unter Berücksichtigung von Δ (0 ) = 0 auf: 

t 

m = ^ ° > t e [ ° ' r ] · 
ο 

Dami t g i l t : X~^(t)  > t  G [0,T] . Es werde nun die 
Vermögensgleichung zum Prozess X~ x,0,p(.)  betrachtet. Sie lautet: 

t 
χ-Χ,0  ,ρ/.χ  η y -χ,ο  ,ρ/  X 

- S b i i r = - * + J i e [Ο ,Τ ] , 
0 

3 6 8 Die Beweisidee ist im Grundsatz Karatzas/Shreve  (1998), S. 267 f., entlehnt. 
3 6 9 Vgl. Gl. (2.15) i .V.m. der Girsanov-Transformation  dW 0(t)  = dW(t)  + 0(t)  dt. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Da das Konsum-/Portfolio-Prozesspaar  (c,p) zulässig war, muss auch das Paar 
(0,p) zulässig sein, d.h. muss nach unten beschränkt sein. Damit 
ist auch die linke Seite der vorausgehenden Vermögensgleichung nach un-
ten beschränkt. Nach Satz 2.5 ist dann der Ausdruck der rechten Seite der 
Vermögensgleichung ein Super-Martingal, so dass gilt: 

-χ = EQ -B(T) 
So{T)  J < EQ So{T) 

< —χ  Ο X  > X. 

was im Widerspruch zur Annahme steht. Somit gibt es kein unrestringiert 
zulässiges Konsum-/Portfolio-Prozesspaar  (c,p) zu einer Ausgangsverschul-
dung im Betrag von χ  > χ , mit welchem der Käufer des Anspruches B(T) 
(fast) sicher keinen Verlust in t  = Τ  erleidet. Damit aber gibt es auch kein 
entsprechendes, restringiert zulässiges Paar. Demgegenüber ist nach Voraus-
setzung (0,p) ein restringiert zulässiges Paar zur Ausgangsverschuldung in 
betragsmäßiger Höhe von x, mit welchem ein Verlust aus dem Erwerb des 
Anspruches (fast sicher) vermieden werden kann, so dass dies zugleich die 
Höhe des Käuferpreises  ist. • 

Es werden nun allgemeine, insbesondere auch nicht erreichbare An-
sprüche behandelt. Die Preisgrenzen amerikanischer und europäischer be-
dingter Ansprüche können mit Hilfe der in Abschnitt  3.3.1 eingeführten 
fiktiven Hilfsmärkte dargestellt werden. Ausgehend von der dort definierten 

Menge V  = {*/ : [0,Τ]  χ Ω Κ \ E  [ / 0
T ( | | i/(t) ||2 +C(v(t)))dt] < oo} wird 

zusätzlich verlangt, dass der Schattenpreisprozess v{.) endlich ist. Es wird 
deshalb die folgende Menge für die zu betrachtenden Schattenpreise zugrunde 
gelegt: 

V b:={v(.)eV\ sup 
( ί , ω ) Ε [ 0 , Τ ] χ Ω 

Darauf basierend werden die durch die Gl. (3.14)-(3.19) bestimmten Prozesse 
des Schattenmarktes M u verwendet. Bei verschiedenen Mengen sind die 

entsprechenden Mengen V ^ } bzw. V ^ von Schattenpreisprozessen und die 
sich daraus über die Gl. (3.14)-(3.19) ableitenden Markt- und Bewertungs-
Prozesse zu unterscheiden. Es soll generell unterstellt werden, dass die Ko-
effizientenprozesse ò(.), r ( . ) , σ(.) und £(.) gleichmäßig beschränkt sind, mit-
hin auch der Prozess 0(.) — bei entsprechender Invert ierbarkeit von σ(. 
und Beschränktheit der Inversen. Aus der Beschränktheit von i/(.) £ V { 

folgt dann, dass Zv{.)  nach Gl. (3.18) ein Mart ingal ist und W v{.)  gemäß 
Gl. (3.19) ein Wiener-Prozess 370. Für den betrachteten Anspruch B{.)  gelte: 

E i s i M y ' 
markt ein duplizierender Konsum-/Portfolio-Prozess  und folglich ein endlicher 
Preis des bedingten Anspruches existiert. Es wird zudem von B{ . ) > 0 (fast 

< oo für ein 7 > 1, so dass auf dem vollständigen Kapital-

3 7 0 Vgl. Karatzas/Kou  (1998), S. 228, mit leicht modifizierter  Definition von V b. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

sicher, fast immer) ausgegangen. M i t den Definitionen: 

F  Γ
 B ( T ) ' 

inf u E , 
u(.)  e'D>> 

sup uj?, 

B(r) sup Εν 
res 

inf 
»(.)e'D>> 

sup Uv 

S^T) 

gi l t die nachfolgende Aussage. 

Satz 3.6 Allgemeine  Arbitragegrenzen  europäischer  und amerikanischer  Op-
tionen 
Sei  B{.)  ein nicht  negativer,  bedingter  Anspruch  mit  den zuvor  bezeichneten 
Eigenschaften.  Ferner  gelten  die  Bedingungen  Bl, so dass ζ  (ν) = ζ-(ν) für 
jede  Ausprägung  des Prozesses  i/(.)  G V b im PlanungsZeitraum  gilt  und ins-
besondere  ζ-  (ι/)  nach unten beschränkt  ist  sowie  K+ = = Κ ist. 
• Ist  der  Anspruch  europäischen  Typs,  so gilt : 

h*p(K+) = üE, (3.93) 

h f o w ( K - ) = ü E . (3.94) 

• Ist  der  Anspruch  amerikanischen  Typs,  so sind: 

h£p(K+) = ÜA, (3.95) 

hL,(K.) < uA. (3.96) 

Ungleichung (3.96) ist  mit  Gleichheit  erfüllt,  falls  h^p(K +) < oo oder 
üA = 0 gilt. 

Zu Satz und Beweis : Die Aussage zu europäischen bedingten Ansprüchen 
entspricht einer Spezialisierung von Karatzas/Kou (1996), S. 337 (Theorem 
6.1). Deren Theorem erlaubt eine Differenzierung  zwischen K + und K-  und 
setzt für die Bestimmung von hf ow nur voraus, dass £- ( · ) nach unten durch 
eine reelle Konstante beschränkt ist. Zum Beweis des diesbezüglichen Aussa-
genteils sei auf Karatzas/Kou (1996), S. 337 ff.,  und auf Cvitanic/Karatzas 
(1993), S. 662 ff.,  verwiesen. Der Aussagenteil zu amerikanischen bedingten 
Ansprüchen findet sich mi t Beweis in Karatzas/Kou (1998), S. 229 ff.  (Theo-
rems 5.12 und 5.13). 

Bei konstanten  Koeffizientenprozessen  können die Ausdrücke vereinfacht 
werden, da Bewertungsverfahren  für „gewöhnliche" Optionen anwendbar wer-
den. In dieser Hinsicht leiten Broadie/Cvitanic/Soner (1998) den Verkäufer-
preis eines europäischen Anspruches her und erweitern ihr Ergebnis unter 
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3.3 Die Invest i t ionsprobleme im M a r k t k o n t e x t 7 

V e r w e n d u n g der a l l geme inen R e s u l t a t e v o n Karatzas/Kou  (1998) a u f e inen 
amer i kan i schen b e d i n g t e n A n s p r u c h . Karatzas/Kou  (1998) , S. 235-245, gre i -
fen d ie Spez ia l i s i e rung fü r d e n Fa l l eines amer i kan i schen A n s p r u c h e s au f u n d 
e n t w i c k e l n d a r ü b e r h i n a u s d e n zugehö r igen Käu fe rp re i s .  Sch l ieß l ich behan -
d e l n Karatzas/Shreve  (1998) , S. 254-257, e inen europä ischen A n s p r u c h aus 
Käu fe r s i ch t .  D i e fo lgende D a r s t e l l u n g schl ießt s ich d iesen Q u e l l e n a n 3 7 1 . I m 
E i n z e l n e n is t fü r das ( u n m i t t e l b a r ) Fo lgende vorauszusetzen : 

D i e Koef f i z ien tenprozesse  seien konstant σ ( . ) Ξ σ , δ(.) = δ u n d r ( . ) Ξ r 
m i t r > 0. Ferner sei der Prozess # o ( · ) 3 7 2 b e s c h r ä n k t . F ü r d e n b e t r a c h t e t e n 
A n s p r u c h B ( . ) ge l t en d ie bere i t s f o r m u l i e r t e n  B e d i n g u n g e n ; z u d e m bes i tze er 
e ine D a r s t e l l u n g : 

B(t)=ü(Si(t),...,Sn(t)) i 0 <i<T, 

w o b e i ϋ : (0, o o ) n —» [0, oo) e ine s te t ige F u n k t i o n s e i 3 7 3 . D i e R e s t r i k t i o n e n 
e r fü l l en d ie B e d i n g u n g e n Β1, so dass m i t K+  = Κ-  = Κ  u n d ζ(ι/) = ζ-(ν) 
d ie fo lgenden F u n k t i o n e n de f in ie r t  w e r d e n k ö n n e n : 

ΰ
ν(ζ) := sup , . . . , zne~Un ) j , z G (0, o o ) n , (3.97) 

ueK 

ΰ
κ(ζ) := in f , . . . , zne~Ur'  )] , z G ( 0 , o o ) n . (3.98) 

VEK L -I 

Es ge l t en d a n n d ie Aussagen des fo lgenden Satzes. 

3 7 1 Der Dividendenprozess wird in den angegebenen Quellen großteils ver-
nachlässigt, wobei lediglich von einer Darstellungsvereinfachung auszugehen ist. Bei 
Broadie/Cvitanic/Soner  (1998), S. 61 (Fn. 4), findet sich ein Hinweis auf die Gültigkeit 
der Aussagen auch bei dessen NichtVernachlässigung. Vor dem hier gegebenen Hintergrund 
ist es sachgerecht, Dividenden einzubeziehen. Die Wirkung des Dividendenvektors besteht 
in einer Änderung des Aktienkursprozesses nach dem Maßwechsel sowie des Maßwechselpro-
zesses 0(.), welche für das Folgende jedoch als eher unwesentlich zu bezeichnen ist. Bis auf 
notationeile Modifikationen sind davon auch die den Aussagen zugrunde liegenden Bewei-
se, für die auf die Originalarbeiten verwiesen wird, nicht betroffen.  Auf eine entsprechende 
Darstellung wird deshalb verzichtet. 

3 7 2 Dieser ist identisch mit dem Prozess 0(.) des vollständigen Marktes. 
373 F ü r d j e j m Folgenden wiedergegebenen Aussagen von Broadie/Cvitanic/Soner  (1998) 

genügt auch eine „lower semi-continuous function"; vgl. Broadie/Cvitanic/Soner  (1998), 
S. 62. Eine Funktion / : —> R+ ist lower semi-continuous, wenn 

V X G R ^ : f(x)  < l im mf f(y) 

(vgl. ebd.  (Fn. 5) oder Carter  (2001), S. 216 f.). Karatzas/Shreve  (1998), S. 254, gehen von 
einer „upper semi-continuous function" bei der Bestimmung des Käuferpreises,  welche ei-
ner analogen Definition unterliegt, sowie allgemein von einer Funktion aus, die bestimmten 
Wachstumsbedingungen genügt — dies allerdings nur, um die hier ohnehin vorausgesetzte 
Bedingung für die Erreichbarkeit des Anspruches unter unbeschränkten Marktbedingungen 
zu gewährleisten. Da die Funktion $(.) im Weiteren verwendet wird, um das Auszahlungs-
profil  einer (ggf. indizierten) Kaufoption abzubilden, ist eine Differenzierung  hier unnötig. 
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8 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Satz 3.7 Preisgrenzen  für  Optionen  bei konstanten  Koeffizienten 

Unter den gerade beschriebenen Voraussetzungen gil t 

• für  einen europäischen  Anspruch  B(.): 

- Der  Verkäuferpreis  ist  (Broadie/Cvitanic/Soner  (1998,  S. 63; Theorem 
2)): 

h*p(K +) = Eo  [ e - r T t f v ( S i ( T ) , . . . , S n (T) ) ] . (3.99) 

- Der  Käuferpreis  beträgt  (Karatzas/Shreve  (1998,  S. 254; Theorem 
5.10.1)): 

hf ow(K-)  = E0 ^e~r Tü K(Si(T),...,  5n(T))J . (3.100) 

• für  einen amerikanischen  Anspruch  B(.): 

- Der  Verkäuferpreis  ist  gegeben durch  (Karatzas/Kou  (1998,  S. 236; 
Theorem  6.1), Broadie/Cvitanic/Soner  (1998,  S. 64; Corollary 1)): 

hA
p(K+)  = sup£ 0 \e~RTÜ V(SI(T),  . . . , 5 n ( r ) ) l . (3.101) 

res 1 J 

- Hinsichtlich  der  den Käuferpreis  nach oben beschränkenden  Größe  üA 

gilt  (Karatzas/Kou  (1998,  S. 236; Theorem  6.2)): 

U A > sup EO ^E~ RTÜ K(SI(T),  . . . , 5 n ( r ) ) j , (3.102) 

wobei  die  Bedingung  (3.102)  im Fall  üA = 0 mit  Gleichheit  erfüllt  ist. 
Bei  üA < oo kann die  Ungleichung  strikt  sein. 

Zum Beweis  der Aussagenteile siehe die angegebenen Quellen. 

Eine bedeutende Vereinfachung bei der Ermi t t lung von Unter- und Ober-
grenzen ist mit Satz dadurch gegeben374 , dass die Optimierung nicht über 
einen Schattenpreis prozess  i/(.), sondern lediglich noch über einen Vektor 
ν  G Κ  zu erfolgen hat — im Fall von amerikanischen Ansprüchen jedoch 
weiterhin auch über die Stoppzeit r . Das gemischte Optimale-Stopp-und-
Kontroll-Problem hat sich auf ein Optimales-Stopp-Problem reduziert. Die 
Vereinfachung gelingt für europäische Ansprüche allgemein und amerikani-
sche Ansprüche aus Verkäufersicht.  Für einen amerikanischen Anspruch, der 
aus Käufersicht zu bewerten ist, kann, falls sich ein endlicher Verkäuferpreis 
( < oo) ermitteln lässt, nur eine Untergrenze für den Käuferpreis  ange-
geben werden, da in diesem Fall zwar hA

0W  = üA gi l t , trotzdem jedoch 
uA > supino [e~ r rü K(SI(t),  ..., 5 n ( r ) ) ] sein kann. Hilfreich mag in diesem 

Fall die folgende Aussage sein. 

3 7 4 Vgl. den Hinweis bei Karatzas/Kou  (1998), S. 235 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Satz 3.8 Preisgrenzen  nach RestriktionsCharakteristika 
Es seien Si(.)  (i  = 1,2) Aktienkursprozesse  mit  dSi(t)  = Si(t)(bi(t)  dt  + 
Gn(t)dWi(t)  dW 2(t))  und  5^(0) := S^o· Auf  Si(.) werde  eine kon-
tinuierliche  Dividende,  beschrieben  durch  den Prozess der  Rate ό(.) > 0, aus-
geschüttet.  Die Parameterprozesse  bi(.)  (i  = 1,2),£(.) und  r(.) > 0 seien be-
schränkt;  ebenso seia{.)  := (̂ "ij (·))ί=ι,2;̂ =ι,2 beschränkt  und invertierbar.  Des 
Weiteren  erfüllen  die  Restriktionenmengen  K+  und das Bedingungssys-
tem Bl. Über  die  Preisgrenzen  einer  amerikanischen  (indizierten)  Kaufoption 
auf  den Anspruch  mit  Auszahlungsprofil  B(t)  = max[Si(£) — S2(t),0]  (t  G 
[0,7 1])  kann dann Folgendes  gesagt  werden: 

• Gilt 
ζ(ν)  + ν  ι ist  nicht  negativ  auf  Κ , 

dann ist: 

• Gelten 

CM + v\  (v2  bei.,  mit  (Vi,̂2) £ K)  ist  nach oben nicht  durch 
eine reelle  Zahl  beschränkt  und\!v\3v2  : + CM < 0, (3.105) 

dann ist: 
hfow(K-)  = B(0)  = max[5i(0) - 52 (0) ,0 ] . (3.106) 

Dieser Satz und der dazugehörige Beweis sind an Karatzas/Kou  (1998), 
S. 234 f. (Proposit ion 5.21), S. 238 f. (Example 5.4), angelehnt. In Karat-
zas/Kou  (1998), S. 234 f. (Proposit ion 5.21), wi rd eine amerikanische Kaufop-
t ion mi t S2O) = Q £ d.h. mi t festem Basispreis, sowie ohne Dividenden-
zahlungen auf das Underlying betrachtet. E in unvollständiger Kapi ta lmarkt 
i.e.S. wi rd in Karatzas/Kou  (1998), S. 238 f., behandelt. Der in dieser Quelle 
angegebene Satz wi rd hier angemerkt: 

Anmerkung 3.3 (Karatzas/Kou  (1998)  f 75 

Unter  den Bedingungen  des Satzes  3.8 gilt  bei  einem konstanten  Basispreis 
(b 2 = <721 = &22 = 0; dann mit  (.) ξ 0) und ohne Dividendenausschüttung 
auf  das Underlying (δ(.)  = 0); 

• Falls  darüber  hinaus CM + ^i  größergleich  null  und nach oben unbeschränkt 
auf Κ ist,  dann sind  Preisober-  und Preisuntergrenze  durch  die  Bedingungen 
(3.IO4)  und (3.106)  gegeben. 

• Auf  einem unvollständigen  Kapitalmarkt  i.e.S.  bezüglich  des Underlyings 
ist  die  Preisuntergrenze  durch  Gl. (3.106)  gegeben. 

(3.103) 

(3.104) 

3 7 5 Vgl. ebd.,  S. 234 f. (Proposition 5.21), S. 238 f. (Example 5.4; verkürzt). 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Den zweiten Teil von Bedingung (3.105) erfüllen insbesondere Restriktionen, 
für die ζ{ν) = 0 gi l t , da grundsätzlich O2 G Κ  ist. Die Aussage von Anmer-
kung gilt ebenso für einen nicht-verschwindenden Dividendenprozess, welcher 
hier als deterministisch und beschränkt vorausgesetzt w i r d 3 7 6 . Im Folgenden 
wird ein Beweis des Satzes 3.8 angegeben, dessen Struktur aus der angegebe-
nen Quelle übernommen und durch die notwendigen Anpassungen aufgrund 
der hier betrachteten indizierten Option und weiterer Verallgemeinerungen 
abgeändert ist. 

Beweis:  zu Satz 3.8 
Es werde zunächst der folgende Prozess betrachtet, welcher aus dem Aktien-
kursprozess S\{.)  (des Originalmarktes) durch Diskontierung mi t dem risiko-
losen Bond des Schattenmarktes M y nach Gl. (3.14) hervorgeht; ferner  erfolgt 
mi t Hilfe der Girsanov-Transformation  ein Ubergang auf den Wiener-Prozess 
W u(.)  gemäß Gl. (3 .19)3 7 7 : 

^ t i = ^((b^-r^-aumdt  + a^dWit)) 
= §m ( ( -cm*)) - ^ w - * ( * ) ) d t + σ ι · w ' 

wobei Gi\t)  := ^(t))  (i  = 1,2) ist und den den z-ten Zeilenvektor der 
Matr ix a(t)  (t  G [0,T]) repräsentiert. Der Prozess hat nun folgende Darstel-
lung: 

^ y = Ä(0)e () β » ,, t  G [0,T], 
0 = :M„(i) 

(3.107) 

wobei der hierdurch definierte Prozess Mu(.)  ein P^-Martingal ist. 

Zur Herleitung der Beziehung (3.104): 

Aus Gl. (3.107) folgt unter der Bedingung ζ(ι/)  + ν λ > 0 , δ(.) > 0, dass 
der Prozess f ^ ein P^-Super-Martingal (Vi/(.) G V b) ist. Gemäß Gl. (3.95) 
(Satz 3.6) mi t Gl. (3.107) gilt dann: 

huP(K+) = ü A = sup E u res 
~SI(T 

B(R) 

S S M 

< sup Eu 

res 

sup E t  

= f g p *<°> 
max [5i(r) - 52 ( t ) ,01 

SRT) 

wobei Satz 2.3 („optional sampling") verwendet wurde. Ferner ist zu 
berücksichtigen, dass 52(·) > 0 (fast sicher, fast immer) gilt. 

3 7 6 Dies ergibt sich aus den Beweisen in Karatzas/Kou (1998), auf die bezüglich Anmer-
kung 3.3 verwiesen wird. 

3 7 7 Es sei daran erinnert, dass Parameterprozesse unterstellt werden, für die Zu(.)  ein 
Martingal ist. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

Zur Herleitung der Gl. (3.106): 
Es werden nun beliebige 0 < e < Τ , r  G S und beliebige Prozesse v{.)  G V b, 
die deterministisch sind und so gewählt werden, dass für die Ausprägung 
ν  zu einem beliebigen Zeitpunkt in [Ο,Τ] ζ  (ν)  + v\  > Ο

3 7 8 ist und den 
zweiten Teil der Bedingung (3.105) erfüllt,  betrachtet. Damit ist insbesondere 
i/(.) ξ 02 möglich, so dass mindestens ein Schattenpreisvektor existiert, der 
diese Bedingungen erfüllt.  Dann gilt mi t Gl. (3.107): 

E* [(So (r))•- :1 max [Si (τ) - S2 (τ ) , 0]] 
<EU [ ( £ ο ( τ ) ) - 1 £ ι ( τ ) 1 { τ > € } ] 

+Ev [max [ ( S ^ r ^ - ' S ^ r ) - {SS(τ ) ) -152 (τ ) ,θ ] l { r < e } ] 

< Ev Ä(0)e » MU(T)  1 { t > € } 

+ E„ [max [ ^ Μ Γ ^ ι Μ - ( 5 ^ ( τ ) ) - 1 5 2 ( τ ) , θ] l { r < e } ] 

Für den Ausdruck A ergibt sich mit obigen Voraussetzungen die folgende 
Abschätzung: 

, x r  , X 1 , x -f«(u(t))+u 1(t))dt 

A<Si(0)e » Eu[M u(r)]  = Si(0)e » . (3.108) 

Stellt man im Ausdruck Β die Aktienkursprozesse in Abhängigkeit ihrer 
Parameter dar, dann ergibt sich: 

B = EU S i,o& 

J (-(r(t)  + C(v(t)))+r(t)-v 2(t)-  i ^ W + a ^ i t ) ) )  dt+J  a2\t)dW u{t) 

-S2,0e<> <> ,0 

Es wird nun ein Maßwechsel über den wie folgt definierten Prozess: 

dZi(t)  = -Z^^e'^dW^)  mit θι(ί)  := -σ 2 . ( ί ) + 0„( ί), t  G [0,T], 

durchgeführt.  Zi{.)  stellt die Radon-Nikodym-Ableitung  ^ j - dar. Es gelten 
die folgenden Beziehungen zwischen den Wiener-Prozessen, die den hier be-
trachteten Maßen zuzuordnen sind: 

dW^t)  = dW(t)  + θι(ί) dt  = dW u(t)  - eu(t)  dt  + 0/(i) dt  = dW u(t)  - σ2 .( ί) dt 

3 7 8 Zu beachten ist, dass generell 0 2 G Κ ist. 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Dami t lässt sich der Ausdruck Β wie folgt umformen: 

Β 

= EJ ζΛτ) 
ζ  ι ir) s i.oe« 

f(-<(v(t))-V2(t)-i\W2.m 2)dt+fa 2.(t)dW„(t) 
-S2,oe° » ,0 l { r < e } 

./' Ik2 .( i) l l2di 
e° I max = EJ 

J(a 1.(t)-a 2.(t))dW f(t) 
e° 

M i t dem P j -Mar t inga l : 

Ä.oe« 

f(-<(u(t))-u 2(t))dt 
S2,oe° , 0 {r<e} 

-if  ΙΙ
σ1. ( δ)~σ2. ( s) ||2 ds+/(ai.(s)-a 2.(s))  dW,  (s) 

MI(t):=E  « « 

erhält der Ausdruck Β die Gestalt: 

Β — Ei 
I \W 2.m2 dt 

e° I max 
.[(-((»(tV-öW-v^tVdt 

S i)0e(> M j ( r ) 

J'(-<("(t))-"2(t))dt 
- 5 2 ) 0 e ( ) ,0 l { r < e } 

Da Schattenpreise m i t C(̂ (·)) + ^ i ( - ) ^ 0 betrachtet werden und £(.) > 0 
vorausgesetzt ist, ergibt sich die Abschätzung: 

Β 

<Ej 
I lka.(t)|\2dt 

e° I max 
J m a x [ - < ( i / ( i ) ) - i / 2 ( i ) , 0 ] d i 

SI,OMI(T)  - S2,oe" , 0 l { r < e } 

/ 

Aufgrund von Jensen's  Ung le ichung 3 7 9 , der Konvexi tä t der Funkt ion max[., 0] 
sowie m i t C > 0 g i l t V i e [Ο,Τ]: 

Ei  [Cmax [S lì 0Mi(t) - 52(c), θ] 
> max \S1nE1 [MAt)  1 - S2(e) 

SI,OEI MI(  0) - S 3 ( e ) , 0 

Ξ 1 

= Ei [max [5 i , o Mj (0 ) - S2(e),0\] , 

3 7 9 Vgl. Elliott  (1982), S. 4. Jensen's  Ungleichung besagt Folgendes: Sind Ψ : R —> R eine 
konvexe Abbildung und Y eine integrierbare Zufallsvariable, so dass auch Ψ(Y) integrierbar 
ist, dann gilt (fast sicher): 

V(E[Y])  < E[V(Y)]. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

so dass der Prozess max [Si toMi{.)  — 52(e), θ] ein Pj- Sub-Martingal ist. 
Damit gilt: 

B<Ei [max [Si ,0M/(e) - S2(e),0]] . 

Nunmehr ist: 
= :B„(0 

A + B<Si{0)e » + B„(e). 
Da ζ (^(·)) + ν

ι nach oben nicht durch eine reelle Zahl begrenzt ist und da es 
nach Voraussetzung zu jedem v\ ein Ε Κ gibt mit + C(^) < ergibt 
sich Folgendes: 

hL,(K-) < INF sup [{SS {τ))- 1 max [SI (τ) - S2(T), 0]] 
t / ( . ) G T > b r G c S 

inf 
v(.)ev>> 

Bu{e)  + Si(0)e » 

< ßo(e) + 5i(0) inf e » = B0{e). 

Mi t 6 Ε (0, Τ ) beliebig und geeigneter Konvergenz kann geschrieben werden: 

hfow(K-)  < lim sup Bo {e)  = max [Si (0) - S2(0),0] = max[5 i ) 0 - S 2 | O ,0 ] . 
do 

Die Untergrenze ist also höchstens so groß wie der Optionswert bei sofortiger 
Ausübung. Andererseits ist die sofortige Ausübung möglich, so dass die Preis-
untergrenze auch größergleich dem Ausübungswert in t  = 0 sein muss. Damit 
muss Gleichheit in obiger Beziehung herrschen. • 

Die Ermit t lung von Preisober- und -untergrenzen bedingter Ansprüche 
wird in Abschnitt  3.3.4 aufgegriffen  werden und zur Eingrenzung von Wer-
ten für Realoptionen Anwendung finden. Dort werden derartige Preisgrenzen 
insbesondere für verschiedene Typen von Kaufoptionen berechnet. Es kann 
deshalb an dieser Stelle auf die Angabe von Beispielen verzichtet werden. 

Nachfolgend wird noch eine Vorgehensweise angesprochen, welche eine 
weitere Eingrenzung des Intervalles arbitragefreier  Preise zu bedingten An-
sprüchen zum Gegenstand hat. So genannte „good-deal asset price bounds" 
beruhen auf der Annahme, dass das Preisgefüge gerade auf unvollständigen 
Märkten dergestalt ist, dass (von allen Marktteilnehmern) wünschenswerte 
Ansprüche,  welche über eine entsprechend zu definierende Anspruchsmenge 
eingeführt  werden, nicht umsonst zu haben sind. Dies entspricht einer Verall-
gemeinerung des Arbitragekonzeptes, welches insofern enthalten ist, als jeder 
nicht-negative Anspruch mit positiver Wahrscheinlichkeit einer echt positiven 
Auszahlung als wünschenswerter Anspruch betrachtet werden kann. 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

3.3.3.1.2 Good-Deal Asset Price Bounds 

Cochrane /Saa-Requejo^  wenden das Konzept der „good-deals bounds" 
an, um Preise bedingter Ansprüche einzugrenzen, welche zum einen Arbi-
tragefreiheit  bedingen, zum anderen aber auch abnormale Überrenditen aus-
schließen. Eine Beschränkung von Uberrenditen erfolgt durch die Vorgabe 
einer maximalen Sharpe  ratio 381. Es wird folglich davon ausgegangen, dass 
der Markt keine (Zustands-)Preise erlaubt, auf Basis derer Ansprüche mi t 
einer Sharpe  ratio  größer einer vorgegebenen Grenze möglich sind. Etwaige 
Uberrenditen würden durch Anpassungsmaßnahmen sofort  bereinigt werden. 
In dem hierdurch eingeschränkten Raum möglicher Zustandspreise können 
beliebige bedingte Ansprüche bewertet werden. Es soll im Folgenden das Kon-
zept der „good-deal bounds" anhand des Ansatzes von Cochrane t/Saa-Requejo 
skizziert werden. Um die Konzeptidee darzustellen, genügt es hierbei, das Op-
timierungsproblem auf Basis der diskreten, einperiodigen Modellformulierung 
wiederzugeben. 

Der Ansatz von Cochrane/ Saa-Requejo  basiert, in der zustandsdiskreten 
Formulierung für eine Per iode 3 8 2 , auf folgendem Optimierungsproblem zur 
Bestimmung einer Preisuntergrenze C_ für einen bedingten Anspruch mi t zu-
standsabhängigem Auszahlungsprofil  xc G M f c 3 8 3 : 

d 
C := min ^ Pi mix? 

m = (mi,...,m ci)eR k χ  — \ 

d d 
unter Sj  = Σ  PÌ ^Ì^Ì (j = 1> · · · > η) (*),  Σ Pi mì < A2 (**),  m > Od (*  *  *) 

i  = 1 i  = 1 

mit A2 = und h als obere Grenze der Sharpe  ratio,  ab welcher „good-
deals" beginnen. Hierbei bezeichnen d  die Zahl der Umweltzustände, η die 
Anzahl der am Markt vorhandenen Wertpapiere sowie uii  (i  = 1 , . . . , d)  den 
Diskontierungsfaktor  einer Zahlung der Höhe eins im Umweltzustand i,  wel-
cher noch mi t der (tatsächlichen) Eintrittswahrscheinlichkeit pi  dieses Um-
weltzustandes zu gewichten ist, um den Barwert der Zahlung zu erhalten. 
m,i (i  = 1 , . . . ,d)  kann als Grenzrate einer intertemporalen Substitution von 
Konsum interpretiert werden 3 8 4 . Das Bedingungssystem (*) stellt sicher, dass 

380 Yg j z u d e r e n j m Folgenden dargestellten Konzept Cochrane/Saä-Requejo  (2000). 
3 8 1 Als Maß der Performance  eines Portfolios (bzw. Wertpapieres) bezeichnet die Shar-

pe ratio  den Quotienten aus erwarteter Rendite des betrachteten Portfolios zu dessen Ri-
siko, gemessen an der Standardabweichung der Rendite; vgl. ursprünglich Sharpe  (1966); 
vgl. hierzu und zu weiteren Maßen Sharpe  (1970), S. 152 ff.,  Breuer/Gürtler/Schuhmacher 
(1999), S. 142 ff. 

382 V g l z u m Folgenden Cochrane/Saä-Requejo  (2000), S. 80 ff.,  87 ff.;  erläuternd auch 
Bernardo/Ledoit  (2000), S. 145, 147 f. Die Erweiterung zum diskreten Mehrperiodenmodell 
sowie zur kontinuierl ichen Modell formulierung  findet sich in Cochrane/Saä-Requejo  (2000), 
S. 93 ff. 

383 Vereinfachend wi rd eine endliche Zahl von Umweltzuständen unterstel l t . Das Model l 
kann dadurch mi t explizit berechneten Erwartungswerten gegenüber der Darstel lung in 
Cochrane/Saä-Requejo  (2000), S. 81, 87, wiedergegeben werden. 

3 8 4 Vgl . Hansen/Jagannathan  (1991), S. 226, 229 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

m so gewählt wird, dass sich für alle am Markt gehandelten Wertpapiere 
j  (e { l , . . . , n } ) deren beobachtbarer Preis Sj einstellt. Die zweite Bedin-
gung (** ) ist äquivalent einer Begrenzung der Standardabweichung σ(πι)  zu 
dem eine Zufallsvariable repräsentierenden Diskontierungsvektor m. Die dies-
bezüglich äquivalente Formulierung ist σ(πι)  < wobei r  für den risi-
kolosen Zinssatz s t eh t 3 8 5 . Die Variabi l i tät der Diskontierungsfaktoren  ist also 
durch die vorgegebene Obergrenze h für die Sharpe  ratio  begrenzt 3 8 6 . Das Be-
dingungssystem ( * * * ) schließlich grenzt Arbitragemöglichkeiten ( im üblichen 
Sinne) aus. Die Lösung dieses Optimierungsproblems führt  somit auf einen 
Preis für den betrachteten Anspruch xc, der in den für das Preissystem ge-
setzten Rahmenbedingungen mindestens anzusetzen ist. Die Preisobergren-
ze ergibt sich in analoger Weise, indem in der Zielfunktion der Min imum-
durch den Maximumoperator ersetzt wird. Im Rahmen der zeitkontinuierli-
chen Formulierung wenden Cochrane/Saä-Requejo  ihren Ansatz auch auf die 
Bepreisung einer Realoption an, welche sich auf ein nicht gehandeltes Aus-
zahlungsprofil  bezieht, das mi t demjenigen eines gehandelten Gegenstandes 
korreliert i s t 3 8 7 . 

Bernardo /Ledoit  (2000) grenzen die betrachteten Portfolios durch die Vor-
gabe einer Obergrenze für ein Gewinn-/Verlust-Verhältnis  ein. Gewinn ist 
der mi t einer PseudoWahrscheinlichkeit ermittelte Erwartungswert positiver 
Auszahlungen des Anspruches, der Verlust entspricht dem erwarteten Betrag 
der negativen Auszahlungen. Die PseudoWahrscheinlichkeiten hängen von zu-
standsabhängigen Grenznutzen a b 3 8 8 . Durch Variation der Obergrenze für 
das Gewinn-/Verlust-Verhältnis  zwischen eins und unendlich sind extreme 
Marktsituat ionen (zwischen Vollständigkeit und lediglich Arbitragefreiheit) 
abbildbar. 

Eine Erörterung allgemeiner Restriktionenmengen zur Abgrenzung von 
„no-good-deals"-Preisen gegenüber den (nicht bestandsfähigen und deshalb 
auszuschließenden) „good-deals"-Preisen findet sich bei Cemy/Hodges  (2002). 
„ Good-deals" verallgemeinern danach den Arbitragebegriff:  Auch ohne dass 

3 8 5 Dies ergibt sich aus Folgendem: Zunächst gilt Σ Pi mi  = E[m 2}. Da ferner  E[m 2]  = 
i= ι 

σ (τη )2 + (E [m] ) 2 , ergibt sich aus Bedingung (**) unmittelbar σ (τη )2 + (E [m] ) 2 < » 

daraus σ(πι) 2 < u n d somit die angegebene Beziehung. Anzumerken ist, dass die 

Existenz eines risikolosen Wertpapieres die Beziehung E[m]  = impliziert. 3 8 6 Vgl. im Einzelnen Cochrane/Saä-Requejo  (2000), S. 82, insbesondere in Verbindung 
mit Hansen/Jagannathan  (1991), S. 235 f. Als I l lustration sei angemerkt, dass danach für 
das durch m repräsentierte Preissystem Folgendes gilt: Für jeden Anspruch ζ mit E[mz]  = 0 

UE\rn) — J ( f ) ' ^[rn] e ^ n e Obergrenze der Sharpe  ratio  dar. Werden folglich 

nur Preissysteme < h betrachtet, sind auch die am Markt zu beobachtenden Sharpe 

ratios  eingeschränkt. 
3 8 7 Vgl. Cochrane/Saä-Requejo  (2000), S. 111 ff. 
3 8 8 Vgl. im Einzelnen Bernardo /Ledoit  (2000), S. 150 f. 
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1 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

die Ansprüche der „good-deals" eine nicht stets nicht-negative, in Umwelt-
zuständen mi t positiver Eintrittswahrscheinlichkeit sogar positive Auszah-
lung versprechen, kann dabei verlangt werden, dass diese Ansprüche einen 
positiven Preis haben müssen. Ansonsten würden „good-deals" entstehen 
bzw. bestehen, die der Mark t sofort  wie bei einer Arbitragemöglichkeit aus-
nutzen würde. Zu verwirklichen ist diese Bedingung über die Eingrenzung 
möglicher Zustandspreise, die jedoch mi t beobachtbaren Preisen am Mark t 
gehandelter Ansprüche kompatibel sein müssen. Dabei muss die Menge der 
„ good-deal-"Ansprüche nicht notwendig sämtliche Arbitragemöglichkeiten im 
herkömmlichen Sinne enthalten. 

Die Verallgemeinerung von Arbitragegrenzen durch „good-deal bounds" er-
weitert die Möglichkeiten, Einschätzungen über die möglichen Marktzustände 
in eine Grenzpreisbestimmung bedingter Ansprüche einfließen zu lassen. Da-
bei ist die Wahl der Restriktionen stets mi t einer gewissen Wi l l kü r bzw. Sub-
jek t iv i tä t verbunden. Es sollte dann jedoch nicht übersehen werden, dass den 
entstehenden Preisgrenzen nicht dieselbe Aussagekraft  wie den auf dem Arbi-
trageargument basierenden zukommt; insbesondere beruhen die Preisgrenzen 
nicht darauf, dass eine hedgende Gegenposition eingenommen werden könnte. 
Au f der anderen Seite mag in diesem Zusammenhang auch deutl ich werden, 
dass die bisher ermit tel ten Arbitragegrenzen auch auf speziellen Annahmen 
hinsichtlich der Marktbeschaffenheit  beruhen, im Besonderen eine zeitkon-
tinuierliche, transaktionskostenfreie  Handelbarkeit unterstellen. Die Ermi t t -
lung von „good-deal bounds" wi rd je nach zu berücksichtigender Restrikt i-
on(enmenge) unter Umständen nur numerisch durchführbar  sein. Spezifikation 
und Auswertung des Modells erfordern  für eine Anwendung in der Praxis des-
halb einen ggf. nicht unbeachtlichen Aufwand in personeller und materieller 
Hinsicht. 

Nachdem die bisherigen Ausführungen der Ermi t t lung von Grenzen für die 
Preise bedingter Ansprüche gewidmet waren, soll im Folgenden ein Uberblick 
über die Ansätze gegeben werden, welche der Bestimmung eines eindeuti-
gen Preises auf einem unvollständigen Kapi ta lmarkt dienen. Die Ansätze 
benötigen ein Kr i te r ium zur Auswahl eines Preises (aus dem arbitragefreien 
Preisintervall). Hierfür  wi rd eine Nutzenvorstellung vorausgesetzt, so dass sich 
ein präferenzabhängiger  Wert ergibt. Beispielhaft für eine präferenzorientierte 
Bewertung wi rd nachfolgend der Ansatz von Davis  ausführlicher  vorgestellt. 
Darüber hinaus werden weitere, hierfür  vorliegende Ansätze sowie solche, wel-
che sich auf das Hedgingproblem beziehen, kurz skizziert. Eine Verbindung 
von Hedging- und Bepreisungsproblem stellen in unterschiedlicher Weise die 
Konzepte des lokalen Nutzens und der Bestimmung varianz-optimaler Port-
folios her. Auch sie sind Gegenstand der weiteren Ausführungen. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 17 

3.3.3.2 Präferenzabhängige  Optionswerte  und Η edging ans ätze 

3.3.3.2.1 Der „faire Optionspreis" nach Davis 

Von Davis 389 wird ein nutzenorientierter Grenzpreis für einen bedingten, 
nicht negativen Anspruch Β = Β (Τ ) ermittelt. Stellt sich der Preis so ein, 
dass die Änderung des Erwartungsnutzens aus einer marginalen Investition 
in den bedingten Anspruch zu Lasten der Investition in das sonstige Port-
folio gerade null ist, so ist nach Davis  ein „fairer  Opt ionspreis" 3 9 0 gefunden. 
Hierbei ist hinsichtlich des sonstigen Portfolios von einem aus einer optimalen 
Handelsstrategie hervorgehenden Endvermögen auszugehen. Darüber hinaus 
ist der bedingte Anspruch als hinzukommende Investitionsmöglichkeit zu be-
trachten, so dass die marginale Änderung des Erwartungsnutzens an der Stelle 
einer Investition von null in den neuen Anspruch zu berechnen ist. 

Vorausgesetzt wird eine im Innern des Definitionsbereiches zweimal ste-
t ig differenzierbare  Nutzenfunktion U : [0, oc) —» [—oc, oc) mit den Ei-
genschaften, wie sie in Abschnitt  2.2.3.1 eingeführt  worden ist, wobei spe-
ziell lim/40 U f(k)  = oc sein soll. (Ì7(0) erhalte den Wert —oc zugewie-
sen.) Es sei daran erinnert, dass für die eingeführten Nutzenfunktionen auch 
lim/^oo  U'{k)  = 0 sowie U'{.)  > 0 im Innern des Definitionsbereiches gelten. 
Zunächst soll eine Spezifikation des zugrunde liegenden Marktes, wie sie be-
reits formuliert  worden ist (in Abschnitt  2.1.2, S. 60, für den vollständigen 
Markt und in Abschnitt  3.1, S. 144, für den unvollständigen Markt) noch nicht 
vorausgesetzt werden. 

Auf Basis einer solchen Nutzenfunktion, welche den Nutzen des Endvermö-
gens zum Zeitpunkt Τ beschreibt, wird die folgende Funktion definiert: 

W(e,x,h):= sup E \u (χ χ~ε' ρ(Τ)  + ; (3.109) 
p(.)er L v Ai / J 

diese ist wie folgt zu verstehen: Ausgehend von einem Anfangsvermögen x, 
wird ein (nahezu verschwindend geringer) Betrag ε verwandt, um Einhei-
ten des Anspruches Β zu erwerben, dessen aktueller Preis h sei. Für ε wird 
somit ein Anspruch der Höhe f^B erworben. Auf Basis des verbleibenden 
Vermögens χ  — ε ist eine Portfolio-Optimierung  durchzuführen.  Hierbei ist der 
Erwartungsnutzen aus dem Endvermögen (unter Einbeziehung des stochasti-
schen Rückflusses Β ) über alle Portfolio-Prozesse  p(.) zu maximieren 3 9 1 . Die 
Portfolio-Prozesse  müssen hierbei der Menge Τ angehören. ( T kann als Menge 
aller (restringiert) zulässigen Portfolio-Prozesse  betrachtet werden.) Der faire 
Optionspreis h nach Davis  ist wie folgt definiert: 

3 8 9 Vgl. zum Folgenden Davis  (1997). Die Ausarbeitung geht auf eine erste Version aus 
dem Jahr 1994 zurück, vgl. die Zitation Karatzas/Shreve  (1998), S. 258. Eine Darstellung 
des Ansatzes von Davis  ist auch in Bingham/ Kiesel  (2004), S. 289-292, zu finden. 

3 9 0 Vgl. Davis  (1997), S. 217. 
3 9 1 Hier und im Folgenden soll, sofern keine Notwendigkeit besteht, (sprachlich) nicht 

zwischen einem Maximum und einem Supremum unterschieden werden. 
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18 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Ist für jedes Paar (x,p)  die Funkt ion ε —• W(e ìx ìp) an der Stelle ε = 0 
differenzierbar  und existiert eine eindeutige Lösung h der Gleichung: 

dW 
— ( O , z , / 0 = O , (3.110) 

dann ist h der gesuchte Optionspreis. 

V ( x ) bezeichne nun den mi t einem Ausgangsvermögen in Höhe von χ ma-
x imal erreichbaren Erwartungsnutzen ohne einen Handel im Anspruch Β ; es 
gelte also: 

V(x)  = 8up E[X x"(T)], 
per 

wobei X x,p(.)  für den Vermögensprozess zum Portfolio-Prozess  p(.)  beim Aus-
gangsvermögen χ  steht. Konsumprozesse werden generell nicht betrachtet 
(c(.) Ξ 0), so dass auch der Vermögensprozess entsprechend verkürzt cha-
rakterisierbar  ist. Dann gi l t Folgendes: 

Satz 3.9 Fairer  Optionspreis  nach Davis 392 

Ist  V(.)  auf  M++ differenzierbar  mit  V'{.)  < 0 und existiert  zu jedem  Aus-
gangsvermögen χ  G (x  — e, χ  + e) (e > 0) ein maximierender  Portfolio-Prozess 
ρ Ε  Τ, dann ist: 

Ε  ΙU' (χ χ' ρ(Τ))  Β] 
h = 1 , J J . (3.111) 

Beweis: 
Eine Tay/or-Entwicklung von U(.)  um den Punkt Χ

χ~ε' ρ(Τ)  führt  auf: 

U (χ χ-ε*(Τ) + j-B^j  = U (Χ χ~ε' ρ(Τ)) + j-BU' (Χ χ~ε' ρ(Τ)) + ο(ε). 

Vernachlässigt man den Term ο (ε)  m i t den Werten höherer Ableitungen als 
eins, so ergibt die Bi ldung des Erwartungswertes: 

E [ε/  (χ χ~ε' ρ(Τ) + iß)]  =E[U (Χ χ~ε,ρ(Τ))] + ^E IBU' (Χ χ~ε' ρ(Τ))] . 

Aus der Existenz eines optimalen Portfolio-Prozesses  in einer geeigneten Um-
gebung von χ  folgt für beliebiges ε : 0 < ε < e m i t Davis  (1997), S. 217 f. 
(Lemma 2): 

à S U P E [ u (Χ χ~ε' ρ(τ)  + ^Β)] 
per 

= £E  [U  (X'-*fi(T)  + f  B)] 

d_ 
de 

E [ί/  (χ*- ε,?5(Τ))] + f E [V (Χ χ~ε' ρ(Τ)) Βλ 

= V(x-e) 
3 9 2 Vgl. zu Satz und Beweis Davis  (1997), S. 217, 218 (Theorem 3); vgl. auch Bing-

ham/ Kiesel  (2004), S. 291 f., und Karatzas/Kou  (1996), S. 349 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

Daraus ergibt sich in Verbindung mi t der Bedingung (3.110) für den gesuchten 
Optionspreis: 

&W (E ,x,h) U = 0 = - V ' ( X ) + Ì E [ U ' ( X * - < - * ( T ) ) B ] | £ = 0  

+ Ì Ì e E i U ' ( X X - ^ ) B } 

und somit auch die im Satz angegebene Bedingung. • 

Für das Weitere werden nun wieder die allgemein zugrunde liegenden 
Marktbedingungen vorausgesetzt, wie sie in den Abschnitten  2.1.2 und 3.1 
eingeführt  wurden. Gemäß Abschnitt  3.3.2 ist die Endvermögensoptimierung 
auf einem diesbezüglichen Kapi ta lmarkt , welcher unvollständig ist, als Spezi-
alfall der Konsum- und Endvermögensoptimierung auf diesem Kapi ta lmarkt 
zu betrachten, indem ein Konsum von null unterstellt wird. Es kann somit auf 
die Ausführungen in Abschnitt  3.3.2.1 zurückgegriffen  werden. M i t den dort 
verwendeten Bezeichnungen ist nach Gl. (3.30) hierfür  der folgende Zielfunk-
tionswert zugrunde zu legen: 

V{x\  Κ ) := sup E [U(X x'°' p(T))] , (3.112) 
(0  ,p)eA(x-,K) 

wobei χ  wiederum das Ausgangsvermögen kennzeichnet. Satz 3.1 stellt eine 
Verbindung, mi th in unter bestimmten Bedingungen, eine Identi tät her zwi-
schen V(x]K)  und Vo(x)  als dem Zielfunktionswert auf dem Schattenmarkt 
Λ4ρ, welcher bereits durch die Wahl eines optimalen Schattenpreisprozesses 
z>(.) gekennzeichnet ist. Damit kann auch im Falle, dass ein dergestalt opti-
maler Schattenpreisprozess bestimmbar ist, der Optionspreis nach Davis  an-
gegeben werden. 

Satz 3.10 „Fairer  Optionspreis"  für Κ + nach Karatzas/Kou  (1996) S9S 

Gibt  es zu jedem  Anfangsvermögen χ  > 0 einen Schattenpreisprozess  />(.)  E 
V b und ein Paar  (0 ,ρ) E A(x]K+),  mit  dem das optimale  Endvermögen  er-
reicht  wird,  dann gilt: 

Β 
h(x)  = Ep 

SS(T) 
(3.113) 

Beweis:  Siehe die angegebene Quelle. 

Satz 3.10 besagt, dass der Optionspreis nach Davis  mi t dem Preis des zu 
bewertenden Anspruches auf dem dual-optimalen Schattenpreismarkt Λ4ρ 
übereinstimmt. Im Spezialfall eines vollständigen Marktes ist grundsätzlich 
z>(.) ξ 0, so dass der Optionspreis nach Davis  dem arbitragefreien  Preis des 
Anspruches auf diesem Markt entspricht. Ob sich ein vom Ausgangsvermögen 
abhängiger Optionspreis einstellt, bestimmt sich danach, ob der optimale 

393 V g l g 35^ z u g a t z u n c i Beweis. Vgl. zu dieser Aussage auch Davis  (1997), 
S. 219. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Schattenpreisprozess hiervon abhängt. Nach Abschnitt  3.3.2.1 ergeben sich für 
eine logarithmische Nutzen funk t ion 3 9 4 und unter der Voraussetzung determi-
nistischer Koeffizientenprozesse  für Nutzenfunktionen des „power t y p e " 3 9 5 die 
optimalen Schattenpreisprozesse unabhängig vom Anfangsvermögen 3 9 6 . Dies 
kann auf den allgemeinen Fall deterministischer Koeffizientenprozesse  bei Re-
strikt ionen, für welche ζ ( Κ + ) = 0 gi l t , ausgedehnt werden. 

Insofern führt  der Ansatz von Davis  für zahlreiche hier interessierende Nut-
zenfunktionen bzw. Restrikt ionstypen zu einem berechenbaren Optionspreis, 
wenn auch ggf. nur unter Rückgriff  auf die in Abschnitt  3.3.2.2 angegebe-
nen Algori thmen, also unter Umständen aufwendig und nur näherungsweise. 
Unter den wenig restriktiven Bedingungen des Systems B l 3 9 7 ist der Options-
preis stets im Intervall [hi 0W(K-),  hup(K+)]  arbitragefreier  Pre ise 3 9 8 ; allge-
mein kann dies jedoch nicht behauptet werden 3 9 9 . Kr i t isch zu sehen ist, dass 
nicht für sämtliche, nach den Prämissen zulässige Nutzenfunktionen oder Re-
str ikt ionstypen, also nicht stets, ein Optionspreis angegeben werden kann. Fer-
ner wi rd von einer Vermögenssituation des Investors ausgegangen, in welcher 
der Wert des Anspruches vernachlässigbar gegenüber dem sonstigen Vermögen 
ist. Es ist allerdings anzunehmen, dass der subjektive Wert der Opt ion für den 
Investor häufig auch durch das Ausmaß bestimmt wird, in dem durch den Er-
werb des bedingten Anspruches seine Vermögenssituation in t  = T beeinflusst 
wird. W i r d demgegenüber Β als Derivat aus den für die Portfol io-Bi ldung in 
Frage kommenden Basiswertpapieren betrachtet, so gewinnt der Ansatz von 
Davis  an Plausibi l i tät dadurch, dass unter der Annahme von Investoren mi t 
identischen Charakteristika eine Markt räumung dergestalt erfolgt, dass ein 
repräsentativer Investor eine Derivateposition gleich nul l in seinem Portfolio 
h ä l t 4 0 0 . In dieser Weise sich einstellende Derivatepreise werden auch als neu-
tral  bezeichnet. Es ist dann allerdings zu fragen, weshalb Derivate dann noch 
existieren. 

Der Bestimmung eines nutzenbasierten Optionspreises auf Basis geome-
trisch Brown'scher Bewegungen und unter der Bedingung eines unvoll-
ständigen Kapitalmarktes i.e.S. widmet sich speziell Henderson 401. Sie unter-
stellt in ähnlicher Weise eine vernachlässigbare Quant i tät des Optionspreises 
im Verhältnis zum Vermögen des Investors sowie logarithmische oder „Power-
type"-Nutzenfunktionen. 

3 9 4 Vgl. Beispiel  3.2. 
3 9 5 Vgl. Satz 3.3. 
3 9 6 Vgl. hierzu sowie zur folgenden Aussage Karatzas/Kou  (1996), S. 352 f. 
3 9 7 Vgl. S. 201. 
398 V g l Karatzas/Kou  (1996), S. 351 (Remark 7.3). 
399 V g l d e n Hinweis in Davis  (1997), S. 225. 
400 Ygj hierzu und zur folgenden Bezeichnung Kallsen  (2002a), S. 325 ff.,  insbesondere 

S. 326 f. 
4 0 1 Vgl. Henderson  (2001). 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

3.3.3.2.2 Das Konzept der lokalen Nutzenoptimierung nach Kallsen 

Kallsen 402 führt  das Konzept einer lokalen  Nutzenoptimierung  ein. Zugrun-
de gelegt werden Handelsprozesse φ(ί) = ( φ

1(t),... , φ
ά(ί)) (t Ε [0, Τ ] ) , welche 

die jeweils von einer Aktiengattung oder auch einem Derivat bzw. mehre-
ren Derivaten gehaltene Stückzahl beschreiben. Der Markt beinhalte hierbei 
d  riskante Wertpapiere. Betrachtet werden nun intergrierbare Handelsprozes-
se, die durch die Zugehörigkeit zu einer Menge Λ4 restringiert sind. Diese 
Handelsprozesse sollen als restringiert zulässig bezeichnet werden. Danach 
muss die Ausprägung eines Handelsprozesses zu jedem Zeitpunkt einer Menge 
Μ := {φ  E Rd \ gι(φ)  < 0, i  = 1 , . . . , /c, = 0, i  = k  + 1 , . . . , / } auf Basis 
differenzierbarer,  konvexer Funktionen gi  : Rd —» R, i  = 1 , . . . , /c, und affiner 
Funktionen gi  : Rd —» R, i  = k  + 1 , . . . , / , angehören. Unter Einbeziehung 
der vom Bond gehaltenen Stückzahl, welche in die Optimierung nicht integ-
riert ist, ergibt sich insgesamt eine selbst-finanzierende Handelsstrategie403 

(Portfolio-Strategie).  Eine restringiert zulässige Handelsstrategie φ(.) heißt 
„u-opt imal" , wenn sie im zeitdiskreten Fall die folgende Bedingung erfüllt: 

wobei U : R R eine auf ganz R definierte, durch U{0)  = Ο , ί /^Ο) = 1 
normierte, zweimal stetig differenzierbare  Nutzenfunktion mit sonst üblichen 
Eigenschaften repräsentiert.  AGt(tp)  '=  Gt((p)  — Gt~i((p)  mi t Gt((p)  := 
Σ * 8 = ι ^sASs beschreibt den barwert ig berechneten einperiodigen Gewinn aus 
dem risikobehafteten Portfolio. Hierbei beschreibt S den Vektor der Wertpa-
pierpreise (außer dem risikolosen Bond), die durch Division mit dem Wert 
des risikolosen Bonds normiert bzw. verbarwertet sind. Der damit wieder-
gegebene Ansatz ist ein Spezialfall einer allgemeinen, von Kallsen  betrach-
teten Prozessmodellierung, welche insbesondere kontinuierliche Prozesse mit 
einschließt. Für den allgemeinen Fall wird ein komplexer Ausdruck für den 
„periodigen" Nutzenbeitrag entwickel t4 0 4 . 

Das Konzept der lokalen Nutzenoptimierung unterstellt, dass der konti-
nuierlich bzw. in jeder Periode anfallende barwertige Gewinn unmittelbar 
konsumiert wird. Es wird dann diejenige Handelsstrategie gewählt, welche 
den höchsten Erwartungsnutzen aus den aggregierten Nutzenbeiträgen die-
ses Konsums erbringt. Wesentlicher Vor te i l 4 0 5 dieses Optimierungskonzeptes 
ist, dass die optimale Strategie zeitlich lokal ermittelt werden kann und keine 
simultane Betrachtung des gesamten (Rest-)Planungszeitraumes bis Τ zu er-
folgen hat. Dadurch vereinfacht sich die Berechnung im Vergleich zur bisher 
beschriebenen nutzenorientierten dynamischen Portfolio-Optimierung.  Zudem 
wird die Fehleranfälligkeit  gegenüber Modell-Miss-Spezifikationen reduziert. 

4 0 2 Vgl. zum Folgenden Kallsen  (1999). 
403 V g l K a i i s e n (1993) , S. 3, 7. 
4 0 4 Siehe hierzu Kallsen  (1999), S. 325. 
405 V g l Balisen  (1999), S. 322, 324, 326 f. 

E \U(AGt{ip))  U(AGt^))  , V£(.) restringiert zulässig, 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Darüber hinaus erweist sich bei rein kontinuierlichen Prozessen die u-optimale 
Strategie als lediglich vom Wert U"{0)  — neben Charakteristika der Wertpa-
pierprozesse — abhäng ig 4 0 6 . 

Einen Beitrag zum Hedging  bedingter Anspüche liefert  das Konzept der lo-
kalen Nutzenmaximierung bei geeigneter Spezifikation der Restriktionenmen-
ge. Für das Hedging von Derivaten ist bspw. von Portfolien auszugehen, wel-
che die betreffenden  Derivate stets in fixierter  Stückzahl beinhalten, und unter 
dieser Bedingung ist die Zahl der hinzuzuerwerbenden bzw. zu veräußernden 
Akt ien zu bestimmen. 

Zur Bepreisung  von Derivaten ist das Konzept des lokalen Nutzens eben-
falls anwendbar 4 0 7 . Hierzu ist zu einer u-optimalen Handelsstrategie ein 
äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß zu definieren, in Bezug auf welches die 
Wertpapierpreise Mart ingale sind. W i r d aus diesen nun dasjenige Wahrschein-
lichkeitsmaß P* gewählt, für das die zugrunde liegende u-optimale Handels-
strategie eine Position von nul l im Derivat vorsieht, so ergibt der Erwartungs-
wert der diskontierten stochastischen Auszahlung des Derivates bezüglich die-
ses Wahrscheinlichkeitsmaßes den Derivatepreis. Dieser wi rd folglich als neu-
traler  Preis e r m i t t e l t 4 0 8 . Dahinter steht, wie bereits erwähnt, die Vorstellung, 
dass sich die Derivatepreise so einstellen, dass die Markttei lnehmer nicht in 
untereinander verschiedener Weise Derivate nachfragen und insofern auch kein 
Handel darin mi t dem Ergebnis zeitweilig positiver (negativer) Bestände zu-
stande kommt. Ergänzend kann ein Sensitivitätsprozess  abgeleitet werden, 
mi t dem sich Derivatepreisänderungen abbilden lassen, welche auf von dem 
beschriebenen Gleichgewicht abweichenden Nachfrage-/Angebotssituationen 
beruhen 4 0 9 . Angewandt auf die ursprünglichen Derivatepreise lässt sich damit 
ein Preisintervall konstruieren, das eine Abschätzung der Robust hei t der De-
rivatepreise gegenüber geringfügig von nul l abweichenden Derivate-Positionen 
ges ta t te t 4 1 0 . 

Zum Konzept des lokalen Nutzens ist anzumerken, dass die Zerlegung ei-
nes ursprünglich intertemporalen Nutzenoptimierungsproblems in lokale Ein-
zelprobleme insbesondere hinsichtlich der Nutzenvorstellungen des Investors 
starke Vereinfachungen impliziert. So gesehen erscheint die Zerlegung einer 
Gesamt-Nutzenfunktion in Einzelfunktionen über die zu unterschiedlichen 
Zeitpunkten anfallenden Konsumbeträge als nicht unproblemat isch 4 1 1 . Die 
Festlegung des Konsums auf den Barwertzuwachs ist nicht nur im Hinblick auf 
die üblicherweise vorhandene Verteilungsmöglichkeit des Konsums über den 

4 0 6 Vgl. Kallsen  (1999), S. 326 (Theorem 3.5). 
4 0 7 Vgl. Kallsen  (2002b), insbesondere S. 120 ff. 
4 0 8 Vgl. S. 220. 
409 V g l h i e r z u Balisen  (2002b), S. 125 ff. 
4 1 0 Hierbei wird auch eine Verbindung zu den „good-deal bounds" gesehen, vgl. Kallsen 

(2002), S. 125, 128. 
4 1 1 Vgl. diesbezüglich bereits die Anmerkung in Fn. 162, S. 83. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Planungszeitraum hinweg als kr i t isch zu e rach ten 4 1 2 , sie bedeutet, zumindest 
für den diskreten Fall, auch die Notwendigkei t der Def in i t ion der Nutzenfunk-
t ion auf R, also unter Einschluss negativer Konsumbeiträge. Diesbezüglich 
erscheint jedoch die Aussagekraft  der Nutzenfunkt ion als zweifelhaft,  wenn 
darüber hinaus die Zie l funkt ion in einer ledigl ich addi t iven Aggregat ion der 
Perioden Nutzenbeiträge besteht, über welche schließlich noch eine Erwar-
tungswertb i ldung erfolgt.  Darüber hinaus ist die Bewertung von Derivaten 
mi t te ls neutraler Preise kr i t isch hinsicht l ich ihrer eigenen Annahme zu be-
trachten. Schließlich liefert  sie keine Erk lärung für das Hal ten eines (nicht 
verschwindenden) Derivatebestandes, dessen Bepreisung sie zum Ziel hat , so 
dass sie doch nachgerade die Existenz eines Derivates zur Voraussetzung hat. 
A u f der anderen Seite stehen die bereits erwähnten Vortei le, die das Nu t -
zenopt imierungsproblem wesentlich handhabbarer machen und verschiedene 
Anwendungen erlauben. Insbesondere i m Rahmen spezieller Gestal tungen er-
g ibt sich ein das Hedging- und Bepreisungsproblem vereinigender Ansatz, der 
zudem Verbindungen zu weiteren Ansätzen au fwe i s t 4 1 3 . 

3.3.3.2.3 Der „Sicherheitsäquivalent-Ansatz" von Fritelli 

Fritelli 1114 stel l t einen Ansatz vor, welcher der Best immung eines Sicher-
heitsäquivalentes vergleichbar ist. Zugrunde liegt eine — zumeist part iel-
le — Präferenzordnung  des Marktes, die besagt, dass für zwei nach un-
ten beschränkte, ^-τ-messbare Zufallsvariablen ζ und w  g i l t : ζ w 

EQ  ^ ( 5 O ( T ) ) - 1 ] < EQ  [ i ü ( 5 0 ( T ) ) _ 1 ] , VQ e Μ. Μ bezeichnet nun-
mehr die Menge aller zu Ρ äquivalenten Mar t i nga lmaße 4 1 5 . Ferner sei die 
Präferenzordnung  des Marktes auch auf Skalare anwendbar. M i t Hilfe der 
Präferenzordnung  ist eine Budgetmenge θ ( ζ ) : = {y  \ y  •< z, y  nach un-
ten beschränkt} für verschiedene Ausgangsvermögen bzw. zukünft ige beding-
te Ansprüche definiert.  Darüber hinaus sei eine auf einer Teilmenge der re-
ellen Zahlen definierte Nutzenfunkt ion U{.)  vorausgesetzt. Der Preis π(Β) 
des bedingten Anspruches Β, der nach unten beschränkt und ^ - m e s s b a r 
ist, muss nun Folgendes erfüllen: M i t geeignet definierten Funkt ionen VQ(.) 
und V ( . ) , so dass Vo(x)  = sup z G@( 0 ) E[U  (xSo(T)  +Z)]  (für Χ  e R) und 
V(B)  = s u p , G e ( 0 ) E[U(B  + Z)} g e l t e 4 1 6 : 

V&(7r(B))  = V(B). 

Dami t entspricht der Preis eines bedingten Anspruches dem Gegenwarts-
vermögen, welches (mindestens) nöt ig ist, u m in t  = Τ  ein Nutzenniveau, 

4 1 2 Kallsen  sieht selbst einen Kri t ikpunkt darin, dass es ein „less natural concept" ist; 
vgl. Kallsen  (1998), S. 8. 

4 1 3 Vgl. Kallsen  (1998), S. 17 ff. 
4 1 4 Vgl. hierzu Fritelli  (2000a). 
4 1 5 Bezüglich der hier nicht interessierenden Abwandlung der Maßmenge sei lediglich 

auf Fritelli  (2000a), S. 280, verwiesen. 
416 V g l F r i t e u i (2000a), S. 282. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

gemessen am Erwartungsnutzen, zu erreichen, das demjenigen entspricht, 
welches mi t dem bedingten Anspruch unter Berücksichtigung sämtlicher 
am Mark t möglichen kostenneutralen Modif ikationen des Auszahlungsprofils 
ebenfalls im günstigsten Fall erlangt werden kann. Die Menge der „kosten-
neutralen Modif ikationen" ist als Budget-Menge zum Budget nul l zu inter-
pretieren. Sie s t immt (i.d.R.) mi t der Menge kostenlos superreplizierbarer 
Ansprüche übere in 4 1 7 . 

Der von Fritelli  vorgeschlagene Preis bezieht sich auf eine fixierte,  nicht ver-
schwindende Position im bedingten Anspruch und unterscheidet sich von da-
her von den zuvor beschriebenen Ansätzen einer „neutralen" Bepreisung 4 1 8 . 
Es erfolgt  jedoch, analog zu diesen Ansätzen, keine Bepreisung im Kontext 
einer Opt imierung des gesamten Portfolios, innerhalb derer auch der Antei l 
des Derivates gegebenenfalls dynamisch anzupassen wäre. Dies erstreckt sich 
auch auf Situationen, in denen Interdependenzen zwischen verschiedenen, zu 
bepreisenden Derivaten Einfluss auf die Nutzensituation des Investors ha-
ben können. In dieser Hinsicht mag sich auch die i.d.R. bestehende Unvoll-
ständigkeit der Präferenzordnung  auswirken. Als Part ialmodell zur Ermi t t -
lung eines investorspezifischen Derivatewertes, welche nicht notwendig in einen 
Marktgleichgewichtskontext einzubetten ist, erscheint der Ansatz von Fritelli 
verwendbar. 

I m Folgenden werden Ansätze skizziert, welche auf die Minimierung ei-
nes durch die Unvollständigkeit des Marktes bedingten „Hedgingfehlers" ab-
zielen und sich folglich nicht (unmittelbar) auf in einer Nutzenfunkt ion re-
präsentierte Präferenzen  des Investors stützen — oder allenfalls eine in gewis-
sem Sinne extreme Nutzenvorstellung zugrunde legen. Gemeinsames Charak-
ter ist ikum ist der Rückgriff  auf die Föllmer/Schweizer-Zeriegung 419 bei der 
Able i tung einer optimalen Hedgingstrategie 4 2 0 . 

3.3.3.2.4 Risiko- und varianzminimierende Strategien 

Ausgangspunkt für die Ablei tung risikominimierender  Strategien,  welche 
für den hier eingeführten Marktrahmen beschrieben werden so l len 4 2 1 , ist ein 

417 V g l Fr i tel l i (2000a), S. 285. 
4 1 8 Vgl. Branger  (2002), S. 109. Ohne weitere Modifikation des Ansatzes ist die nut-

zenbewertete Vermögenssituation sogar auf das Budget beschränkt, welches letztlich dem 
abgeleiteten Wert des bedingten Anspruches entspricht. 

419 y g l Föllmer/Schweizer  (1991), S. 396; vgl. hierzu auch Grünewald  (1998), S. 75. 
4 2 0 Da bereits diverse Aufarbeitungen dieser Η edging ans ätze  über die Originalquellen 

hinaus existieren, ist eine ausführliche Beschreibung an dieser Stelle entbehrlich. Mi t einem 
Verweis auf die entsprechende Literatur werden somit lediglich die Grundzüge der Ansätze 
wiedergegeben. Vgl. zum Folgenden deshalb auch Bingham/Kiesel  (2004), S. 295 ff., 
Grünewald  (1998), insbesondere S. 61 ff.,  sowie Holtrode  (2000), S. 87 ff. 

4 2 1 Daraus wird die Allgemeinheit der in den Originalquellen zugrunde liegenden Gege-
benheiten zwar beschränkt; insbesondere werden lediglich stetige Wertpapierprozesse un-
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

bedingter Anspruch Β in t  = T,  welcher ^r-messbar i s t 4 2 2 . Gesucht ist ei-
ne Handelsstrategie, welche einen Vermögensprozess generiert, der „möglichst 
geringe, quadrierte Abweichungen" zu einem den Anspruch duplizierenden, je-
doch wegen der Unvollständigkeit des Marktes ggf. nicht realisierbaren Prozess 
aufweist. In der genauen Spezifikation dieser Abweichungen sowie bestimmten 
Rahmenbedingungen unterscheiden sich die im Weiteren formulierten  Opti-
mierungsprobleme. 

Es wird nun von folgendem „Duplikations"-Prozess ausgegangen: 
t  t 

Vt(v)  = /  <p'(s)-^dS(s)+C t(<p)  = J <p'{a)dZ{8)+Ct{<p),  t e [Ο,Τ],  (3.114) 
0 0 

für den Vr(ip)  = s^T ) S e ^ e n S°H· Hierbei bezeichnen φ{.)  einen Handelspro-
zess, der 

E [eil 
< oo + ΣΓ=ι (/oT|Vi(OI|Si(t) m) - r(t)) i) 

erfüllt,  sowie DS(t)  := Q ^ S(t),  t E [0, T],  den Vektor der diskontierten 
boyt) 

Aktienkursprozesse. 0 \ ψ ) bezeichnet einen Prozess kumulierter und verbar-
werteter Kosten mit E ^J^(dC t)2 cfój < oo und rechtsstetigen Pfaden; der 
Prozess ν \φ) hat diese Bedingungen ebenfalls zu erfüllen. Dividendenprozes-
se werden als identisch null angenommen. Zudem wird Β := - ^ ψ ) gesetzt. 

Hinweis:  Um die Darstellung zu vereinfachen, soll im Folgenden lediglich 
von einer Akt ie (neben dem Bond), d.h. von η = 1, ausgegangen werden. 

Gl. (3.114) besagt, dass der zu hedgende Anspruch Β (Β ) mit ei-
nem Prozess V((p)So(.) (ν.{φ))  erreicht wird, der zunächst auf Barwert-
Gewinnen/Verlusten aus der Investition bzw. Verschuldung in verfügbare  Ak-
tien beruht. Des Weiteren setzt sich dieser Prozess aus zusätzlichen, barwertig 
repräsentierten Zu- bzw. Abflüssen dC t zusammen4 2 3 . Dieser Kostenprozess 
kann als notwendige Ergänzung des mit den am Markt vorhandenen Akt ien 
generierbaren Portfolios angesehen werden, um den Anspruch Β zu erreichen. 
Die Ergänzung repräsentiert dann eine durch Markttransaktionen nicht zu 
schließende Lücke. Insofern macht es Sinn, einen Portfolio-Prozess φ{.)  zu su-
chen, bei welchem diese Lücke in gewisser Weise minimal wird. Hierzu wird 
der folgende Risikoprozess bet rachtet 4 2 4 : 

ÄM := Ε  [(Οτ(φ) - Ct&))2 \F t]  . (3.115) 

terstellt. Im Hinblick auf eine Skizzierung der Grundstruktur des Hedgingansatzes erscheint 
dies jedoch vertretbar. 

\ 2 " 4 2 2 Es soll ferner E [ s ^ T ) ) < 0 0 S e l t e n -

423 Q u r c h d e n Bezug auf Barwerte kann auf die Berücksichtigung des Handels-Prozesses 
im risikolosen Bond verzichtet werden. 

424 V g l Föllmer/Schweizer  (1991), S. 394. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Gesucht ist nun ein Handelsprozess φ*(.)  aus der Menge Φ der Handelspro-
zesse, die GL (3.114) mi t den angeführten Regularitätsbedingungen erfüllen, 
dergestalt, dass für jeden Zeitpunkt t  G [Ο,Τ] g i l t 4 2 5 : 

Rt(<P*)  < Rt{v>),  V<p(.) G Φ, und ψ{.)  ist Fortsetzung von φ*(.)  in t. 

Ist der Anspruch Β bereits mi t den Kapitalmarktpapieren, d.h. im hier verein-
fachten Fall durch Handel in Bond und Akt ie, erreichbar, ergibt sich ein Kos-
tenprozess von null, mi th in gi l t i?t(</?*) = 0 (Vi) und φ*(.)  ist der Β duplizie-
rende Prozess. Ein nicht erreichbarer  Anspruch wird hingegen zu ÄQ(<£*) > 0 
führen 4 2 6 . 

Für den Spezialfall, dass der diskontierte Aktienkurs ein Mart ingal 
bezüglich des ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsmaßes Ρ ist — dies ist bei 
b(.)  = r( .) der Fall —, zeigen Föllmer/Sondermann 427, dass der Kostenprozess 
im Mittel  selbst-finanzierend  ist; das heißt, es gi l t : 

E [ C T - C T \ F T ] = 0 , T E [Ο,Τ]. 

Der Kostenprozess und der minimierende Handelsprozess sind aus der 
Kunita/Watanabe-Zerlegung 428 des Β duplizierenden Prozesses ν(φ)  zu er-
mitteln. Danach besitzt der Duplikations-Prozess die folgende Darstellung: 

t 
V t(<p)  = Bo + J < A 5 ) d T > S ( 5 ) + L B ( i ) , t  G [Ο ,Τ ] , (3.116) 

ο 

wobei BQ .Fo-messbar ist und LB(.)  ein quadrat-integrierbares Mart ingal mi t 
Anfangswert  L(0) = 0 darstellt, das orthogonal zum Mart ingal DS(.)  ist. 
V t((p)  = Ε  [Β  I F t]  (t  G [Ο,Τ]) ist ein P-Mart ingal . Der Kostenprozess Ct 

kann folglich identifiziert  werden als Ct  = Bo + LB(t)  (t  G [Ο,Τ]). Der mini-
mierende Handelsprozess ist gemäß φ*(ί) = φ

Β(ί)  (t  G [Ο,Τ]), also durch den 
Integranden des stochastischen Integrals in der obigen Darstellung, (eindeu-
tig) gegeben. Unter Ausnutzung der Othogonalität zwischen den Prozessen 
DS(.)  und LB(.)  kann durch Bi ldung des vorhersehbaren quadratischen Ko-
variationsprozesses zwischen V t und DS(.)  der minimierende Handelsprozess 

4 2 5 Hierbei wird der Begriff  der „Fortsetzung" von Handelsprozessen verwendet. Im We-
sentlichen ist ein Prozess α(.), welcher Fortsetzung eines anderen Prozesses 6(.) im Zeitpunkt 
t  ist, dadurch charakterisiert, dass er bis t  fast sicher mit dem Prozess 6(.) übereinstimmt. 
Im gegebenen Kontext ist lediglich eine Abweichung in der Stückzahl der in t  gehalte-
nen risikolosen Bonds möglich. Vgl. genauer Föllmer/Sondermann  (1986), S. 212, Holtrode 
(2000), S. 89. 

426 V g l Föllmer/Schweizer  (1991), S. 394, Holtrode  (2000), S. 88 (Bemerkung 6.1.1). 
427 V g l Föllmer/Sondermann  (1986), S. 213. 
428 Vgl  Karatzas/Shreve  (1991), S. 180 f. Danach besitzt jedes quadrat-integrierbare 

Martingal M i eine bis auf UnUnterscheidbarkeit eindeutige Zerlegung: M i ( . ) = M2(.) + 
Ms(.)  in die quadrat-integrierbaren Martingale und Ms(.),  welche orthogonal zu-
einander sind. (·) kann sogar als stochastisches Integral dargestellt werden durch 
M2(t)  = J'o X(s)  dW(s)  (t  G [0,T]) mit X(.)  £ £  — vgl. S. 48. Dabei sind zwei Martingale 
M2{.)  und Ms(.)  orthogonal zueinander, wenn ihr quadratischer Kovariationsprozess fast 
sicher gleich null ist (Vi G [0,T]); vgl. Karatzas/Shreve  (1991), S. 31. 
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3.3 Die Invest i t ionsprobleme im M a r k t k o n t e x t 7 

auch d u r c h 4 2 9 : 
d(V uDS(t) ) _ r n T l 

beschr ieben werden . D e r i m B o n d z u h a l t e n d e B e t r a g e r g i b t s ich aus = 
V t{tp*)-<p*(t)DS(t)  (t  €  [0, Ϊ']). 

I m a l l geme inen Fa l l , dass der A k t i e n k u r s bezüg l i ch des u r s p r ü n g l i c h e n 
Wahrsche in l i chke i t smaßes ke in ( bzw . n i ch t n o t w e n d i g e in) M a r t i n g a l , son-
d e r n l ed ig l i ch e in speziel les S e m i m a r t i n g a l is t , l e i t en Föllmer/Schweizer^ 0 

eine l oka l - r i s i kom in i e rende H e d g i n g s t r a t e g i e her . A l l g e m e i n e Vo rausse t zung 
is t danach , dass D 5 ( . ) 4 3 1 da rges te l l t w e r d e n k a n n gemäß: 

DS(t)  = dso + M(t)  + A{t),  t  G [0 ,T ] , (3.117) 

w o b e i dso .Fo-messbar sowie M ( . ) e in l oka l q u a d r a t - i n t e g r i e r b a r e s M a r -
t i n g a l 4 3 2 m i t M{0)  = 0 s i n d u n d A{.)  e inen Prozess end l i che r Va -
r i a t i o n m i t J4(0) = 0 rep räsen t ie r t . Z u d e m muss d ie B e d i n g u n g 
E [dsl  + [DS] T  + \A(T)\ 2]  < oo e r f ü l l t  s e i n 4 3 3 . 

E i n e lokal-risikominimierende  H e d g i n g s t r a t e g i e is t d a n a c h d a n n gegeben, 
w e n n sie s ich gegenüber ( ze i t l i ch - ) l oka len S t ö r u n g e n als o p t i m a l i m S inne v o n 
m i n i m i e r e n d fü r  R.(.)  nach G l . (3 .115) e rwe is t . H i e r b e i w i r d der H a n d e l s p r o -
zess {ip(t)}{o<t<T}  i m Z e i t p u n k t ti (i  = 0 , . . . , r a ) ve rg l i chen m i t d e m Prozess 
cp(t)  + v(t)l( tiiti+ 1]  (t e [ Ο , Τ ] ) , w o b e i Π = { ί 0 , ί ι , · · · e ine Ze r l egung des 
I n t e r v a l l s [ 0 , T ] i s t , de ren W e i t e gegen n u l l s t r e b t 4 3 4 ; ferner  s te l l t ry(.) e inen 

4 2 9 Der Unterschied zwischen dem vorhersehbaren quadratischen Kovariationsprozess 
(X , Y) und dem bisher verwendeten quadratischen Kovarianzprozess [X, Y] in Bezug auf 
die Prozesse X(.)  und Y(.)  sei  anhand des zeit-zustandsdiskreten Falles veranschaulicht. 
Danach gilt (vgl. Dothan  (1990), S. 94 f.) für  t  G [0,T]: 

[X,  Y]t  = XoYo  + EUl  (X(e)  - X(8  - 1)) (Y(8)  - Y(s  - 1)), 
(X , Y)t  = E [XoYo]  + EUl E [(*(*)  - - !)) W  - y ( 5 - !)) I ^ - i ] · 

Das Inkrement des vorhersehbaren quadratischen Kovariationsprozesses beinhaltet somit 
eine erwartete  Kovarianz zwischen den Prozessinkrementen und folglich einen vorher-
sehbaren Zuwachs aus Sicht des unmittelbar vorausgehenden Zeitpunktes (vorhersagba-
rer Prozess). Demgegenüber ist das Inkrement des quadratischen Kovariationsprozesses 
eine Zufallsvariable aus Sicht des jeweils vorausgehenden Zeitpunktes. Bezüglich zeit-
zustandskontinuierlicher Prozesse vgl. Dothan  (1990), S. 259 ff.  Da für stetige Martingale der 
vorhersehbare quadratische Kovariationsprozess und der quadratische Kovariationsprozess 
übereinstimmen (vgl. v.  Weizsäcker  /Winkler  (1990), S. 101, 148), soll die Unterscheidung 
nicht vertieft  werden. 

430 Y g j z u m Folgenden Föllmer/Schweizer  (1991); vgl. a u c h bereits Schweizer  (1988; 
1991). 

4 3 1 Bei mehrwertigen Aktienkursprozessen hat dies entsprechend für jede Komponente 
zu gelten. 

4 3 2 Die Lokalisierung bedeutet, dass das gestoppte Martingal M ( r n ) quadrat-
integrierbar sein muss, wobei r n eine beliebige nicht-fallende Folge von Stoppzeiten mit 
l i m n ^ o o τ η —> oo, fast sicher, ist. 

4 3 3 Zu den Bedingungen siehe insbesondere Föllmer/Schweizer  (1991), S. 391, Holtrode 
(2000), S. 162. 

4 3 4 Eine genaue Beschreibung findet sich bei Grünewald  (1998), S. 77 f., Holtrode  (2000), 
S. 94 f., vgl. auch Schweizer  (1988), S. 43. Zum hier verwendeten Zerlegungsbegriff  vgl. S. 41. 
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8 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

beschränkten vorhersagbaren Prozess dar. Daraus lässt sich die folgende Be-
dingung für den Kostenprozess zum optimalen Handelsprozess ab le i ten 4 3 5 : 

Ct (t  G [Ο,Τ]) ist ein quadrat-integrierbares Mart ingal, das orthogonal zur 
Martingalkomponente M ( . ) des Semimartingales DS(.)  (gemäß Gl. (3.117)) 
unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ ist. 

Ferner gibt es eine optimale Handelsstrategie genau dann, wenn es eine 
Föllmer/Schweizer-  Zer legung 4 3 6 zum Anspruch Β mi t folgender Gestalt gibt: 

t 

B = Bo + J <ρ
β(β)<ΖΊΛ$(5) + Ζ , Β ( Ί ) , t  G [Ο ,Τ ] , (3.118) 

ο 

wobei φ
Β(.)  die bereits eingeführten Regularitätsbedingungen erfüllen muss 

und L B ( . ) (wiederum) ein quadrat-integrierbares Mart ingal repräsentiert, wel-
ches orthogonal zu Μ ( . ) ist. Der optimale Kostenprozess ist dann wiederum 
durch Ct = BQ + LB(t)  (0 < t < T),  der optimale Handelsprozess durch 
φ*(.) = φ

Β(-) mi t ν?ο(·) = — gegeben. Eine Zerlegung gemäß 
Gl. (3.118) kann über eine zweifache Kunita/Watanabe-Zerlegung  des Akt i -
enkursprozesses gesucht werden 4 3 7 . Ausgehend von den Zerlegungen des zu 
hedgenden Anspruches: 

τ 

Β = Bo + J  ß(s) dM(s) + (É (Τ) - É0) 
ο 

und des Integralterms über den Prozess endlicher Variation in der Zerlegung 
des Semimartingales DS(.): 

τ τ 
J tpB(s)  dA(s)  = Äo + J ß(s)  dM(s)  + (Ä(T)  - Äo), 
0 0 

muss mi t der Darstellung des zu hedgenden Anspruches nach Gl. (3.118) gel-
ten: 

τ 

Β = Bo + Äo + J (ip B(s)  + dM(s)  + ( L B ( T ) + Ä(T)  - Ä0) 
ο 

sowie 
φ

Β(.)  + μ(.)  = μ(.) « ψ
Β{.)  = μ{.) - μ{.) . 

Für den hier zugrunde liegenden Fall stetiger Aktienkursprozesse entspricht 
der Duplikationsprozess dem Erwartungswert des zu duplizierenden Anspru-
ches unter einem bestimmten, (fast sicher, fast immer) eindeutig gegebenen 

435 y g l Holtrode  (2000), S. 95, mit Hinweisen auf die Primärliteratur. 
4 3 6 Vgl. auch Grünewald  (1998), S. 75. 
4 3 7 Vgl. Schweizer  (1991), S. 397. Vgl. auch Grünewald  (1998), S. 76, sowie zur Existenz 

einer solchen Zerlegung Schweizer  (1995), S. 590 ff. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ
4 3 8 . Ρ heißt minimales  Martingalmaß und besitzt 

die Eigenschaft, dass jedes unter Ρ quadrat-integrierbare und zu Μ ( . ) ortho-
gonale Mart ingal ein Mart ingal unter Ρ bleibt. Da Ρ Martingalmaß ist, ist 
insbesondere auch DS(.)  ein P-Mart ingal . Die Dichte von Ρ kann beschrieben 
werden durch die Einführung des Maßwechselprozesses: 

- [  a(s)  dM(s)-±  [  a2(s)  d{DS) 

Z(t)=e  » 2» , t  G [Ο,Τ]. 

Hierbei ergibt sich der vorhersagbare Prozess a(.) aus der Darstellung A(t)  = 
f*a(s)d(DS).  Die Existenz eines eindeutigen Maßes Ρ ist damit äquivalent 
dazu, dass Z(.)  ein Mart ingal ist. Es gilt dann: dP  = Z(T)dP.  Der Duplika-
tionsprozess besitzt nunmehr eine Darstellung als P-Mart ingal : 

Vt{<p*)  = Ep[B\Ft], *G[0,T] . 

Die optimale Strategie ergibt sich damit aus: 

d(V uDS(t) ) _ r n T l 

sowie mit = V t - ip*(t)DS(t)  (t  G [0,T]). 

Die für die Ermi t t lung risiko-minimierender Strategien betrachtete Funk-
t ion R.(.)  — in Verbindung mit dem Duplikationsprozess V(.)  — stellte auf 
die Minimierung quadratischer Abweichung von Zu- und Abflüssen ab, wel-
che für die Duplikation des Anspruches Β (bzw. barwertig B ) unumgänglich 
sind. Sobald der Anspruch Β folglich nicht durch Kapitalmarkttransaktio-
nen erreicht werden kann und somit ein nicht-verschwindender Kostenprozess 
notwendig ist, wird auch die duplizierende Handelsstrategie (ν?ο(·)> ψ '{-)) nicht 
selbst-finanzierend sein. So gesehen kann aber auch alternativ das Risiko mini-
miert werden, welches als erwartete quadratische Abweichung zwischen dem 
betrachteten Anspruch Β und End werten von Portfolien besteht, die gera-
de durch selbst-finanzierende Handelsstrategien erzeugt werden können. Eine 
diesbezügliche Optimierung wird als varianz-minimierendes Hedging 439 be-
zeichnet. 

Für das Folgende werden Handelsstrategien φ{.) aus der Menge Φ betrach-
tet, die die Regularitätsbedingungen der Handelsstrategien aus der Menge Φ 
erfüllen, für die eine Verbindung zur Gl. (3.114) nun allerdings nicht mehr 
besteht. Stattdessen werden die folgenden Optimierungsprobleme bezüglich 
des zu hedgenden Anspruches B440 betrachtet: 

(Hl)  : min E \(B  - c - Gt&))2]  , c > 0, 

(H2): min E \(B  - c - 0τ(φ)) 21, 

4 3 8 Vgl. zum Folgenden Föllmer/Schweizer  (1991), S. 398 ff. 
4 3 9 Vgl. hierzu die Beiträge von Duffie/Richards on (1991), Schweizer  (1992, 1996), 

Pham/Rheinländer/Schweizer  ( 1998). 
4 4 0 Es wird wiederum von barwertig formulierten  Prozessen ausgegangen. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

wobei Gt(ip)  = fo  (p(s)  dDS(s)  (t  G [ 0 , T ] ) wiederum den (barwertigen) 
Gewinn-/Verlust-Prozess zur Handelsstrategie φ(.) bezeichnet. (Der Einfach-
heit halber sei weiterhin von nur einer gehandelten Akt ie mi t diskontiertem 
Kurs-Prozess DS(.)  ausgegangen.) Das Problem (Hl)  beinhaltet die Minimie-
rung des Hedgefehlers in t  = T , der bei einem gegebenen Ausgangs ver mögen 
c in t  = 0 über einen selbst-finanzierenden Handelsprozess ents teht 4 4 2 . 
Demgegenüber wird im Problem (H2)  das Anfangsvermögen (bzw. die An-
fangsverschuldung) in die Optimierung einbezogen. Ein sich danach ergeben-
der optimaler Wert c kann als Preis für den bedingten Anspruch in t  = 0 
betrachtet werden 4 4 3 . 

In Schweizer  (1992) wird das Problem (7Y1) unter den folgenden 
zusätzlichen Annahmen bzw. Umformungen gelöst: Betrachtet sei ein durch 
zwei Wiener-Prozesse (VFi(.), W2O) charakterisierter  Wahrscheinlichkeits-
raum. Zunächst wird der Wiener-Prozess Ws(.)  definiert  über: 

t  t 

W 3(t)  := J  p(s)  dWi(s)  + J  yj\  - (p(s)) 2 dW 2(s),  te  [Ο ,Τ ] , 
ο ο 

wobei dem Prozess p(.)  mi t \p(t)\  < 1 (te  [Ο,Τ]) die Interpretation einer 
Korrelation zukommt, welche dadurch als Prozess eingeführt  wird. Auf dem 
Markt wird eine Akt ie gehandelt, deren (diskontierter) Kursprozess durch: 

dDS(t)  = DS(t)  (p d(t)  dt  + ad(t)  dW 3(t)),  t e [Ο ,Τ ] , DS0 > 0, 

beschrieben ist. Hierbei muss gelten: < ^ d \ ist ein deterministischer 
W i ) J o < t < T 

Prozess. Der optimale Handelsprozess ergibt sich aus der Lösung einer stochas-
tischen Differentialgleichung 444. Sei hierzu die Lösung der stochastischen 
Differentialgleichung: 

dG* t=e(G* t)dDS t, Gl = 0, 

mit 
θ(<3?) = ψ{1)  + a(t)(Vt(<p)  + c - Gl). 

Hierbei ist a(t)  := ^TTTSTX G Ρ / ^ Ί ) · Φ(-) i s t  d e r  l o k a l " 
( J d \ t ) D b \ t ) 

risikominimierende Handelsprozess und V t(<p)  der zugehörige Duplikations-
prozess, welcher mit dem minimalen Wahrscheinlichkeitsmaß Ρ verbunden 
ist. Die Lösung φ*(.)  des Optimierungsproblems (Hl)  ist dann durch: 

<p*(t)  = e(G* t) = <p(t)  + a(t)(V t(<p)  + c - G H , t  G [0 ,T ] , (3.119) 

4 4 1 Hierbei muss allerdings nicht X(t)  = G(t)  (t  G [0,T]) gelten — mit X(.)  als dem 
zugehörigen Vermögensprozess. Vielmehr ist für den Vermögensprozess die aufgrund der 
Diskontierung im Gewinn-/Verlust-Prozess nicht zu beachtende Anlage/Verschuldung im 
risikolosen Bond zu berücksichtigen. 

442 V g l z u diesem Problem insbesondere Schweizer  (1992). 
443 Ygi hierzu Schweizer  (1996); vgl. zum Problem der Preisbestimmung bereits Schäl 

(1994). 
4 4 4 Vgl. Schweizer  (1992), S. 175. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

gegeben. Gl. (3.119) zeigt — in Gestalt des zweiten Summanden auf der 
rechten Seite — damit zugleich die Abweichung der optimalen Strategie im 
Verhältnis zur optimalen Strategie des lokal-risikominierenden Problems. Das 
Optimierungsproblem (Ή2)  kann ebenfalls über ein besonderes Maß gelöst 
werden. Hierfür  ist zunächst der folgende Begriff  einzuführen: 

Ein signed Φ-martingale  measure auf dem messbaren Raum (Ω , ^ 7 ) ist 
ein „signed measure" 4 4 5 , welches die Bedingungen: ζ)[Ω] = 1, Q Ρ mi t 

E < oc sowie E [ H P ^ t M ] = 0, V<p(.) e φ erfüllt. Ρβ (Φ ) bezeichne 

die Menge aller signed Φ-martingale measures. 

Ein besonderes signed Φ-martingale measure ist das so genannte varianz-
optimale  Maß P. Dieses ist wie folgt definiert: 

Ρ := arg min Var 
QE Ρ,(Φ) 

dQ 
dP 

= arg min E dQ  x 2 

dP - 1. 

Über das varianz-optimale Maß Ρ ist der Gegenwarts-Preis c des Anspruches 
Β in der Lösung des Problems (H2)  gegeben du rch 4 4 6 : 

c = Ep [B]  . 

Sofern die entsprechenden Voraussetzungen erfüllt  sind, ist die optimale Stra-
tegie dann durch Gl. (3.119) mit c = c bestimmt. 

Das varianz-optimale Maß kann auch über einen so genannten „Anpas-
sungsprozess" hergeleitet werden, auf den hier jedoch nicht vertiefend einge-
gangen werden so l l 4 4 7 . Zudem ist zu beachten, dass das varianz-optimale Maß 
nicht generell ein Wahrscheinlichkeitsmaß repräsentiert. Für stetige Prozes-
se wird eine so genannte Strukturbedingung  formuliert,  so dass Ρ ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß ist — mit der Konsequenz, dass erst dadurch die Arbitra-
gefreiheit  des abgeleiteten Preises für den bedingten Anspruch sichergestellt 
i s t 4 4 8 . Darüber hinaus stimmen varianz-optimales und risikominimierendes 
Maß nur unter bestimmten Bedingungen bezüglich der Komponenten der Ak-
tienkursprozesse übere in 4 4 9 . Grundsätzlich sind die Maße somit zu trennen. 
Für stetige Semimartingale ist das varianz-optimale Maß stets äquivalent zum 
ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsmaß P 4 5 0 . 

Die vorgestellten Hedgingansätze der Ermi t t lung (lokal-)risikominimieren-
der Handelsstrategien implizieren extrem risikoaverses Verhalten. Vor dem 
Hintergrund verschiedener Nutzenvorstellungen, welche zur Abbi ldung von 

4 4 5 Ein solches Maß kann einen der Werte oo oder —oo annehmen; vgl. Billingsley (1995), 
S. 427, Taylor  (1997), S. 61. 

4 4 6 Vgl. Schweizer  (1996), S. 211. 
4 4 7 Vgl. hierzu Schweizer  (1996), S. 218 ff.,  Grünewald  (1998), S. 81 f. i.V.m. S. 40. 
4 4 8 Vgl. Schweizer  (1996), S. 222 f. 
4 4 9 Vgl. zu Bedingungen, wann denen die Maße gleich, Schweizer  (1996), S. 217, 226. 
450 V g l Delbaen/Schachermayer  (1996). 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Investorenverhalten bereits betrachtet w u r d e n 4 5 1 , erscheint eine derart extre-
me Risikoneigung als wenig plausibel. Allerdings betrifft  diese K r i t i k letztl ich 
alle auf Hedging abzielenden finanzwirtschaftlichen  Ansätze, welche die dem 
Risiko gegenüberstehende positive Erfolgskomponente (erwarteter Erlös, Ren-
dite o.a.) außer Acht lassen. Der varianz-optimale Ansatz mi t vorgegebenem 
Anfangsvermögen kann diesbezüglich als Maximierung des Erwartungsnut-
zens auf Basis einer quadratischen Nutzenfunkt ion angesehen werden 4 5 2 . Eine 
quadratische Nutzenfunkt ion weist jedoch eine zunehmende absolute und rela-
tive Risikoaversion auf und wi rd deshalb nicht als Abbi ldung einer plausiblen 
Nutzenvorstellung be t rach te t 4 5 3 . 

Dami t zusammenhängend ist auch die Ermi t t lung eines Optionspreises 
im varianz-optimalen Ansatz unter Einbeziehung des Anfangsvermögens 
als zu optimierende Variable krit isch zu sehen. Die auf dem vollständigen 
Mark t abgeleiteten Optionspreise erhielten ihre Rechtfertigung durch Arbi-
tragemöglichkeiten, die sich bei einer nach oben oder nach unten abweichen-
den Bewertung ergeben. Somit ist lediglich ein monoton mi t dem Vermögen 
ansteigender Nutzenverlauf zu unterstellen, um die Bewertung in einen Nut-
zenkontext stellen zu können, der dazu noch kaum eingeschränkt ist. Die-
se Interpretat ion ist für den aus dem varianz-optimalen Ansatz abgeleiteten 
Preis nicht mehr gegeben, da dieser Preis keinen entsprechenden F ixpunkt 
mehr repräsentiert, welcher durch Marktreakt ionen etabliert wird. Die Ein-
deutigkeit des Preises ergibt sich nur dann, wenn extreme Nutzenvorstellun-
gen gelten, die — bspw. im Unterschied zur Preisermitt lung nach Davis  — 
für einen potentiellen Käufer und einen Verkäufer  in jeweils identischer Weise 
zu unterstellen sind. M i t Ausnahme gewisser Regularitätsbedingungen sind 
die Handelsprozesse in den beschriebenen Hedgingansätzen nicht restringiert. 
Folglich ist ein unvollständiger Mark t stets als unvollständig im engeren Sin-
ne vorauszusetzen. Hiervon abweichende Gestaltungen der Unvollständigkeit, 
wie Leerverkaufs-  oder sonstige Verschuldungsrestriktionen, sind nicht abbild-
bar. Die Hedgingansätze sind also auch bezüglich der Restriktionen, welche 
berücksichtigt werden können, beschränkt. 

Schließlich setzt eine weitere, anschließend skizzierte Vorgehensweise der 
Bepreisung bedingter Ansprüche an der Auswahl eines mi t der Arbitragefrei-
heit des Marktes zu vereinbarenden Wahrscheinlichkeitsmaßes an. Dieses wi rd 
herangezogen, um den Wert des Anspruches als Erwartungswert seiner Aus-
zahlung, ggf. korrigiert durch einen Numeraire-Titel (Diskontierung), zu be-
stimmen. Hierfür  wi rd das Wahrscheinlichkeitsmaß mi t der maximalen Entro-
pie bzw. der minimalen Cross-Entropie aus einer durch A-priori-Informationen 
eingeschränkten Menge zulässiger Wahrscheinlichkeitsmaße ausgewählt. 

4 5 1 Vgl. hierzu Abschnitt  2.2.3.1. 
4 5 2 Vgl. Duffie/ Richardson  (1991), S. 6, Schweizer  (1992), S. 173. 
453 V g l ebenfalls Abschnitt  2.2.3.1. Einschränkend bereits Schweizer  (1992), S. 173. Zu 

einer kurzen Diskussion der Verwendung quadratischer Nutzenfunktionen, insbesondere im 
Kontext des Hedging bedingter Ansprüche, vgl. Breuer/Gürtler  (2001), S. 602 ff. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

3.3.3.2.5 Bepreisung bedingter Ansprüche mittels Entropie 

Der Optionspreisermitt lung mi t Hilfe der Entropie liegt folgender Gedanke 
zugrunde 4 5 4 : Geht man zunächst davon aus, dass sich die Preise der am Mark t 
beobachteten Wertpapiere jeweils als Erwartungswert ihrer Auszah lung 4 5 5 er-
geben, kann unter den danach möglichen äquivalenten Martingalmaßen dasje-
nige ausgewählt werden, welches statistisch am häufigsten auf t r i t t .  Ohne über 
die vorhandenen Wertpapierkurse hinausgehende Informationen wi rd dadurch 
schlicht die wahrscheinlichste Wahrscheinlichkeitsverteilung genommen, wenn 
a priori von gleich wahrscheinlichen Ereignissen ausgegangen wird. Dies ent-
spricht der Maximierung der Entropie,  welche für das Wahrscheinlichkeitsmaß 
Q definiert  ist a l s 4 5 6 : 

H(Q)  = £ Q M In Q(U)  = - E Q [ln Q]. 

ωΕΩ 

Ohne jedwede Vorabinformation  weist die Gleichverteilung den höchsten 
Entropiewert auf. Wäre somit bspw. die Gleichverteilung per se bereits mi t 
den beobachteten Wertpapierkursen i.o.S. vereinbar, wie dies der Fall ist, wenn 
keine  relevanten Wertpapierpreise vorliegen, würde die Gleichverteilung auch 
zur Bepreisung eines (insbesondere nicht duplizierbaren) bedingten Anspru-
ches herangezogen. 

Liegt demgegenüber eine weitergehende Information in Gestalt einer A-
priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung,  repräsentiert durch das Wahrscheinlich-
keitsmaß P , über die möglichen Umweltzustände vor, ohne dass jedoch die 
beobachteten Wertpapierpreise bereits Mart ingale unter diesem Wahrschein-
lichkeitsmaß wären, so kann ein äquivalentes Mart ingalmaß gewählt werden, 
welches unter Ρ am wahrscheinlichsten i s t 4 5 7 . Ist Ρ selbst ein Martingalmaß, 
so ist auch Ρ selbst unter Ρ am wahrscheinlichsten. Das Wahrscheinlichkeits-
maß mi t der höchsten Wahrscheinlichkeit unter Ρ ist dasjenige, für welches die 
Cross- Entropie  min imal ist. Diese wiederum ist in Bezug auf ein äquivalentes 
Wahrscheinlichkeitsmaß Q definiert  d u r c h 4 5 8 : 

ω e Ω ^ ' 

Für sich betrachtet, erscheint die Auswahl eines in gewisser Weise „häufigsten" 
Wahrscheinlichkeitsmaßes aus einer durch die Unvollständigkeit des Wissens-
standes bestimmten Menge nicht zwingend; die Vorgehensweise ist insbe-
sondere nicht entscheidungstheoretisch begründet. Erst durch eine Verbin-
dung zur Erwartungsnutzenmaximierung gewinnt sie ökonomischen Gehalt. 

4 5 4 Es soll hier lediglich die Grundidee wiedergegeben werden. Eine ausführliche 
Erörterung mit weiterführenden Literaturhinweisen findet sich in Branger  (2002), deren 
Ausführungen auch der im Folgenden gegebenen Darstellung zugrunde liegen; vgl. hier ins-
besondere ebd.,  S. 114 ff. 

4 5 5 Der Aspekt der Diskontierung bzw. des Numerairebezuges wird im Folgenden ver-
nachlässigt. 

456 V g l Branger  (2002), S. 115. 
4 5 7 Vgl. Branger  (2002), S. 129. 
458 V g l Branger  (2002), S. 118. 

ln Q M 
Ρ(Ω) 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Diese besteht darin, dass die Minimierung der Cross-Entropie einer Maxi-
mierung des Erwartungsnutzens zu einer exponentiellen Nutzenfunkt ion ent-
sp r i ch t 4 5 9 . Dami t besteht aber lediglich ein beschränkter Nutzenbezug, für den 
zudem die gegenüber anderen Nutzenfunktionen vergleichsweise ungünstigen 
Eigenschaften der exponentiellen Nutzenfunkt ion hinsichtlich der implizier-
ten Risikoaversionscharakteristika zu beachten s i n d 4 6 0 . Darüber hinaus er-
streckt sich die Verbindung zwischen der Minimierung der Cross-Entropie und 
der Maximierung des exponentiellen Nutzens nicht auf über unvollständige 
Märkte i.e.S. hinausgehende, komplexere Portfolio-Restriktionen,  wie bspw. 
Leerverkäufe 4 6 1 . 

Fasst man nunmehr sämtliche bisher besprochenen Ansätze zusammen, 
kann festgehalten werden, dass noch kein vol l befriedigendes Konzept für 
die Bepreisung bedingter Ansprüche vorliegt. Insofern bleibt es dem jewei-
ligen Anwender überlassen, einen situationsabhängig geeigneten Ansatz aus-
zuwählen. Hierbei ist sicherlich auch die Komplexi tät der Umsetzung dieser 
Lösungskonzepte zu erwägen. Aus entscheidungstheoretischer Perspektive zu-
mindest erscheinen die primär am Erwartungsnutzenprinzip ausgerichteten 
und auf diesbezüglich plausible Nutzenvorstellungen rekurrierenden Ansätze 
einen Vorzug zu besitzen. Zu berücksichtigen ist ferner, dass die vorgestellten 
Ansätze teilweise in der Abbi ldung komplexer Unvollständigkeitssituationen 
wesentlich eingeschränkt sind. 

Vor dem Hintergrund der gerade getroffenen  Feststellung soll im Folgenden 
die Ermi t t lung von Wertgrenzen zu bedingten Ansprüchen weiterverfolgt  wer-
den. Hierbei w i rd eine realoptionstheoretische Fragestellung zugrunde gelegt. 
Es geht nachfolgend mi th in um die Untersuchung einer speziellen Realopti-
onsproblematik auf einem unvollständigen Kapi ta lmarkt , wobei die Unvoll-
ständigkeit des Kapi ta lmarkts in Bezug auf die involvierten Wirtschaftssub-
jekte einer differenzierten  Betrachtung unterzogen wird. 

3 .3.4 R e a l o p t i o n e n a u f u n v o l l s t ä n d i g e n M ä r k t e n 

3.3.4-1 Vorbemerkungen  zum untersuchten  Aspekt 

Die Bewertung von Handlungsmöglichkeiten im Bereich von Sachinvestitio-
nen, welche gemeinhin als Realoptionen bezeichnet werden, erfolgt  bis dato 
nahezu ausschießlich unter den idealen Bedingungen eines vollkommenen und 
vollständigen Kapitalmarktes oder, im Ergebnis diesen Bedingungen gleich-
kommend, unter der Vorgabe eines exogenen Diskontierungszinssatzes nach 

459 Ygj hierzu insbesondere Branger  (2002), S. 186 ff.,  Fritelli  (2000a) sowie zur Verbin-
dung mit dem minimalen Martingalmaß Delbaen/Grandits/Rheinländer/Samperi/Schwei-
zer/Stricker  (2002), Bellini/Fritelli  (2002). 

4 6 0 Vgl. diesbezüglich Abschnitt  2.2.3.1. 
4 6 1 Zumindest entzieht sich eine derartige Erweiterung meiner Kenntnis. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Entscheidungsregeln unter Unsicherhei t 4 6 2 . Der Preis eines bedingten Anspru-
ches ist dann auf einem arbitragefreien  Mark t eindeutig.  Die hierfür  erforder-
liche Duplikationsmöglichkeit beliebiger Zahlungsmuster ist für die in Sach-
investitionen liegende Unsicherheit eine hehre Forderung, beinhalten doch ge-
rade sie oft Unsicherheitsquellen, die am Kapi ta lmarkt gar nicht oder nur 
beschränkt gehandelt werden. 

Es soll deshalb eine Bewertung von Realoptionen untersucht werden, wel-
che auf die für unvollständige Kapi ta lmärkte i.w.S. entwickelte Bewertung 
bedingter Ansprüche zurückgreift.  Diesbezüglich besteht die Möglichkeit, den 
Wert eines bedingten Anspruches subjekt iv, d.h. über die durch eine Nutzen-
funkt ion zum Ausdruck kommenden Präferenzen  des Investors, zu bestimmen 
oder aber eine arbitragefreie  Bewertung durchzuführen.  Der erste Weg führt 
zu einem eindeutigen Preis aus Sicht eines Investors und i.d.R. unterschied-
lichen Preisen zwischen verschiedenen Investoren. Lediglich wenige Ansätze 
greifen diesen Aspekt auf, indem sie auf die nutzenorientierte Bewertung be-
dingter Ansprüche auf unvollständigen Kapi ta lmärkten — in der Regel im 
engeren Sinne — rekurrieren.  Das dabei behandelte Problem besteht in der 
Bepreisung eines Anspruches, dessen Underlying zwar nicht selbst gehandelt 
wird, wohl aber ein Gut /F inanzinstrument, dessen Wert durch einen stochas-
tischen (Kurs-)Prozess bestimmt wird, welcher mi t demjenigen des Underly-
ings korreliert ist ( „ S u b s t i t u t " ) 4 6 3 . Bei der nutzenbezogenen Bewertung einer 
Realoption im Rahmen der Bewertung des gesamten Unternehmens entstehen 
unterschiedliche Preise aus Käufer- bzw. Verkäufersicht,  die zwar im Zusam-
menhang bspw. eines Unternehmenskaufes ein positives Verhandlungsintervall 
eröffnen  mögen, i.d.R. aber ohne spezifische Kenntnis der Nutzenvorstellun-
gen, die der jeweiligen Bewertungssicht zugrunde liegen, nicht eingegrenzt 
werden können. Es kann folglich seitens des Optionsinhabers kein „objekt i -
ver" Mindestwert abgeleitet werden, den jeder Käufer aufbringen muss. Unter 
anderem diesem Aspekt gi l t die Eingrenzung von Werten bedingter Ansprüche 
durch die arbitragefreie  Bewertung auf unvollständigen Kapi talmärkten, wel-
che den Ausgangspunkt für die weiteren Betrachtungen bildet. Dabei verhin-
dert die Marktunvol lständigkeit , den Bereich arbitragefreier  Preise auf einen 
einzigen Wert zu beschränken; es verbleibt vielmehr ein Intervall  derarti-
ger Preise. Dieses Intervall wi rd bestimmt durch einen Käufer- und einen 
Verkäuferpreis,  wie sie in Abschnitt  3.3.3.1.1 behandelt wurden. 

Eine Erklärung für den Befund, dass das Schri f t tum Realoptionen bis-
her kaum unter dem Blickwinkel der arbitragefreien  Bewertung auf unvoll-
ständigen Märkten betrachtet hat, mag neben der Nicht-Eindeutigkeit des 
Preises u.a. darin liegen, dass für viele Restriktionen nicht einmal aussa-
gefähige Grenzen entstehen. In dem von Hubalek/Schachermayer 464 betrach-

4 6 2 Vgl. bereits Abschnitt  2.2.4. 
463 Vgl Henderson  (2002) sowie allgemeiner die nutzen- und hedgingorientierten 

Ansätze des Abschnittes  3.3.3.2. 
4 6 4 Vgl. Hubalek/Schachermayer  (2001). 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

teten Fall einer (gewöhnlichen) europäischen Kaufopt ion auf ein nicht gebän-
deltes Gut , dessen Risikoprofil  m i t einem gehandelten Gut sehr hoch, jedoch 
nicht vollständig posit iv korreliert ist, können nur tr iviale Wertgrenzen aus 
der Arbitragefreiheitsbedingung  abgeleitet werden. Auch hier soll dies später 
anhand einer amerikanischen Kaufoption, mittels welcher die Möglichkeit der 
Wahl eines Anfangs-Zeitpunktes für eine Sachinvestition abgebildet werden 
kann (Warteoption), und, in einem erweiterten Restrikt ionenkontext, einer 
als europäische, indizierte Kaufopt ion spezifizierten Realoption veranschau-
licht werden. Zu Letzterer wi rd — unter der Annahme konstanter Koeffizien-
tenprozesse — dargelegt, dass bereits für „einfache" Restriktionen in der A r t , 
wie sie im Schri f t tum Verwendung finden, die Wertobergrenze der inhärenten 
Wahlmöglichkeit unendlich, die Wert untergrenze hingegen nul l ist, sofern die 
Beschränkungen binden. Das heißt, dass der Bereich arbitragefreier  (nicht ne-
gativer) Preise für die Realoption nicht einschränkbar ist. I m Falle der ame-
rikanischen Kaufopt ion zeigt sich dies, indem die Untergrenze gleich dem In-
vestitionswert bei sofortiger  Ausübung ist, so dass als Wertuntergrenze für 
das „eigentliche Opt ionse lement" 4 6 5 nul l anzusetzen ist. „Realopt ion", Für 
die als europäische Kaufopt ion interpretierte Realoption lässt sich demge-
genüber das „Wahlelement" von einem Referenzwert  für die Investit ion ohne 
Wahlmöglichkeit nicht sinnvoll trennen. In diesem Fall stellen sich die extre-
men Wertgrenzen in Bezug auf das gesamte Investit ionsprojekt ein. Wirken die 
Restriktionen demgegenüber aus Käufer- und/oder Verkäufersicht  nicht bin-
dend, ergeben sich diesbezüglich die Werte des vollständigen Kapitalmarktes. 
Für einfache europäische Kaufoptionen auf komplexer modellierte Prozesse 
des Underlyings, wie insbesondere solchen mi t stochastischer Volat i l i tät , zei-
gen sich ebenfalls vornehmlich tr iviale Wertgrenzen 4 6 6 . 

Dem Aspekt „ t r iv ia ler" und insofern aussageloser Wert-Intervalle soll de-
tail l ierter nachgegangen werden. Es wi rd hierzu ein bedingter Anspruch in Ge-
stalt einer Kaufopt ion zugrunde gelegt, welcher — zumindest näherungsweise 
— spezielle Wahlentscheidungen im Bereich von Sachinvestitionen abzubil-
den vermag. Hinsichtl ich der Wertdeterminanten des Anspruchs werden dif-
ferenzierte  Konstellationen „einfacher" Restriktionen, welche sich aus einer 
Kombinat ion von Vollständigkeit, Leerverkaufsverbot  und Unvollständigkeit 
i.e.S. in Bezug auf die Einzeldeterminanten ergeben, untersucht. Die Frage, 
ob es Realoptionen gibt, denen auch auf unvollständigen Kapi ta lmärkten un-
abhängig von den Präferenzen  des Investors ein (echt) positiver Wert zuge-
wiesen werden kann, ist dann zu bejahen, wenn sich ein positiver Käuferpreis 
i.o.S. ableiten lässt. Dies würde implizieren, dass Unternehmenswerte auch 
auf unvollständigen Kapi ta lmärkten stets unter Einbeziehung von Realoptio-
nen in Form „noch offener"  Wahlmöglichkeiten zu berechnen sind, wobei ihr 
Wertbeitrag ein Verhandlungsintervall m i t sich bringt. Umgekehrt würde ihre 

465 V g l F n 2 6 7 , S. 133. 
4 6 6 Vgl. hierzu Cvitanic/Pham/Touzi  (1999) und Frey/Sin  (1999), wobei Letztere Be-

dingungen für das Auftreten trivialer Wertgrenzen herleiten. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 7 

Vernachlässigung einen als sicher zu betrachtenden Wertbestandteil ignorie-
ren. U m eine Antwort auf die damit aufgebrachte Fragestellung zu geben, wi rd 
der mi t Bezug auf Realoptionen neue Aspekt eingebracht, dass aus Sicht des 
Inhabers des bedingten Anspruches die Wertkomponenten anderen Restriktio-
nen unterliegen können als dies für andere Markttei lnehmer, unter welche hier 
gerade nicht ein potentieller Käufer zu rechnen ist, g i l t 4 6 7 . Es soll dann davon 
gesprochen werden, dass der Mark t differenziert  unvollständig  ist. Eine sol-
che Unterscheidung erscheint durchaus nahe liegend, wenn man die Annahme 
eines Lieferungs-/Leistungsauftrages  als Eingehen einer Short-Position inter-
pretiert und die Möglichkeit hierzu allein dem Produzenten zubil l igt. E in Un-
ternehmen kann dann bspw. in seinem eigenen Produkt long oder short gehen, 
während bezüglich der von ihm nachgefragten Vorprodukte die Übernahme 
einer Lieferverpflichtung (Short-Position) zwar nicht für das Unternehmen 
selbst, aber für seine(n) Zulieferer  möglich ist. 

Für die weitere Erörterung wi rd von der in Abschnitt  2.2.4468 eingeführten 
Warteoption ausgegangen. U m den Bezug für das Folgende zu erleichtern, wer-
den das Auszahlungsprofil  des Anspruches sowie die relevanten Kursprozesse 
wiederholt. Allerdings wi rd nunmehr von einem endlichen Planungszeitraum 
ausgegangen. Zugrunde liegt somit der bedingte Anspruch: 

Die Prozesse für das Underlying V( . ) und den Vorleistungswert / ( . ) werden 
für  t  G [Ο/Γ]  beschrieben durch: 

Hierbei seien die Wiener-Prozesse W v(.) und W 1 (.) ggf. korreliert mi t 
dem konstanten Koeffizienten  pjy.  U.U. sind auch „Dividendenprozesse" 
zu berücksichtigen. Die Prozesse V( . ) bzw. / ( . ) mi t den Anfangswerten 
Vo bzw. To können entsprechend der Vorgehensweise in Abschnitt  2.2.4469 

über stochastische Differentialgleichungen  auf Basis von zwei stochastisch 
unabhängigen Wiener-Prozessen dargestellt werden. Hierzu ist der Wiener-
Prozess W ! ( . ) durch den Wiener-Prozess W ! ( . ) zu ersetzen, so dass sich 
über σ := ( σ ^ · ) ^ = ι > 2 mi t ση := σν,σ 12 := 0 , σ 2 ι : = ριν&ι und σ22 := 

— p j y ä i die bereits bekannten stochastischen Differentialgleichungen  für 

4 6 7 Eine zwischen verschiedenen Marktteilnehmern differenzierende  Restriktion im Rah-
men eines Problems der dynamischen Portfolio-Optimierung  ist in Basak  (1995) zu finden; 
vgl. hierzu S. 154. Dort wird eine Mindestkapitalanforderung  formuliert,  die sich auf eine 
spezielle Gruppe von Marktakteuren und auch für diese lediglich auf einen Zeitpunkt inner-
halb des Planungsintervalls bezieht. Im Blickpunkt steht dabei der Einfluss der untersuchten 
Markt-Restrikt ion auf Marktpreise. Damit unterscheidet sich der Ansatz wesentlich von der 
hier präsentierten Modellierung und dem ihr zugrunde liegenden Untersuchungsziel. 

4 6 8 Vgl. insbesondere S. 132. 

B(t)  = max [V(t)  - I(t),  0] (t  G [0, T ] ) . (3.120) 

dV(t) 

dl it) 

(3.121) 

(3.122) 

4 6 9 Vgl. hierzu S. 135. 
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8 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

den Output - und den Vorleistungswert prozess ergeben, welche dem Folgenden 
zugrunde liegen und der Einfachheit halber nochmals angegeben werden: 

I m Folgenden werden Arbitragegrenzen für die angesprochenen indizierten 
Kaufoptionen amerikanischen und europäischen Typs bestimmt. Die Käufer-
und Verkäuferpreise  werden unter Rückgriff  auf die hierzu vorliegenden Aus-
sagen des Abschnittes  3.3.3.1.1, somit mi t Bezug auf die Sätze 3.4 bis 3.8, 
ermit tel t . Bevor dabei auf mögliche Effekte  einer differenzierten  Restriktio-
nenspezifikation im Rahmen der bereits charakterisierten europäischen Kauf-
opt ion eingegangen wird, soll die Problematik eines Wert nach weises bei Un-
vollständigkeit des Marktes verdeutlicht werden. Hierzu wi rd die Warteoption, 
welche sich als amerikanische Kaufopt ion darstellt, betrachtet. 

3.3.4-2 Zur  Bewertung  einer  optionalen  Wahl  des Investitionsbeginns 

Die Opt ion zur Wahl des Init i ierungszeitpunktes einer Investit ion (Warte-
option) wi rd gemäß Abschnitt  2.2.4 als amerikanische Kaufopt ion auf den 
bei Ini t i ierung realisierbaren Ertragswert des Outputs unter Aufwendung des 
Vorleistungsbarwertes modelliert. Dabei wi rd zunächst der Fall eines determi-
nistischen Prozesses für die Vorleistungswertentwicklung angenommen. Unter 
dieser Voraussetzung w i rk t für amerikanische Calls eine positive Zeitdri f t  in 
der Wertentwicklung des Underlyings im Erwartungswert erhöhend auf den 
zukünftigen Ausübungswert, so dass, grob gesprochen, der Wertzuwachs dem 
Optionsinhaber nicht verloren geht. Anders verhält es sich hingegen, falls das 
Underlying Ausschüttungen an den Eigentümer mi t sich bringt, welche folg-
lich nicht zu einer Erhöhung des Under lying-Wertes führen, auf den allein 
sich jedoch die Opt ion bez ieh t 4 7 0 . Für Realoptionen können gleichermaßen 
Rückflüsse durch die Nicht-Ausübung der Opt ion, also das Warten mi t dem 
Investitionsbeginn, entgehen. Sie werden durch den nicht realisierten Dividen-
denstrom einer Finanzoption modelliert. Für ökonomische Problemstellungen, 
die mi t dem hier betrachteten Ansatz modellierbar sind, sind stets entgehen-
de Zahlungen zu unterstellen, da die Ausübung der Opt ion (vor Fäll igkeit) 
sonst nie sinnvoll w ä r e 4 7 1 . M i t Blick auf das Darstellungziel genügt es, Opt i -
onstypen heranzuziehen, auf welche die zuvor beschriebenen, im Wesentlichen 
dem Schri f t tum entlehnten Ergebnisse zur Ermi t t lung von Arbitragegrenzen 
angewendet werden können. Insofern wi rd für den Fall eines unvollständigen 

4 7 0 M i t Blick auf die Analogie zu Realoptionen sind dividendengeschützte Finanzoptio-
nen hier nicht von Belang. 

4 7 1 Vgl. Dixit/Pindyck  (1994), S. 149. In diesem Fall wäre der Optionswert gleich dem 
aktuellen Wert des Underlyings, vorausgesetzt der Barwert der Auszahlung würde durch 
die Diskontierung gegen null streben; vgl. zum Nachweis Karatzas/Shreve  (1998), S. 62. 

dV(t)  = V(t)  (b v dt  + au dW v(t))  , 
dl(t)  = I(t)  (bj  dt  + σ2 ι dW v(t)  + σ2 2 dW\t))  . 

(2.109) 
(2.110) 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Kapitalmarktes die Warteoption als nicht dividendengeschützte, amerikani-
sche Kaufoption mit endlicher Laufzeit modelliert. Als (bedingte) Referenz 
auf dem vollständigen Kapitalmarkt dient der Wert einer nicht dividenden-
geschützten amerikanischen Kaufoption mit unendlicher Laufzeit, da hierfür 
nach Abschnitt  2.2.4 eine geschlossene Lösung vorliegt. 

Zugrunde liegt die durch das Auszahlungsprofil  (3.120) beschriebene Warte-
option. Zudem wird hinsichtlich der Dividendenraten, wie bereits in Abschnitt 
2.2.4 v o n δι = 0 ausgegangen. Es werden nun die Fälle eines deterministischen 
und eines stochastischen Vorleistungswertprozesses separat behandelt. 

1. Fall:  Warteoption mit deterministischem Vorleistungswertprozess 472; σ / Ξ 
0, (5/ Ξ 0 

Der optierte Prozess kann für  t > 0 dargestellt werden als: 

B(t) = ΰ(ν(ί), I(t)) = max [V(t)  - /(*), 0] 
= eh,t max [v ( i ) - J0 , θ] =: eb,iü{V{t )), (3.123) 

wobei V(t) = V(t)e~ blt(t e [Ο,Τ]) aus den Definitionsgleichungen (2.106) 
entnommen ist. M i t den dargestellten Gleichheitsbeziehungen des Anspruches 
B( . ) seien zugleich die Funktionen #(. , . ) und ΰ( .) definiert. ΰ

ν ( . ) und ΰ
κ { . ) 

sollen sich aus ΰ( . ) analog den Funktionen ΰ
ν ( . ) bzw. ϋ

κ ( . ) aus der Funktion 
#(.), wie in Abschnitt 3.3.3.1.1 dargestellt, ergeben. 

Verkäuferpreis : 
Der Verkäuferpreis,  und somit die Preisobergrenze, ist nach Satz gegeben 

durch: 

htv{K+) = sup£; 0[e- r^ V(y(T),/(r))]  =supEo[e- { r- bl)T^ v(V(r))] 

sup Eo 
res 

e~(r-bi)r gUp [ e-«")ü(V(T)e- U)] 

ueK 
(3.124) 

Leerverkaufsverbot : 
Betrachtet man den Fall, dass ein Leerverkauf  von V(.) nicht möglich ist, 

so gilt zunächst Κ  = R+ und ζ(ι/) = 0; damit ist ( r G S bei.): 

ù := arg max \ e~^^d(V(T)e~ u)\ = arg max max \ V(r)e~ u — /ο,Ο = 0 
ueK  L -1 ueK  L -1 

und es ergibt sich mit ν = ν ein Verkäuferpreis  von: 

h£p(K+) = sup^o [ e - ( r - 6 / ) T m a x [Ϋ(τ) - / 0 , o ] ] . 

Dies entspricht dem Preis der amerikanischen Kaufoption auf dem unrestrin-
gierten Kapitalmarkt. Die Leerverkaufsrestriktion  wirkt sich hier nicht aus, da 

4 7 2 Die nachfolgend aufgeführten  Fallgestaltungen für unvollständige Kapitalmärkte sind 
in Karatzas/Kou (1998), S. 234 ff.,  mit 6/ = 0 und in Bezug auf Kaufoptionen mit endlicher 
Laufzeit mi t δγ = 0 zu finden. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

das den Verkauf hedgende Portfolio eine Long-Position in V(.) imp l iz ie r t 4 7 3 . 
Als Referenzausdruck  kann der Wert hAC(VQ)  einer amerikanischen Kaufop-
t ion bei unendlicher Laufzeit herangezogen werden, wie er in Abschnitt  2.2.4 
angegeben ist. 

Unvollständiger  Kapitalmarkt  i.e.S.: 
Falls ein Handel in V(.)  nicht möglich ist, sind Κ  = Μ sowie ζ(ν) = 0. 

Daraus folgt: 

ù := arg max = arg max max |^Vr(r)e_i / — /ο, oj = —oo. 

Der Verkäuferpreis  ist somit unbeschränkt hup(K+)  = o o 4 7 4 . Da ein Handel 
im Underlying nicht möglich ist und der Veräußerer der Kaufoption somit die 
zugrunde liegende Akt ie bzw. den optierten Ertragswert des Outputs nicht 
erwerben kann, würde er im Falle eines Kursanstieges die Steigerung des Op-
tionswertes nicht durch Kapitalmarkttransaktionen replizieren können. Bei 
unbegrenztem Gewinnpotential der Aktie, resp. Output-Ertragswert ist er 
folglich nicht bereit, die Option zu verkaufen, sofern er nicht Gefahr laufen 
möchte, bei bestimmten Umweltentwicklungen in Bezug auf den Aktienkurs 
durch Veräußerung der Option ungünstiger dazustehen als durch deren Hal-
ten. 

Käuferpreis: 
Zur Bestimmung des Käuferpreises,  mi th in der Preisuntergrenze, ist Satz 

wenig hilfreich. Denn für die rechte Seite der Gl. (3.102), wobei hier #(.) an 
die Stelle von #(.) t r i t t , ergibt sich: 

so dass für einen Markt mi t einer Leerverkaufsrestriktion  und einen unvoll-
ständigen Kapitalmarkt i.e.S., für welche jeweils ζ(ν) = 0 gilt und ν  wegen 
Κ = M+ bzw. Κ = Μ nicht durch eine reelle Zahl nach oben beschränkt ist, 
u(Vo) = 0 folgt. Die Untergrenze kann mi t Hilfe dieses Satzes somit nicht 
eingegrenzt werden. Demgegenüber kann sie in beiden betrachteten Fällen ei-
nes unvollständigen Kapitalmarktes mi t Anmerkung zu Satz 3.8 bestimmt 
werden, wobei auf die Ergänzung um einen nicht-verschwindenden Dividen-
denprozess abzustellen ist. 

4 7 3 Vgl. Karatzas/Kou  (1998), S. 236, 241, die den duplizierenden Portfolio-Prozess  auf 
dem vollständigen Kapitalmarkt aufführen. 

4 7 4 Nach Karatzas/Kou  (1998), S. 232 (Remark 5.15), gilt zumindest für amerikanische 
Kaufoptionen mit endlicher Laufzeit (und ohne Dividende aus dem Underlying) ù A < oo 
ζ  (ι/)  + ν  ist auf Κ  nach unten beschränkt; hierbei kennzeichnet ν  den Schattenpreisskalar 
zur Aktie, auf die die Kaufoption lautet. 

= sup EQ  e - ( r - f e / ) r inf \e-^u):d{V{T)e- u) 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 1 

Leerverkaufsverbot 
Für ein Leerverkaufsverbot  sind ζ(ν) = 0 und Κ  = R + , so dass der Term 

ζ  (ν)  + v  > 0 und nach oben nicht durch eine reelle Zahl beschränkt ist. Damit 
gilt nach dem ersten Teil der Anmerkung unmittelbar: 

Unvollständiger  Kapitalmarkt  i.e.S.: 
Aus dem zweiten Teil dieser Anmerkung folgt für einen unvollständigen 

Kapitalmarkt i.e.S. dieselbe Preisuntergrenze: 

In beiden Fällen ergibt sich die Preisuntergrenze somit aus dem Wert bei so-
fortiger  Ausübung. Da der Ermi t t lung des Käuferpreises  eine — in gewissem 
Sinne — pessimistische Wertentwicklung zugrunde zu legen ist, berücksichtigt 
der so spezifizierte Käufer, dass das optierte Objekt an Wert verliert bzw. 
sogar wertlos wird. Damit könnte auch eine (nicht-verschwindende) Verschul-
dung, die für den Erwerb des Anspruches eingegangen wird und aufgrund der 
Marktrestr ikt ion nicht in einer Short-Position im Underlying bestehen kann, 
nicht mit Sicherheit bedient werden. 

2. Fall:  Warteoption mit stochastischem Vorleistungswertprozess 
Unter Zugrundelegung der Prozessdefinitionen nach den Gl. (3.121) und 

(3.122) werde nunmehr in allgemeinerer Form die amerikanische indizierte 
Kaufoption betrachtet, welche im Intervall [Ο,Τ] ausübbar ist und eine Aus-
zahlung bei Ausübung in Höhe von B(t)  = max[V(t)  — /(£), 0] gemäß Gl. 
(3.120) mit sich bringt. Zudem ist von einem zweidimensionalen Schattenpreis-
[prozess-] vektor f [( .) ] := (v\  [(.)], [(·)]) auszugehen. 

Verkäuferpreis: 
Für den Preis eines Verkäufers  gilt nach Satz (Gl. (3.101)) Folgendes: 

Bei einem Leerverkaufsverbot  bezüglich / ( . ) sind unabhängig davon, ob ein 
solches auch für V(.) gilt oder diesbezüglich ein vollständiger Markt voraus-
gesetzt werden kann, E M+ und ζ (ν ) = 0. M i t v\ E R+ oder v\ = 0 ist 
dann in beiden Fällen bezüglich / ( . ) : 

hfo W(K-  = R_) = B(0)  = max [V 0 Jo ,0] . 

hf ow(K_  = {0}) = B{0)  = max [VQ  - J0 ,0] . 

htv{K+)  = sup£; 0[e-^ V(y(r),/(r))] 

. (3.125) 

ù arg max 
ueK 

arg max e~ c ( i / ) i ? (y ( r )e - i / 1 ,1( r )e 

arg max max [V(r)e U1 — I(r)e ^2 ,θ ] = (0, oo)/. 

Der Verkäuferpreis  lautet damit: 

h£p(K+)  = sup Eo  [max [V(r), 0]] 
res 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Dies entspricht dem Preis einer amerikanischen Kaufopt ion mi t einem Ba-
sispreis von nul l auf einem vollständigen Kapi ta lmarkt . Möchte folglich der 
Verkäufer  dieser Kaufopt ion in der Lage sein, sich durch geeignete Portfolio-
Bi ldung mi t dem Veräußerungserlös zu hedgen, muss er den vollen Preis des 
Underlyings verlangen. Dies ergibt sich daraus, dass zur Dupl ikat ion der Wert-
entwicklung der Opt ion auf einem vollständigen Mark t eine Short-Position im 
Prozess / ( . ) einzugehen ist, welche jedoch aufgrund des Leerverkaufsverbotes 
im zugrunde liegenden unvollständigen Mark t ausgeschlossen i s t 4 7 5 . Da die 
für die Dupl ikat ion nötige Verschuldung in / ( . ) bis auf den Wert nul l sinken 
könnte, wi rd bei der Bestimmung des Verkäuferpreises  von dieser extremen 
Entwicklung ausgegangen. 

Der Wert der amerikanischen Kaufopt ion mi t Basispreis nul l ist für eine 
unendliche Laufzeit gemäß Gl. (2.108) mi t Io = 0 und folglich a — 0 gegeben 
durch hAC(V(t))  = V(t).  Da eine amerikanische Kaufopt ion mi t endlicher 
Laufzeit höchstens den Wert einer sonst identischen Opt ion mi t unendlicher 
Laufzeit haben kann, ihr Wert ferner  mindestens so hoch sein muss wie bei 
sofortiger  Ausübung, gi l t : 

hup(K+)  = Vo. 

Dies entspricht z.T. zudem der Aussage von Satz 3.8 bezüglich der Preisober-
grenze, da hier ζ(ν)  + nicht negativ auf Κ  ist. 

Käuferpreis: 
Bei der Bestimmung des Käuferpreises  ist wiederum unmit telbar Satz 3.8 

heranzuziehen. Exist iert ein Leerverkaufsverbot  für  V(.)  bei gleichzeitigem 
vollständigen Mark t oder auch einem Leerverkaufsverbot  bezüglich / ( . ) , ist 
insbesondere die Zusatz-Voraussetzung des zweiten Teiles von Satz 3.8, in 
Gestalt der Bedingung (3.105), erfüllt.  Es gi l t nämlich: ζ(ν) = 0, v\  G M+, so 
dass ζ(ν)  + vi  nicht durch eine reelle Zahl nach oben beschränkt ist. Ferner 
existiert zu jedem v i stets ein V2 mi t (^1,^2) £ K , nämlich in Gestalt von 
V2  — 0, so dass ζ  (ν)  + V2  < 0 . Die Preisuntergrenze ist damit unmit telbar 
durch den Wert bei sofortiger  Ausübung gegeben als: 

hf ow = max [Vo Io,0]. 
Für einen in Bezug auf V(.)  unvollständigen  Kapitalmarkt  i.e.S.  kann mi t 
Satz 3.8 dieselbe Preisuntergrenze abgeleitet werden, falls für / ( . ) ebenfalls 
eine solche Marktrestr ik t ion besteht. Dies gi l t auch, wenn in Bezug auf / ( . ) 
stattdessen von einem vollständigen Kapi ta lmarkt (oder einem Leerverkaufs-
verbot) auszugehen ist. Formal betrachtet, ist in jeder solchen Konstel lat ion 
£(.) = 0 für  ι/χ  G Μ und es kann 1 / 2 = 0 gewählt werden, um Bedingung (3.105) 
zu erfüllen. 

Die Ermi t t lung von Preisgrenzen auf unvollständigen Märkten zeigt folglich 
in der Weise, wie Marktrestr ikt ionen bisher betrachtet werden, dass entweder 
ein Wert wie auf einem vollständigen Kapi ta lmarkt entsteht, nämlich dann, 

4 7 5 Vgl. zu den für die Duplikation einer europäischen indizierten Kaufoption einzuneh-
menden Positionen s.u., S. 247 mit dem Hinweis in Fn. 481. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

wenn die Restr ikt ion die Dupl ikat ion nicht beeinträchtigt, oder sich aber ex-
treme Werte bilden, die letztl ich eine Beurtei lung der betrachteten Optio-
nen auf Basis des Arbitrageargumentes als bedeutungslos erscheinen lassen. 
Für amerikanische Optionen ergeben sich dabei Preisuntergrenzen aus dem 
Wert bei sofortiger  Ausübung, d.h. der Optionskomponente in Gestalt der 
Wahlmöglichkeit des Ausübungszeitpunktes wird kein (sicherer) Wert beige-
messen. Für Preisobergrenzen ist vor allem die Handelbarkeit des Underly-
ings maßgebend; ferner beeinflusst die Unsicherheit im Vorleistungs wert pro-
zess den Optionswert. 

I m Folgenden soll es darum gehen, vor dem Hintergrund ökonomisch rele-
vanter Umstände für das Auftreten von Realoptionen unter Beschränkungen 
Preisgrenzen abzuleiten, denen eine diesbezügliche Aussagekraft  zukommt. Es 
wi rd hierbei auf eine als europäische Kaufopt ion zu interpretierende Realop-
t ion abgestellt. 

3.3.4-3 Wertgrenzen  für  eine in der  Zukunft 
zeitpunktbezogen  realisierbare  Investition 

Es soll eine Investitionsmöglichkeit betrachtet werden, die sich aus Sicht des 
Bewertungszeitpunktes t  = 0 in der Zukunft bietet, dabei jedoch hinsichtlich 
ihrer Realisierbarkeit auf einen bestimmten Zeitpunkt beschränkt ist. Sie wi rd 
durch eine europäische indizierte Kaufopt ion auf den Wert des bedingten An-
spruches B(T)  nach Gl. (3.120) im Zeitpunkt Τ  repräsentiert. Dabei spiegelt 
sich in der Realoption eine Technologie wider, welche das betrachtete Unter-
nehmen exklusiv innehat. Nur das Unternehmen ist imstande, aus dem Wert 
I ( T ) der Vorleistungen im Verfallszeitpunkt der Opt ion einen Output mi t 
Wert V(T)  zu generieren 4 7 6 . Die Technologie kann im Ausübungszeitpunkt 
auch wertlos sein, sei es durch einen Anstieg des Preises der Vorleistungen 
oder einen Wertverfall  des Outputs — oder zumindest durch Wertentwick-
lungen, an deren Ende dieser Zustand steht. Unter solchen Umständen wi rd 
die betrachtete Unternehmung auf eine Produkt ion des Outputs verzichten, 
so dass die Transformation  wahlweise erfolgt  und in der Tat eine Opt ion ist. 
Vereinfachend sollen Erwerb bzw. Aufrechterhaltung  der Opt ion keine finanzi-
ellen Aufwendungen erfordern.  Diesbezüglich zu treffende  Vorentscheidungen, 
insbesondere über die Bereitstellung von Produktionsanlagen, gelten somit als 
zu Gunsten des Optionserwerbs erfolgt.  Der Wert der Vorleistungen kommt 
in diesem Fall einem variablen Einsatz von Produktionsfaktoren  gleich. Ggf. 
w i rd dann auch von einem Deckungsbeitrag bezüglich der Differenz  zwischen 
Output - und Vorleistungswert gesprochen. Die Spezifität der Technologie für 
das betrachtete Unternehmen bedeutet natürl ich nicht, dass V( . ) nicht auch 

4 7 6 Die hier betrachtete Realoption kann in diesem Sinne als Wechseloption europäischen 
Typs gesehen werden; vgl. hierzu S. 131 sowie die Anmerkung in Fn. 267, S. 133. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

von Konkurrenzunternehmen am Mark t angeboten wird, sie besteht aller-
dings in der Kombinat ion von Output-Wert und der Kostenseite, welche sich 
im Wert der einzukaufenden Vorleistungen/Produktionsfaktoren  wiederfindet. 
Da der Wertprozess sowohl des Outputs als auch der Vorleistungen als von 
der betrachteten Unternehmung nicht beeinflussbar modelliert wird, ist die 
Unternehmung diesbezüglich weiterhin als Preisnehmer zu bet rachten 4 7 7 ; bei 
einer unterstellten Handelbarkeit des jeweils betrachteten Objektes ist also 
gerade auch von der Existenz von Mitbewerbern auszugehen. Insbesondere 
soll je nach betrachteter Restr ikt ion auch die Möglichkeit bestehen, dass der 
eigene Outpu t am Mark t eingekauft, also eine entsprechende Long-Position 
eingegangen werden kann, welche dynamisch veränderbar ist. 

Die Modell ierung einer Realoption als europäische  (indizierte)  Kaufopti-
on, wie hier angegeben, ist nicht unproblematisch, da die Anwendungsfälle 
der gewählten Modell ierung gegenüber „übl ichen" Realoptionsansätzen durch 
die nur punktuel l mögliche Ausübung stark eingeschränkt sind. Realoptio-
nen beinhalten zumeist ein zeitliches Auswahl- bzw. Ausübungselement, d.h. 
die zugrunde liegende Investitionsentscheidung umfasst auch die Wahl des 
Zeitpunktes für bestimmte Handlungen. Unter den möglichen Zwecken ei-
ner Identif ikation und Bewertung von Realoptionen liefert  die vorliegende 
Erörterung somit keinen Beitrag für diejenigen Anwendungen, in denen eine 
optimale Ausübungspoli t ik und der sich insbesondere daraus ableitende Op-
tionswert gesucht sind. Sie trägt jedoch bei zur Bestimmung eines Unterneh-
menswertes, zu dessen Wertbestandteilen auch noch nicht realisierte Investit i-
onsmöglichkeiten für gegebene zukünftige Zeitpunkte gehören. Gründe für erst 
in der Zukunft realisierbare Investitionsmöglichkeiten können sich aus aufer-
legten Wartefristen  ergeben. Diesbezüglich ist an behördliche Genehmigungs-
verfahren,  (Rest-)Laufzeiten von Patenten weiterer Mitbewerber, saisonale 
Restriktionen, bspw. die jahreszeitlich verschiedene Verfügbarkeit  natürlicher 
Vorprodukte oder Absetzbarkeit eigener Produkte, und anderes mehr zu den-
k e n 4 7 8 . I m Rahmen einer Unternehmensbewertung sind somit auch derartige 
zukünft ig realisierbare Wertbeiträge in geeigneter Weise einzubeziehen. Eine 
Opt ion als einseitig vorteilhafter  Anspruch liegt dabei allerdings nur dann 
vor, wenn a priori kein (faktischer) Zwang zur Realisierung der Investit ion 
besteht. Ferner sollen durch den Grund für die Wartefrist  keine (ins Gewicht 
fallenden) Zahlungen entstehen, wie bspw. signifikante Aufwendungen für eine 
Genehmigung. Neben dem eher beigeordneten Zweck einer Wertbest immung 
spezifischer Realoptionen zielt die nachfolgende Untersuchung primär darauf 

4 7 7 Dies schließt jedoch nicht gänzlich die Beeinflussung bspw. des Vorleistungswertes 
durch das Unternehmen selbst aus. Da letztlich der unternehmensindividuelle Wert der 
Vorleistungen relevant ist, der allerdings von externen Umweltentwicklungen wesentlich 
bestimmt wird, könnten sich Anstrengungen zur Kostenreduktion in einer entsprechend 
geringen Drift  des Vorleistungswertprozesses widerspiegeln. 

4 7 8 Eine Realoption europäischen Typs wird in Bjerksund/Ekern  (1990), S. 71, behan-
delt, wo auf die Möglichkeit einer Terminierung durch auslaufende Patente oder staatliche 
Eingriffe  hingewiesen wird. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

ab, Markt-(Unvollständigkeits-)Konstel lat ionen und deren Konsequenzen für 
die Preisgrenzen zu untersuchen, für welche eingangs des Abschnittes  3.3.4 
bereits der Begriff  des differenziert  unvollständigen Marktes verwendet wur-
de; dieser ist wie folgt zu definieren: 

E in differenziert  unvollständiger  (Kapital-)Markt  ist dadurch gekennzeich-
net, dass eine Beschränkung der Handelbarkeit eines Handelsobjektes markt-
teilnehmerspezifisch  ist und somit nicht für alle Markttei lnehmer ( in gleicher 
Weise) gi l t . 

Die angesprochenen Konsequenzen sollen auf einem dergestalt verallgemei-
nerten Mark t am bedingten Anspruch B(T)  untersucht werden, welcher sich 
— wie bereits angekündigt — auf die Differenz  eines durch das Unternehmen 
realisierbaren, stochastischen Wertes V(T)  und den dafür aufzuwendenden 
Vorleistungen / ( T ) , welche ebenfalls einen stochastischen Wertverlauf  auf-
weisen (können), bezieht. In Bezug auf die Vorleistungen ist dann bspw. 
der Fall denkbar, dass sich zwar das betrachtete Unternehmen einer Leer-
verkaufsrestriktion  oder gar einer Nicht-Handelbarkeit des Vorproduktes 4 7 9 

gegenübersieht, diese Beschränkungen aber für den Zulieferer  nicht gelten, da 
er durch die Annahme eines Auftrages zur Lieferung des Vorproduktes für den 
Zeitpunkt Τ in dieser Komponente short-gehen kann; eine Möglichkeit, die für 
das betrachtete Unternehmen, welches kein Produzent der Vorleistungen ist, 
oft nicht bestehen w i r d 4 8 0 . Die Marktbeschränkung bezüglich der Vorleistun-
gen besteht also nicht einheitl ich für alle Markttei lnehmer. Daraus erhebt 
sich die Frage, ob Vertragsbeziehungen in Gestalt von Termingeschäften zwi-
schen dem Unternehmen, das die Realoption besitzt, und seinem Zulieferer 
Einfluss auf den Wert (ebereich) der Realoption nehmen können. Durch Ter-
mingeschäfte könnte ggf. die ungleiche Unvollständigkeit zwischen den Markt -
akteuren in Form einer Steigerung des Mindest-Optionswertes (Käuferpreis) 
ausgenutzt werden. Dabei ist zu betonen, dass es weiterhin um die Eingren-
zung arbitragefreier  Preisintervalle geht, die schlichte Übertragung von Ri-
siken, welche an sich bestehen bleiben oder nur durch Wechselwirkung mi t 
anderen agglomerierten Risiken reduziert werden, also eine entsprechende 
Form der Finanzintermediation, ist nicht Gegenstand der hier angestellten 
Überlegungen. In diesem Kontext kann noch grundsätzlicher danach gefragt 
werden, ob sich — in Abhängigkeit der Produktionsverhältnisse des Zulieferers 
— durch Terminkontrakte zwischen diesem und dem industriellen Abnehmer 
positive Realoptionswerte erzeugen bzw. erhöhen lassen, und dies sogar in 
einem allgemeinen Rahmen, der auch vollständige Kapi ta lmärkte mi t einbe-
zieht. 

4 7 9 Die Begriffe „ Inpu t " , „Vorleistungen" und „Vorprodukt" werden hier synonym ge-
braucht. 

480 Qgf könnten jedoch auch Terminmärkte existieren, die das Eingehen einer durch 
Produktionskapazitäten nicht gedeckten Short-Position erlauben. 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Die folgende Erörterung richtet sich auf die Preisgrenzen aus Verkäufer-
bzw. Käufersicht und somit auf sich für verschiedene Restriktionen ergeben-
de Intervalle arbitragefreier  Preise der betrachteten indizierten Kaufoption. 
Diese Preisgrenzen sind für deterministische Koeffizienten,  welche hier un-
terstellt werden, durch Satz beschrieben. Untersucht werden ausschließlich 
die Restriktionentypen Leerverkaufsverbot  und Unvollständigkeit i.e.S., wo-
bei die Vollständigkeit des Marktes in Bezug auf einzelne Komponenten eben-
falls in Betracht gezogen wird. Daraus folgt, dass im Weiteren stets ζ(ν) = 0 
vorausgesetzt werden kann. Für eine europäische indizierte Kaufoption auf 
B(T)  = max [V(T) — 7(T),0] ergeben sich dann Verkäufer-  bzw. Käuferpreis 
allgemein aus: 

huP(K+)  = Eo 

0(K-)  = Eo 

e~r T sup max [V(T)e~ Ul - I(T)e~ U2, θ] 
»εκ 

inf max \V(T)e~ ul - I{T)e~ u\ Ol 
ueK 

(3.126) 

(3.127) 

Dabei gilt für die angesprochenen Marktrestriktionen stets = K + = : Κ . 
Der Output- und der Vorleistungswertprozess sind durch die Gl. (2.109) und 
(2.110) mit den Anfangsbedingungen V(0) = Vo und 7(0) = 70 beschrie-
ben. Opportunitätskosten O.A., welche sich nicht in der Wertentwicklung des 
Underlyings niederschlagen, werden durch eine konstante, reelle Dividenden-
rate δγ  abgebildet. Für die Vorleistungen sollen ebenfalls laufende Zu- oder 
Abflüsse möglich sein, welche durch die reelle Dividendenrate δι dargestellt 
werden. 

Bemerkung  zur  Notation:  Anstelle von max [V(T)  — I(T),  0] wird auch 
(V(T)  - I(T)) + geschrieben. 

Vor dem Hintergrund des Untersuchungszieles werden nun zu verschie-
denen Kombinationen von Marktbeschränkungen (zzgl. eines vollständigen 
Marktes) für die beiden Marktteilnehmer „(betrachtete) Unternehmung" und 
„(deren) Zulieferer"  die Preisgrenzen ermittelt. Ein Schwerpunkt liegt in der 
Herleitung von Käuferpreisen  und deren Erhöhung durch Vertragsgestaltun-
gen zwischen Unternehmung und Zulieferer.  Darüber hinausgehende Kon-
traktmöglichkeiten, bspw. mi t den Kunden der Unternehmung, werden nicht 
betrachtet. Es wird ausschließlich auf die Restriktionstypen Leerverkaufs-
verbot und unvollständiger Markt i.e.S. rekurriert.  Dabei werden in Bezug 
auf eine einzelne Wertkomponente von B(T)  ein unvollständiger Markt i.e.S. 
durch Munv, ein Leerverkaufsverbot  durch MLv und ein vollständiger Markt 
durch Mvs t symbolisiert. ùa = (/>f ,ύξ)'  ( α = up, low)  steht für den extre-
mierenden Schattenpreisvektor für die Preisober- bzw. -untergrenze, wobei 
ùi  = zboo (i  = 1,2) gesetzt wird, falls für die Extremierung ùi  —• ±oo zu 
wählen ist. 

Für die folgende Argumentation ist es darüber hinaus hilfreich, sich die 
Positionen zu vergegenwärtigen, welche auf einem vollständigen Kapital-
markt zur Duplikation der europäischen indizierten Kaufoption auf B(T)  = 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 7 

max [V(T)  — I(T),  0] einzunehmen sind. Zur Ident i f ikat ion von Long- bzw. 
Short-Posit ionen genügt es hierbei, auf den Handelsprozess abzustellen. Der 
die Opt ion duplizierende Handelsprozess ist dann für  t Ε [Ο,Τ] gegeben 
d u r c h 4 8 1 : 

φν(ί) = > 0, 
φι{ή = e - * / ( T - É ^ ( J 2 ) < 0, 
Mt) = hgall(V;I h;t)-<pv(t)V(t)-<pi(t)I(t); 

hierbei stehen h^all(V] 7^; t)  für den Wert der indizierten europäischen Kauf-
opt ion im Zei tpunkt t  sowie Φ(.) für die Vertei lungsfunkt ion zur Standard-
normalvertei lung und es gi l t : 

J i = T i f i l i + ( δ ι ~ δ ν +
Ι

α ί ) τ
Υ ' 

d2 = di - Gd\fT\  Od — yj (ση - σ21)2 + σ | 2 . 

Zur Dupl ikat ion des Auszahlungsprofiles einer indizierten europäischen Kauf-
opt ion ist folglich stets eine Long-Posit ion im Under ly ing (V( . ) ) und eine 
Short-Posit ion im Basispreisprozess / ( . ) zu halten. Dies entspricht den Posi-
t ionen, welche ein Verkäufer  des Anspruches einzunehmen hat, um den Ver-
kauf zu hedgen. 

1. Fall : Unvollständiger Mark t i.e.S. oder Leerverkaufsverbot  bzgl. V ( . ) ; keine 
Spezifikation bzgl. / ( . ) 

E in unvollständiger Mark t i.e.S. bezüglich V( . ) kann bspw. dann gegeben 
sein, wenn dem Wertprozess ein neues Produkt zugrunde liegt, welches vom 
betrachteten Unternehmen in t = Τ  eingeführt  werden soll. Ausgehend von 
einem fiktiven Gegenwartswert des Erlöses aus der Produkte inführung  (Vo), 
hat die Unternehmung mögliche Veränderungen der Absatzmöglichkeiten zu 
berücksichtigen. Dem w i rd durch eine stochastische Wertentwicklung gemäß 
der Prozessgleichung (2.109) Rechnung getragen. E in Leerverkaufsverbot  kann 
dadurch existieren, dass die betrachtete Unternehmung in einen bereits be-
stehenden Mark t eintreten möchte. Sie kann dann von „etabl ier ten" Un-
ternehmen das Under ly ing erwerben, i hm w i rd jedoch selbst noch nicht die 
Mögl ichkeit zur (ungedeckten) Lieferverpfl ichtung  zugebil l igt. 

I n dem hier betrachteten Fall ergeben sich wiederum tr iv ia le Preisgrenzen. 
Diese können mi t Hilfe der Gl. (3.126) und (3.127) in einfacher Weise hergelei-
tet werden, so dass lediglich die Ergebnisse in Tabelle 3.1 zusammengefasst 4 8 2 

werden; sie sind wie folgt zu interpretieren: 

U m den Verkauf  einer  Kaufoption  zu hedgen, muss eine Long-Posit ion im 
Under ly ing am Mark t erworben we rden 4 8 3 . Au f einem bezüglich V( . ) unvoll-

481 V g l Knobloch (2003), S. 166 f.; die Zuordnung der gehaltenen Stücke zu den Handels-
objekten erfolgt durch eine Indizierung mit der Prozessvariablen, wobei die vom risikolosen 
Bond im Zeitablauf zu haltende Stückzahl durch φο(.) gegeben ist. Vgl. zudem bereits zur 
amerikanischen indizierten Kaufoption Abschnitt 2.2.4, insbesondere S. 136 f. 

4 8 2 Vgl. hierzu auch Knobloch (2003), S. 172, auf einem Markt mit verschwindenden 
Dividendenprozessen. 

4 8 3 Vgl. S. 247, insbesondere Fn. 481. 
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8 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Tabelle  3.1 
Preisgrenzen bei unvo l ls tändigem M a r k t i.e.S. oder Leerverkaufsverbot 

bezügl ich des Under ly ings 

Restr. 
n o 

, bzgl. 
κ 

Obergrer 
hE 

ize Ur 
hE 
alow 

itergrenze 
(v[ ow , v l

2
o w ) 

Munv Munv Rz 
OO ( — OO, (X ) ) 0 (oo,—oo) 

Munv MLv 
Μ χ M+ OO (—oo,oo) 0 (oo, 0) 

Munv M v s t Μ χ {0} OO ( - o o , 0 ) 0 (oo, 0) 
MLv Munv M+ χ Μ Eo  | e _ r i V(T)J 

= V 0e~SvT 
(0, oo) 0 (oo,—oo) 

MLv MLv 
Μ+ E0 [e~ r l V(T)\ 

= V 0e~SvT 
(0, oo) 0 (oo, 0) 

MLv M v s t Μ+ χ {0} E0 [e~ r T  (V(T) 
-I(T))+} 

(0,0) 0 ( o o , 0 ) 

ständigen Mark t i.e.S. ist dies nicht möglich. Da das Underlying ein nach oben 
unbegrenztes Gewinnpotential besitzt, ergibt sich folglich ein Verkäuferpreis 
von unendlich. E in Verkäufer,  der sichergehen möchte, keinen Verlust aus 
dem Verkauf zu erleiden, wi rd die Opt ion somit nicht veräußern. Dies gi l t 
unabhängig davon, welche Marktgestalt in Bezug auf den Vorleistungswert-
prozess vorliegt. E in Leerverkaufsverbot  bezüglich V( . ) steht einem solchen 
Hedge nicht entgegen. Unter einer solchen Restr ikt ion ist der Verkäufer  be-
reit, die Opt ion grundsätzlich zu verkaufen. M i t dem Erlös muss er eine Long-
Position im Underlying aufbauen können. Da er im Fäll igkeitszeitpunkt den 
Wert I(T)  aufzubringen hätte, falls er die Opt ion behielte, kann zur Finan-
zierung in t  = 0 der Wert einer Verschuldung herangezogen werden, die sich 
dynamisch dergestalt strukturieren lässt, dass sie in t  = Τ  den geforderten 
Wert aufweist. Au f einem bezüglich / ( . ) vollständigen Kapi ta lmarkt ist eine 
solche Verschuldung ohne weiteres möglich, nämlich durch einen Leerverkauf 
des Vorleistungswertes, so dass der Verkäuferpreis  insgesamt dem Optionswert 
auf einem vollständigen Mark t entspricht. Ist hingegen ein Leerverkauf  bzw. 
generell ein Handel in den Vorleistungen nicht möglich, so ist bei der Ermi t t -
lung des Verkäuferpreises  davon auszugehen, dass der Wert der Vorleistungen 
im Fäll igkeitszeitpunkt gegen nul l gehen kann und somit in t  = 0 kein Finan-
zierungsbeitrag entsteht. Der Verkäufer  wi rd den Betrag verlangen, der zum 
vollständigen Erwerb des Underlyings in der Gegenwart nötig ist. 

I m Unterschied zur amerikanischen indizierten Kaufopt ion ist bei der eu-
ropäischen eine sofortige Ausübung der Opt ion und damit die Realisierung 
ihres inneren Wertes in t  = 0 nicht möglich, so dass bei der Bestimmung 
des Κ äuferpreises  von einem (völligen) Wertverlust des Underlyings, gegen 
den sich der Käufer nur durch dessen Leerverkauf  schützen könnte, ausge-
gangen wird. Dies allein bedingt bereits auf einem durch Unvollständigkeit 
i.e.S. bzw. ein Leerverkaufsverbot,  jeweils bezogen auf V( . ) , gekennzeichneten 
Mark t , dass die Preisuntergrenze auf nul l sinkt. Darüber hinaus besteht die 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 

Möglichkeit, dass sich die Vorleistungen verteuern, wogegen sich der Käufer 
der Option auf einem diesbezüglich unvollständigen Kapitalmarkt i.e.S. nicht 
hedgen könnte. Hierfür müsste eine Long-Position in / ( . ) eingegangen, also ei-
ne entsprechende Bevorratung vorgenommen werden. Ein Leerverkaufsverbot 
bezüglich der Vorleistungen beeinträchtigt den Optionswert insofern nicht. 

2. Fall:  Vollständiger Markt bzgl. V(.) 
Ausgangspunkt für die folgenden Fälle ist, dass die betrachtete Unter-

nehmung beliebige Long-Positionen in dem von ihm erzeugten Underlying 
am Markt realisieren kann; zudem ist sie in der Lage, beliebige Lieferver-
pflichtungen, also Short-Positionen, einzugehen, die dynamisch erweiter- und 
ggf. durch Zukäufe auch reduzierbar sind. Auf den Käufer der betrachteten 
Unternehmung — oder zumindest der Kaufoption — übertragen sich die-
se Möglichkeiten. Für den Verkäufer  der Option sollen diese Marktgegeben-
heiten auch „außerhalb der Unternehmung" gelten. Allerdings erscheint hin-
sichtlich der Möglichkeit des Leerverkaufes  eine entsprechende Interpretation 
als idealisierend. Die Ermi t t lung des Verkäuferpreises  wird insofern auch der 
Vollständigkeit halber wiedergegeben, während diesbezüglich realitätsnähere 
Gestaltungen in Fall  1 enthalten sein dürften. Der Schwerpunkt der Betrach-
tung liegt jedoch auf der Bestimmung des Käuferpreises,  so dass dieser Um-
stand nicht weiter stört. 

2.1 Fall:  Unvollständiger Markt i.e.S. bzgl. / ( . ) 
Die Unternehmung sieht sich in diesem Fall der Situation gegenüber, dass 

sie zwar bezüglich ihres eigenes Produktes keinen Marktrestriktionen unter-
liegt, im Vorprodukt aber weder eine Lieferverpflichtung,  d.h. eine Short-
Position, eingehen noch das Vorprodukt vor t  = Τ  einkaufen und dadurch 
das Preisrisiko hinsichtlich der Vorleistungen reduzieren kann. Diesbezüglich 
ist der Fall denkbar, dass die Vorleistung speziell auf die Unternehmens-
bedürfnisse, d.h. den unternehmensspezifischen lYansformationsprozess  in den 
Output V( . ) , zugeschnitten und deshalb nicht eigenständig am Markt handel-
bar ist. Dabei könnte es sich um Softwareinstallationen mit unternehmensspe-
zifischen Anpassungen handeln — oder allgemein um nicht lagerfähige Vor-
produkte. Es könnte damit auch eine Situation beschrieben werden, in wel-
cher das betrachtete Unternehmen keine Lagerkapazitäten besitzt, um eine 
Bevorratung im Vorprodukt durchzuführen,  und darüber hinaus Vertriebs-
kanäle fehlen, um eine solche Bevorratung dynamisch anzupassen. Dies gilt 
näherungsweise auch dann, wenn zwar eine Bevorratung, jedoch nicht deren 
dynamische Anpassung möglich ist. Diese Restriktionen werden ggf. für den 
Zulieferer  nicht bestehen. Für diesen mag die Möglichkeit zur Vorratshaltung, 
insbesondere auch der Aspekt der Lagerfähigkeit,  vor allem in Bezug auf seine 
Vorprodukte von Bedeutung sein, während die Umsetzung in sein Endpro-
dukt, welches dem Vorprodukt für die betrachtete Unternehmung entspricht, 
durch seinen Produktionsprozess in einem gewissen Rahmen gesteuert werden 
kann. Aber auch wenn der Zulieferer  Vorräte in seinem Endprodukt aufbaut, 
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3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

ist bei geeigneten Marktverhältnissen anzunehmen, dass er seine Fertigpro-
dukte im Rahmen seiner Vertriebskanäle wird veräußern können. Darüber 
hinaus ist er ggf. in der Lage, zukünftige Lieferverpflichtungen  in diesem Pro-
dukt einzugehen. Der Zulieferer  wird sich hinsichtlich seines Endproduktes 
dann auf einem vollständigen oder doch zumindest einem lediglich durch ein 
Leerverkaufsverbot  gekennzeichneten Markt befinden, während sich sein Kun-
de diesbezüglich einem unvollständigen Markt i.e.S. gegenübersieht. 

Ermi t te l t man nunmehr die Wertgrenzen der europäischen indizierten 
Kaufoption für einen bezüglich V(.) vollständigen und bezüglich / ( . ) unvoll-
ständigen Markt i.e.S. über die Gl. (3.126) und (3.127), ergibt sich: 

hξ ν(Κ) = Eo [e~ r TV(T)]  = Voe~ öyT  mit (Ù?,  = (0, oo), 
hf ow(K)  = 0 mit v l2W ) = (0, —oo). 

Die Chance, dass die Technologie des Unternehmens dadurch wertvoller wird, 
dass der Wertprozess der Vorleistungen / ( . ) gegen null geht, bewirkt, dass der 
Verkäuferpreis  dem Gegenwartswert des Under lyings entspricht, korrigiert um 
einen Faktor, welcher die Ausschüttung auf das Underlying vor Fälligkeit der 
Opt ion repräsentiert. Aus Käufersicht ist jedoch zu befürchten, dass der Preis 
der Vorleistungen derart ansteigt, dass die in der Opt ion ausgedrückte Tech-
nologie nichts mehr wert sein wird. M i t einem entsprechenden Hinweis könnte 
in Preisverhandlungen ein potentieller Käufer es ablehnen, für die zukünftige 
Investitionsmöglichkeit etwas zu bezahlen. Wie zuvor dargelegt, wird die Re-
str ikt ion der betrachteten Unternehmung hinsichtlich der benötigten Vorlei-
stungen u.U. nicht für deren Produzenten, also den Zulieferer,  gelten. Dies 
soll nun unterstellt und deshalb von Folgendem ausgegangen werden: 

Fallergänzung:  Der Zulieferer  befindet sich bezüglich des Vorproduktes / ( . ) , 
das sein Endprodukt darstellt, auf einem vollständigen Mark t oder er kann 
zumindest beliebige Long-Positionen in / ( . ) einnehmen (Leerverkaufsverbot). 

Unter dieser Ergänzung wird nun die Möglichkeit untersucht, den 
Käuferpreis  für die betrachtete Unternehmung dadurch zu erhöhen, dass sie 
von ihrem Zulieferer  eine Opt ion auf den Erwerb des Vorproduktes zu einem 
fixierten Preis Ih (Basispreis) im Zeitpunkt t  = Τ  erwirbt (optionale  Preis-
garantie  bzw. Preisoption).  Die Preisoption sei dabei so ausgestaltet, dass die 
betrachtete Unternehmung die Preisoption auch dann verfallen lassen muss, 
wenn zwar I(T)  > Ih ist, zugleich aber ihre Technologie weder zum dann 
aktuellen Preis des Vorproduktes noch zum Basispreis der Preisoption einen 
Wert besitzt. Das heißt, dass die Opt ion im Fall V(T)  < min [I(T), Ih]  eine 
Auszahlung von null h a t 4 8 4 . Im Folgenden wird zunächst untersucht, welchen 

4 8 4 Dies wird angenommen, um einen Options(grenz)wert bestimmen zu können. Zu-
gleich wird ein Mindestoptionswert für den Fall abschätzbar, dass der Inhaber der Preisop-
t ion diese auch anderweitig als im Rahmen seiner „Technologie" verwerten kann (s. hierzu 
Anmerkung 3.4). Die Annahme wird zudem vertretbar, wenn man / ( . ) als Barwert eines aus 
Sicht des Ausübungszeitpunktes der Realoption zukünftigen, auf dem betrachteten Markt 
als solcher nicht gehandelten Zahlungsstromes für Vorleistungen interpretiert. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 251 

Mindestwert (i.S. eines Käuferpreises)  die Realopt ion des Unternehmens bei 
Existenz der Preisopt ion besitzt. Folgerichtig ist danach zu fragen, was die 
Unternehmung für den Erwerb dieser Op t ion aufzuwenden hat. Hierfür  ist 
danach die Sicht des Zulieferers  einzunehmen. 

(a)  Wert  beim betrachteten  Unternehmen: 
Durch die Preisopt ion erhält das Unternehmen die Mögl ichkei t , i m 

Fäl l igkei tszei tpunkt ihrer Realopt ion wahlweise das Vorprodukt zum aktu-
ellen Kurs I(T)  einzukaufen oder hierfür Ih an den Zulieferer  zu bezahlen 
oder aber nicht zu produzieren. M i t der Preisgarantie entspricht die Investi-
t ionsmögl ichkeit dann dem folgenden bedingten Anspruch: 

max [max [V(T)  - /(Τ), V(T)  - I h ] ,  0] 

~ max [V(T)  — Ih + max [Ih  — / ( Τ ) , 0 ] , 0] = : ΒΡΟ(Τ).  (3.128) 

Zur  Notation:  Das Symbol steht für die Äquivalenz von zwei Ansprüchen. 
Zudem kennzeichne das Symbol (bzw. in die Gegenrichtung) die 
Dominanz eines Anspruches gegenüber einem anderen. Dabei g i l t Folgendes: 

D e f i n i t i o n 3 . 1 Für  zwei  bedingte  Ansprüche  B\(t)  und B2(t)  für  den Zeit-
punkt  t Ε  [0,  Τ] gilt: 

• B\(t)  und B2(t)  heißen äquivalent  [in  t]  (in  Zeichen B\(t) ~ B2(t)),  wenn 
die  Ansprüche  fast  sicher  die  gleichen  bedingten  Zahlungen  versprechen. 

• Der  Anspruch  B\(t)  dominiert  den Anspruch  B2(t)  (B\(t)  ^ B2(t)),  wenn 
die  Zahlung  aus B\{t)  in jedem  Umweltzustand  zum Zeitpunkt  t nicht  klei-
ner  als die  Zahlung  aus B2(t)  ist 485. Entsprechend  wird  davon  gesprochen, 
dass B2(t)  von B\(t)  dominiert  wird. 

Die Ein führung eines solchen Äquivalenzbegriffes  erhält ihren Sinn dadurch, 
dass die Her le i tung von Käufer- bzw. Verkäuferpreisen  gemäß Satz auch 
für äquivalente Ansprüche zu unterschiedlichen Ergebnissen kommen kann 
oder zumindest manche Ansprüche leichter auszuwerten sind als andere m i t 
identischem Auszahlungsprofi l .  Während bisher ein Anpruch über sein Aus-
zahlungsprofi l  identif izierbar  war, ist für das Weitere ein Anspruch zugleich 
m i t einer best immten Darstel lung des Auszahlungsprofiles verknüpf t ,  sofern 
eine Differenzierung  unterschiedlicher Darstel lungen i m jeweil igen Kon tex t 
von Bedeutung ist. Darüber hinaus können Preisober- bzw. -untergrenzen 
für best immte Ansprüche m i t Hilfe von dominanten bzw. dominier ten An-
sprüchen abgeschätzt werden. Ferner g ibt es verschiedene Schreibweisen für 
eine Darstel lung, welche durch ein best immtes Bildungsgesetz best immt ist. 
Hierfür  w i rd das übliche „= " -Ze i chen verwendet (Bsp.: (A — B ) 1 { A > B ] — 
max [Α — Β , 0]). Danach „gleiche" Ansprüche sind folglich auch äquivalent. 

4 8 5 Dies gilt im Sinne von „fast sicher". Der Dominanzbegriff  entspricht damit (i.W.) 
der Zustandsdominanz; vgl. hierzu Kruschwitz  (2002), S. 121 f., Neus  (2001), S. 329. 
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252 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Die Äquivalenz der Ausdrücke in der Beziehung (3.128) ist hierbei in einfa-
cher Weise nachvol lz iehbar 4 8 6 . 

Die Ermi t t lung von Preisgrenzen für den Anspruch B p o ( T ) nach Satz 
führt  nun mi t Κ = {0 } χ Μ auf: 

hup° ( K ) = Eo e ~ r T sup max [V(T)e~ ui - I h + max [l h - I(T)e~ u2, θ] , 0] 
L 

= e~r TEo  [V(T)i  = V 0e-övT,  (3.129) 

hf 0%> ( Κ ) = Eo e~r T  inf max [V(T)e~ ui - I h + max [l h - I(T)e~ u2, θ] , 0] 

= e~r TE 0 [max [V(T)  - / Λ ,0 ] ] = h?aU(V;  Ih). (3.130) 

(Hierbei sind wiederum ( ν ^ , ν ψ ) = (0, oo) sowie ( ù [ o w , ù l
2

0 W ) = ( 0 , - o o ) zu 
wählen.) Die Preisoption gegenüber dem Zulieferer  hat folglich keine Wi r -
kung auf den Verkäuferpreis  der Realoption. Für den Käuferpreis  ergibt sich 
nun allerdings ein (i.d.R.) von nul l verschiedener W e r t 4 8 7 , der dem Wert 
(hf all(V; Ih)) einer Kaufopt ion auf das Underlying mi t Basispreis Ih ent-
spricht. Die Repräsentation der unterstellten Ausübungssituation des betrach-
teten Unternehmens durch den Anspruch Bpo(T)  soll durch die Fallunter-
scheidung in Tabelle 3.2 belegt werden. Dadurch wird leicht nachvollziehbar, 
dass dieser Anspruch äquivalent ist zu einer Long-Position in einer indizier-
ten Kaufopt ion auf V( . ) gegen / ( . ) zuzüglich einer Long-Kaufoption auf das 
M in imum von V(T)  und I(T)  m i t Basispreis Ih- In der Summe ergeben diese 
beiden Ansprüche den folgenden Anspruch: 

b3O(T)  := max [V(T)  - 7(T), 0] + max [min [V(T), I(T)}  - Ih, 0] . (3.131) 

= :Ai =:A2 

Anhand der Fallunterscheidung innerhalb von Tabelle 3.2 kann somit ersehen 
werden, dass gi l t : 

BPO(T)  ~ Bf 0(T); 

beide Ansprüche sind also äquivalent. 

I m Unterschied zur Darstellung von Bpo(T)  gemäß Gl. (3.128) erweist sich 
allerdings die Ablei tung eines Käuferpreises  nach Satz aus der Darstellung des 
Anspruches Bp0(T)  gemäß Gl. (3.131) als schwieriger. Er wi rd jedoch nicht 
größer als die zu Bpo(T)  gemäß Gl. (3.128) abgeleitete Preisuntergrenze, 
repräsentiert durch ( K ) nach Gl. (3.130), sein, da diese sich ebenfalls 
aus der Darstellung von 

B p o ( T ) gemäß Gl. (3.131) ergibt, 
wenn darin V(T) 

durch V(T)e~ 1/ 1 und I(T)  durch I(T)e~" 2 ersetzt werden und anschließend 
der Schattenpreisvektor (^1,^2) = (0, —00) gewählt w i r d 4 8 8 . Somit bleibt die 

4 8 6 Es sind hierbei die Auszahlungen der Ansprüche bei sämtlichen Kombinat ionen des 
relativen Größenverhältnisses von V ( T ) , / ( T ) und I ^ zu bestimmen. Die Rückflussstruktur 
von Bpo(T)  kann hierzu Tabelle 3.2 entnommen werden. 

4 8 7 E in Wert größer nul l ist bspw. dann gegeben, wenn σγ  φ 0 ist. 
4 8 8 Entsprechend der vorausgehenden Bemerkung bedeutet dies, dass —> —00 sein 

soll. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 253 

Tabelle  3.2 
Ausübungswert der Realopt ion m i t Preisopt ion sowie Produkt ions- und 

Ausübungsverhal ten des betrachteten Unternehmens 

Szenario Ausz. Bpo(T),  B^o(T) Handlung 
V(T)  > I(T)  > Ih V(T)  - Ih Prod.; Ausüb. der P.-Option 
V(T)  >Ih> I{T) V(T)  - I(T) Prod.; Verfall  der P.-Option 
I(T)  > V{T)  > Ih V(T)  - Ih Prod.; Ausüb. der P.-Option 
I{T)  >Ih> V{T) 0 keine Prod., Verf.  der P.-Option 
Ih > I{T)  > V{T) 0 keine Prod.; Verf.  der P.-Option 
Ih > V{T)  > I{T) V{T)  - I{T) Prod.; Verf.  der P.-Option 

aus der bisherigen Herleitung hervorgegangene Preisuntergrenze ( K ) die 
bislang maximale. 

Die Repräsentation der Realoption mit Preisoption durch den Anspruch 
Bp0(T)  nach Gl. (3.131) ermöglicht demgegenüber in einfacher Weise die 
Ermi t t lung des Preisabschlages, den der Käuferpreis  im Verhältnis zum Preis 
des preisgeschützten Anspruches auf einem vollständigen Markt beinhaltet. 
Dieser Preisabschlag, den der Inhaber der Option bei der Veräußerung des 
preisgeschützten Anspruches maximal hinzunehmen hat, entspricht folgender 
Differenz  : 

Wert auf vollständigem Markt Käuferpreis 

Dabei kennzeichnen h^all(V,I)  den Wert einer durch den Ausdruck A\ re-
präsentierten indizierten Kaufoption und 

h c M n ( V , I ; I h ) den Wert der durch 
A.2 verkörperten „Minimum"-Kaufopt ion, jeweils auf einem vollständigen 
Markt . Die Optionspreise werden in Anhang 5.6.1 hergeleitet. Der Käuferpreis 
ist durch Gl. (3.130) gegeben. 
Anmerkung 3.4 zur  alternativen  Verwertbarkeit  der  Preisoption 
In Anhang 5.6.2 wird  die  Beziehung  zwischen  dem Anspruch  Bpo(T)  gemäß 
Gl. (3.128)  und einem Ausdruck  BplQ-(T)  untersucht,  wobei  Letzterer  für  den 
Fall  steht, dass die  Preisoption  auch dann noch von Wert  ist,  wenn die  Tech-
nologie  der  Unternehmung  an sich  wertlos  wird.  Dies entspricht  einer  Situa-
tion,  in der  die  Unternehmung  das Vorprodukt  über  die  Preisoption  erwerben 
und es am Markt  sofort  veräußern  könnte,  ohne es selbst  zu verwenden.  Im 
Hinblick  auf  die  unterstellte  Unvollständigkeitsrestriktion  muss lediglich  die 
permanente  Handelbarkeit  des Produktes  ausgeschlossen  sein,  so dass eine 
etwaige  Veräußerung  im Fälligkeitszeitpunkt  der  Option  dem nicht  notwen-
digerweise  widersprechen  würde.  Zudem  könnte  auch ein wertmäßiger  Aus-
gleich  zwischen  betrachtetem  Unternehmen  und Zulieferer  vereinbart  sein,  so 
dass eine physische  Lieferung  nicht  unterstellt  zu werden  bräuchte 489. Da die 

4 8 9 M i t Blick auf den Realinvestitionsbezug erscheint jedoch eine solche Vereinbarung für 
einen Zulieferer,  der am „physischen" Absatz seiner Produkte interessiert ist, fragwürdig. 
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254 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

betrachtete  Unternehmung  dadurch  das Vorprodukt  „bestmöglich"  verwenden 
würde,  erlöst  sie im Fälligkeitszeitpunkt  der  Realoption  (t  = T)  den größeren 
der  beiden  Werte  V(T)  und I(T).  Hierfür  hat sie wahlweise  I(T)  oder Ih 
aufzubringen.  Damit  gilt: 

B$&(T)  = max[V(T),I(T)]  - min [ I (T) , I h ] .  (3.132) 

In Anhang 5.6.2 werden  nun die Rückfluss strukturen  von BplQ-(T)  und 
Bpo( rL)  einander  gegenübergestellt.  Daran  zeigt  sich, dass die  zu Bpo(T)  ab-
geleitete  Preisuntergrenze  eine untere  Schranke  für  die  Preisuntergrenze  zum 
Anspruch  BplQ-(T)  ist.  Andererseits  beinhaltet,  wie  im Folgenden  dargelegt 
wird,  der  aus BplQ-(T)  resultierende  Anspruch  gegen den Zulieferer  eine obere 
Abschätzung  für  dessen tatsächliche  Inanspruchnahme  auch in der  Bpo(T) 
zugrunde  liegenden  Situation. 

(b)  Sicht  des Zulieferers: 
Es bleibt noch zu klären, was die Unternehmung für die Preisgarantie auf-

wenden muss. Hierfür  ist die S i tuat ion des Zulieferers  zu betrachten. Durch 
die E in räumung der Preisopt ion verpfl ichtet dieser sich, im Ze i tpunk t t  = Τ 
dem Unternehmen das Vorprodukt zum Preis von Ih zu liefern, wobei er le-
digl ich i m Fall I(T)  > Ih aus der Preisopt ion in Anspruch genommen wi rd . 
Genau genommen, w i rd er auch in diesem Fal l nur in Anspruch genommen, 
wenn zugleich V(T)  > Ih g i l t . Denn annahmegemäß w i rd die betrachtete Un-
ternehmung (sein Kunde) nur dann die Op t ion ausüben, wenn sie m i t dem 
Vorproduk t einen (Barwert-) Uberschuss unter Einsatz ihrer Technologie er-
zielt. (Die in Anmerkung 3.4 angesprochene Si tuat ion liegt eben nicht zugrun-
de.) Geht man von dem (ungünstigen) Fal l aus, dass die Berei tstel lung des 
Vorproduktes i m Rahmen der eingeräumten Preisopt ion einen sonstigen Ab-
satz dieses Produktes verhindert , da die Produkt ionskapazi tät beschränkend 
w i r k t , ergeben sich für den Zulieferer  aus der Übernahme der St i l lhalterposi-
t ion Erlösminderungen gemäß den in Tabelle 3.3 unterschiedenen Fäl len einer 
Inanspruchnahme bzw. Nicht- Inanspruchnahme. Dabei w i rd unterstel l t , dass 
der Zulieferer  seinerseits Vorprodukte benöt igt , deren Wertentwick lung durch 
einen Prozess IL(.)  beschrieben sei. Zahlungen für den Aufbau der Produk t i -
onskapazität gelten hierbei als bereits verursacht und irreversibel. Sie gelten 
somit als entscheidungsunerheblich und sind in der Tabelle nicht erfasst. 

Die Er lösminderung des Zulieferers  entsprechend dieser Fallunterscheidung 
lässt sich durch den folgenden bedingten Anspruch repräsentieren: 

ByoriXT)  >= (I(T)  - Ih) l { j ( T ) - j , , > O A v(T)-i h>o}, (3.133) 

für den der Zulieferer  eine St i l lha l terposi t ion e inn immt . Der Zulieferer  t r i t t 
als Verkäufer  dieses Anspruches auf. Er muss folglich einen Preis verlan-
gen, der ihn ein Portfol io aufzubauen gestattet, welches in jedem Umwel t -
zustand zum Ze i tpunk t t  = Τ  mindestens die Zahlung aus B^or l (T)  er-
br ingt . Diesbezüglich hat der Zulieferer  zwei unsichere Wertdeterminanten zu 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 255 

Tabelle  3.3 
Ver lus tpro f i l  der Pre isopt ion aus Sicht des Zulieferers  bei ausgelasteten 

Kapaz i tä ten entsprechend dem Anspruch Bpo(T) 

Fall Erlös mit  Verpfl.  Erlös ohne Verpfl.  Einbuße 
durch Verpfl. 

1. I(T)  > I H 

1.1 V(T)  > I H 

1.1.1 I(T)  > IL(T) 

1.1.2 I(T)  < IL(T) 

1.2 I H > V(T) 
1.2.1 I{T)  > IL{T) 

1.2.2 I(T)  < IL(T) 

Inanspruchnahme aus Preisoption 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist konkurrenzfähig 

ih  — I l(T)  1 I(T)-I l(T)  II I ( T ) - I H 

Zulieferer  kauft Vorprodukt zu I{T)  am Markt 
h-I(T)  1 o II I { T ) - I H 

Kunde lässt Option verfallen 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist konkurrenzfähig 

i(T)-i L(T)  1 i(T)-i L(T)  I ο 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist nicht konkurrenzfähig 

o 1 o II 0 
2. I(T)  < I H 

2.1 I(T)  > IL(T) 

2.2 I(T)  < IL(T) 

Preisoption im Verfallszeitpunkt wertlos 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist konkurrenzfähig 

i(T)-i L(T)  1 i(T)-i L(T)  I ο 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist nicht konkurrenzfähig 

o 1 o II 0 

berücksichtigen: zum einen die Wertentwicklung seines Endproduktes ( / ( . ) ) , 
welche sowohl die Wahrscheinlichkeit der Inanspruchnahme als auch die in die-
sem Fall zu gewärtigende Einbuße bestimmt, zum anderen die Entwicklung des 
Endproduktwertes seines Kunden ( V ( T ) ) , die lediglich die Wahrscheinlichkeit 
der Ausübung durch diesen beeinflusst. Während bereits angenommen wurde, 
dass sich der Zulieferer  bezüglich seines Endproduktes auf einem vollständigen 
Mark t oder allenfalls einem (nicht restr ikt iv wirkenden) Leerverkaufsverbot 
gegenübersieht, ist eine weitere Annahme zu den Marktverhältnissen, welche 
aus seiner Sicht in Bezug auf das Endprodukt seines Kunden gelten, zu tref-
fen. I m vorliegenden Kontext ist sinnvollerweise nicht davon auszugehen, dass 
sich der Zulieferer  diesbezüglich auf einem vollständigen Mark t befindet. Dann 
müsste der Zulieferer  die Möglichkeit haben, in V( . ) short zu gehen. Da er 
aber kein Produzent dieses Produktes ist, sollte davon ausgegangen werden, 
dass er keine entsprechende Lieferverpflichtung  eingehen kann. Der Zulieferer 
befindet sich diesbezüglich auf einem restringierten Mark t . Eine genauere Un-
tersuchung möglicher Marktunvollständigkeiten für den Zulieferer  bezüglich 
V( . ) kann jedoch mi t Blick auf das Ziel der Ablei tung eines — unter bestimm-
ten Umständen — positiven Wertes der Realoption des betrachteten Unter-
nehmens unterbleiben. Es genügt, von einer für den Zulieferer  ungünstigen 
Wertentwicklung von V( . ) auszugehen. Eine solche ist dann gegeben, wenn 
V(T)  > Ih mi t Wahrscheinlichkeit eins gi l t . Der unter dieser Annahme ab-
geleitete Anspruchswert bildet eine Obergrenze für den Verkäuferpreis  zum 
bedingten Anspruch B^or l (T).  Denn dann ist: 

r< (I(T)  — IH) 1{/(τ)-/,,>ο} = M A X  [I(T)  — I/i,0]  =: B Z ( T ) .  (3.134) 
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256 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Der Zulieferer  geht also für die Ermi t t lung der Optionsprämie davon aus, dass 
er durch die Preisoption zum Stil lhalter des Anspruches BZ(T)  w i r d 4 9 0 . Er 
sieht sich folglich als Stil lhalter einer (gewöhnlichen) europäischen Kaufoption 
auf I(T)  mi t Basispreis Ih- BZ(T)  repräsentiert darüber hinaus unmittelbar 
den aus Sicht des Zulieferers  zugrunde zu legenden Anspruch, falls die in der 
Anmerkung 3.4 beschriebene Situation vorliegt; d.h., wenn das betrachtete 
Unternehmen selbst eine Verwertung des Vorproduktes durch Verkauf zum 
Preis I(T)  im Fälligkeitszeitpunkt vornehmen kann und deshalb seine Preis-
option bei I(T)  > Ih stets, d.h. unabhängig vom Wert V(T),  ausübt. 

In Bezug auf den Anspruch Bz (T)  ist nun ein Verkäuferpreis  nach Satz zu 
bestimmen. Unterstellt man — wie hier durch die Fallergänzung —, dass sich 
der Zulieferer  bezüglich seines Endproduktes auf einem vollständigen Markt 
befindet ( K z = M) oder sich zumindest nur einem Leerverkaufsverbot  ge-
genübersieht ( K z = M + , ), so ist aus seiner Sicht der Verkäuferpreis  durch: 

h^ZuL(K z) = Eo 

= Eo 

~ r sup max 
uzekz 

-vT  Γ ΐ Υ τ Λ  τ. m l _ uE 

[ l (T)e-» z - I h ì θ] 

max [I(T)-I h,Q]]=h% aU(I'J h), 

also den Wert (Η^ α1ι(Ι; Ih)) der europäischen Kaufoption auf I(T)  mi t Ba-
sispreis Ih wie  auf  einem vollständigen  Markt,  gegeben. Dabei kennzeichnen 
v z den Schattenpreis und K z die Schattenpreismenge für das Bewertungs-
problem des Zulieferers,  wobei für Letztere K z = {0} (vollständiger Markt) 
bzw. K z = M + (Leerverkaufsverbot  bzgl. / ( . ) ) gelten. Das Supremum wird für 
v z — 0 angenommen. Anzumerken ist, dass für den Zulieferer  der Wertpro-
zess seines Vorproduktes ( / L ( · ) ) bei der angegebenen Differenzbetrachtung 
offensichtlich  keine Rolle spielt. 

(c)  Gesamtbetrachtung: 
Fasst man nun die bisherigen Ergebnisse aus Sicht der (betrachteten) Un-

ternehmung zusammen, so ergibt sich für diese ein positiver Mindestwert der 
Realoption, wenn die Differenz  aus dem sich bei ihr durch die Preisoption 
einstellenden Optionswert (als Käuferpreis)  und dem für die Preisoption dem 

4 9 0 Eine Anwendung_ von Satz zur Ermit t lung eines Verkäuferpreises  könnte in Be-
zug auf den Anspruch B%or l (T)  := (J(T) - I h ) l{i( T)-l h>o A v(T)-l h>o} erfolgen, wel-
cher sich von B ^ o r l (Τ ) nur durch Ereignisse unterscheidet, welchen letztlich eine Punkt-
wahrscheinlichkeit von null zukommt. Die durch B ^ o r l (Τ ) repräsentierte Punktion in 
den Variablen V(T)  und I(T)  ist „lower semi-continuous"; vgl. Fn. 373, S. 207.). Da-
mit ist der Verkäuferpreis  zu diesem Anspruch — mit ζ(ν) = 0 — durch h 

Eo 

Bin •up 
gegeben, wobei T sup (I(T)e U2 - Ih) l { j ( T ) e - ^ 2 - l h > 0 A V(T)e~ ul-I h>0} 

für einen in Bezug auf / ( . ) vollständigen Markt = 0 und für ein Leerverkaufsverbot  in 
V(·) sowie einen diesbezüglich unvollständigen Markt i.e.S. v\ E R gelten. Daraus 
ist leicht zu ersehen, dass der Gegenwartswert des Anspruches Bz (T)  dem Verkäuferpreis 
des Ausgangsanspruches auf einem bzgl. V(.) unvollständigen Markt i.e.S. entspricht. Der 
Verkäuferpreis  auf einem Markt mit Leerverkaufsverbot  bzgl. V(.) entspricht hingegen dem 
Gegenwartswert des Anspruches B^or l (T)  wie  auf einem vollständigen Markt. Gleichwohl 
wird im Folgenden die Abschätzung zugrunde gelegt. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 257 

Zulieferer  zu vergütenden Betrag (ermittelt als Verkäuferpreis)  positiv ist. Ist 
folglich: 

Ap0(VJ;h)  := hf™{K)  - hE
uv

Zul\K z) = h%all(V-I H) - h%all(I-I h) > 0, 

so ist durch den Erwerb einer Preisoption die Untergrenze arbitragefreier  Prei-
se für die Investitionsmöglichkeit von null auf den Wert Apo(V,  / ; Ih) > 0 an-
gehoben worden. Zur Bestimmung dieser neuen Untergrenze sind die beiden 
Optionswerte zu ermitteln. Jeder dieser Optionswerte entspricht dem Wert ei-
ner europäischen Kaufoption auf das betreffende Underlying (Black/Scholes-
Wert).  Hierfür  ist von nicht-dividendengeschützten Optionen auszugehen. M i t 
den durch die Gl. (3.121) und (3.122) gegebenen Prozessdarstellungen für 
V(.) und / ( . ) ergeben sich unter Berücksichtigung des Dividendenvektors 
δ = (δγ , δι) die folgenden Optionswerte, wobei für die Bewertung jeweils 
eine Einzelbetrachtung anzustellen i s t 4 9 1 : 

• für die Kaufoption auf V(T)  des betrachteten Unternehmens: 

hcaii(V;  Ih) = ν 0β-δν Τ
Φ(άΥ)  - Ihe-r T$(dX)  (3.135) 

mit Φ(.) für die Verteilungsfunktion zur Standardnormalvertei lung 492 sowie 

d\  = dX-avVT; 

• für die Kaufoption auf I(T)  des Zulieferers: 

hcau(TJh)  = he~5>T$(d[)  - Ihe~r T
Φ(4), (3.136) 

wobei 

di = d[-äiVT. 

Da sich der Zulieferer  annahmegemäß keinen Marktbeschränkungen im Hin-
blick auf die Duplikation seiner Stillhalterverpflichtung  gegenübersieht493 und 
deshalb grundsätzlich jede Preisoption des in Frage stehenden Typs akzeptie-
ren wird, sofern sie mit dem Wert auf einem vollständigen Markt vergütet 
wird, kann der Basispreis seitens der betrachteten Unternehmung aus ihrer 
Sicht günstig gestaltet werden. Die Unternehmung wird den Basispreis folg-
lich so ansetzen, dass der Term Apo(V,  I] Ih) möglichst groß wird, sofern es 
überhaupt positive Differenzterme  gibt. Es ist dabei allerdings vorauszusetzen, 

4 9 1 Vgl. zur Optionspreisformel  Musiela/Rutkowski  (1998), S. 144 f., Steiner/Uhlir 
(2001), S. 258 f. Auf das System stochastisch unabhängiger Wiener-Prozesse mit der sich 
daraus für die Prozesse V(.) und / ( . ) ergebenden Darstellung der Gl. (2.109) und (2.110) 
braucht hierbei (noch) nicht zurückgegriffen  zu werden. 

4 9 2 Zur Dichtefunktion s.u. Fn. 495, S. 258. 
4 9 3 Er muss hierfür  eine Long-Position bezüglich / ( . ) eingehen, was sowohl auf einem 

vollständigen als auch auf einem Markt mit Leerverkaufsverbot  bzgl. / ( . ) ohne weiteres 
möglich ist. 
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258 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

dass der Zulieferer  nicht versucht, den sich für die Unternehmung ergebenden 
Vorteil auch für sich auszunutzen, indem er einen Optionspreis verlangt, der 
höher als der Wert auf dem vollständigen Markt ist. Im Idealfall wäre dies 
gewährleistet, wenn der Zulieferer  problemlos substituierbar wäre. Die Unter-
nehmung hat nun das folgende Problem zu lösen4 9 4 : 

max Apo(Vo,  / 0 ; Ih)-
i h eR +

 v y 

Die durch die Kontraktmöglichkeit mi t dem Zulieferer  gegebene Erhöhung des 
Käuferpreises  für die Realoption kann maximal den Wert: 

Apo(Vo,Io;i h) mi t I h : = arg max APO(V 0, J 0 ; I h ) (3.137) 

annehmen, vorausgesetzt, Ih ist endlich. Notwendige Bedingung für einen dies-
bezüglich optimalen, endlichen Basispreis Ih ( > 0) i s t 4 9 5 : 

!H S^-(VOJO'JH)  = 0 = ih(-e- r T(N(d?(i h))-N(di(f h)))) 
d%{ì h) k 2 4(1 h ) 

= I f  ^e-i'  dz 
— oo —oo 

Ein endlicher, optimaler Basispreis muss somit Folgendes erfüllen: 

I h = 0 (3.138) 

V < % ( I h ) = d i ( I h ) ' (3.139) 

Gl. (3.139) führt  wie folgt auf einen Kandidaten für den optimalen Basispreis: 

so dass: 

I h = (3.140) 

Falls es ein Binnenoptimum gibt, ist dieses somit eindeutig. 

4 9 4 Ein negativer Basispreis ist hier sicherlich unrealistisch. Die dabei entstehende Option 
wäre darüber hinaus darstellbar als Option mit nicht-negativem Basispreis zuzüglich einer 
risikolosen Zahlung. Darüber hinaus wird bei den Punktionen für den Optionswert ein 
Ih > 0 vorausgesetzt. Der Fall Ih = 0 wird noch separat angesprochen. 

4 9 5 Zur partiellen Ableitung des Optionspreises nach dem Basispreis vgl. Cox/Rubinstein 
(1985), S. 221, wobei eine Anpassung an vorhandene Dividendenprozesse vorzunehmen ist. 
Die Dichtefunktion zur Normal Verteilung (und damit auch zur Standardnormalverteilung) 
ist bspw. in Fahrmeier/Küns tier/Pig eot/  Tut ζ  (2001), S. 353, angegeben. Sie lautet: 

1 ι (  ' - f x ) 2  

f(x)  = -=e Λ 'χ  ) t V2 π 
μχ : Er wart ungs wert, σχ  : Standard ab weichung der normalverteilten Zufallsvariablen  X. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 259 

A n m e r k u n g 3.5 

• Für  Ih = 0 ergibt  sich  eine Wertobergrenze  für  die  Preisoption  von 
E0 [e~ r TI(T)]  = I0e~6' T  (= l im i h ^oh% a l l ( I ' , I h ) ) . Der  Fall  4 = 0 ent-
spricht  einem unbedingten  Termingeschäft,  da der  Zulieferer  in sämtlichen 
Umweltzuständen  (mit  positiver  Wahrscheinlichkeit)  int  — Τ aus der  Op-
tion  in Anspruch  genommen wird.  Damit  hat sich  ferner  die  Unterneh-
mung bereits  in t — 0 auf  eine spätere  Produktion  festlegt,  denn es gilt 
V(T)  > min [I(T),  Ih]  = Ih = 0 (fast  sicher).  Insofern  wird  der  Zuliefe-
rer  auch den vollen  G eg enw arts wert  des Vorproduktes  verlangen,  bereinigt 
nur  durch  Wertflüsse  („Dividenden''),  die  aus einer  Long-Position  im Vor-
produkt  entstehen.  Bei Lagerkosten  sind  diese  negativ,  so dass mit δι < 0 
auch Zahlungen  berücksichtigt  werden,  die  dem Zulieferer  aus der  Bereit-
stellung  per  Termin  entstehen 496. Für  das Unternehmen  ergibt  sich  ein Ge-
genwartswert  des zukünftigen  Erlöses  von EQ [e~ r TV(T)]  = Voe~ öyT  und 
somit  ein G eg enw arts wert  der  durch  den Zulieferer-Kontrakt  abgesicherten, 
zukünftigen  Investitionsmöglichkeit  in Höhe von Δ = V$e~ övT  — Ioe~6' T, 
wobei  die  Preisoption  nur  bei Δ > 0 eindeutig  zu erwerben  ist. 

• Wird  hingegen  der  Call  auf  den Unternehmens output V(T)  für  keinen  nicht 
negativen,  endlichen  Basispreis  größer  als der  Call  auf  das Vorprodukt  I(T) 
sein497, so gilt  doch lim/ h_>oo h%all(V;  Ih) = lim/ h_>oo h%all(I;I h) = 0, wie 
sich  leicht  anhand der  Gl. (3.135)  und (3.136)  nachvollziehen  lässt.  Damit 
gilt  auch lim/,^οο Apo(V,  I; Ih) = 0 und folglich  sind  für  diesen  Grenzfall 
die  Werte  der  Realoption  ohne und derjenigen  mit  Preisgarantie  gleich. 

2.2 Fall:  Leerverkaufsverbot  und vollständiger Markt bzgl. / ( . ) 4 9 8 

Betrachtet man zunächst die Situation eines Leerverkaufsverbotes  der be-
trachteten Unternehmung in ihrem Vorprodukt, so hat sie diesbezüglich nur 
die Möglichkeit, long zu gehen, d.h. sie kann keine (ungedeckte) Lieferver-
pflichtung eingehen, während sie sich hinsichtlich ihres eigenen Produktes auf 
einem vollständigen Markt befindet. Umgekehrt deckt dieser Fall jedoch Si-
tuationen ab, in denen eine jederzeitige Lagerbarkeit und Veräußerbarkeit be-
stehender Bestände im Vorprodukt durch das betrachtete Unternehmen selbst 
möglich sind. 

496 Vergleichbar den „cost-of-carry"  als Erklärung des Unterschiedes zwischen dem 
Preis eines Future und dem Kassapreis des zugrunde liegenden Basisinstrumentes; vgl. Hull 
(2000), S. 73. 

4 9 7 Auf den Beweis der Existenz einer solchen Konstellation wird verzichtet. Intu i t iv ist 
dieser Fall bspw. bei Jo > Vo Λ σ / > σγ  Λ δ = 0 zu erwarten. Denn der Black/Scholes-Preis 
einer dividendengeschützten Kaufoption besitzt eine positive partielle Ableitung sowohl 
nach dem Kassakurs des Basispreises (Options-Delta) als auch nach der Volati l i tät (Stan-
dardabweichung; Options-Vega) der kontinuierlichen Aktienrendite; vgl. z.B. Hull  (2000), 
S. 312, 328. 

4 9 8 Vgl. zu dieser Fallgestaltung bereits Knobloch  (2003), S. 176 ff. 
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260 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Aus den GL (3.126) und (3.127) ergeben sich für das Leerverkaufsverbot 
bzgl.  / ( . ) (bei vollständigem Mark t bzgl. V(.))  unmit telbar die folgenden Wert-
grenzen: 

h%{K)  = Eo 
hf ow(K)  = Eo 

~r TV(T)]  = Voe~ öyl 

~r T  (V(T)  - I(T)) +] 
m i t ( Ù ? (0, oo) 
m i t { y [ o w , ϋ ^ ) = (0 ,0) . 

Während die Obergrenze wie in Fall  2.1 im Gegenwartswert des Endpro-
duktes für die betrachtete Unternehmung, bereinigt um Wertflüsse (Dividen-
den) durch dessen Halten bis zum Ausübungszeitpunkt ( V o e ~ S v T ) , besteht, 
ergibt sich bereits eine von nul l verschiedene Untergrenze. Diese entspricht 
dem Wert einer indizierten Kaufopt ion auf das Underlying (V( . ) ) gegen den 
Wert des Vorproduktes ( / ( . ) ) ; die Marktrestr ik t ion hat somit aus Käufersicht 
keinen Einfluss auf die Optionsbewertung, verglichen mi t einem vollständigen 
Mark t . Die Frage, ob auf unvollständigen Märkten eine von nul l verschiedene 
Untergrenze entstehen kann, ist folglich zu bejahen. Allerdings beruht dies 
wiederum auf einem „ t r iv ia len" Sachverhalt, nämlich dem, dass die zur Du-
pl ikat ion notwendigen Maßnahmen nicht unter die Marktbeschränkung fallen. 
Man könnte nun an diesem Punkt stoppen, da der Käuferpreis  für eine Op-
t ion den Wert auf einem vollständigen Mark t nie überschreiten kann. Dem-
gegenüber bietet es sich an, die Überlegungen des vorausgegangenen Falles 
auch auf die vorliegende Problemstellung zu übertragen und die Wi rkung ei-
ner optionalen Preisgarantie auf den Wert der Realoption zu untersuchen. 
Da die Marktrestr ik t ion ohnehin nicht bindend ist, gelten die Überlegungen 
auch für einen vollständigen Mark t (bzgl. / ( . ) und V(.)).  Deshalb sind hier 
die Fälle eines Leerverkaufsverbots  und eines vollständigen Marktes bezüglich 
/ ( . ) zusammengefasst. 

Der Wert der Realoption ohne optionale Preisgarantie stellt sich somit so-
wohl als Käuferpreis  auf dem spezifizierten unvollständigen Mark t als auch 
als Optionswert auf einem (generell) vollständigen Mark t wie folgt dar: 

hE = hf ow{K)  = Eo [e~ r T  (V(T)  - J ( T ) ) + ] . 

Betrachtet man zusätzlich die Preisoption, so ergibt sich die folgende Situati-
on, wobei wiederum nach der Wi rkung auf den Realoptionswert beim betrach-
teten Unternehmen und nach dem Wert aus Sicht des Zulieferers  differenziert 
wird: 

(a)  Wert  beim betrachteten  Unternehmen: 
Aus Sicht des Unternehmens ergibt sich durch die optionale Preisgaran-

tie ein Anspruch, wie er für den vorausgehenden Fall  2.1 dargestellt wur-
de: Er entspricht B p o ( T ) , falls eine Verwertung des Vorproduktes außer-
halb der eigenen Produkt ion für die Unternehmung nicht möglich ist, und 
Bp lQ-(T) in der komplementären Situation. Angesichts der hier betrachteten 
Fallgestaltung, dass sich nämlich die betrachtete Unternehmung „höchstens" 
einem Leerverkaufsverbot  in / ( . ) gegenübersieht, erscheint im Unterschied 
zum vorausgehenden Fall jedoch (nur) die zweite Situat ion sinnvoll. Für 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 261 

den hierfür  zu betrachtenden, durch Gl. (3.132) beschriebenen Anspruch 
B££(T)  ( = max[V(T)J(T)}  - m in [ I (T ) , I h ] )  gilt Folgendes: 

B P O ( T )  ~ B P O ( T ) , 

d.h. er ist äquivalent zu dem wie folgt definierten Anspruch: 

B P O ( T )  : = m a x [V(T)  - / ( T ) , 0 ] + m a x [ / ( Τ ) - I H Ì 0 ] . 

(Die postulierte Äquivalenz kann leicht anhand der Fallunterscheidung nach-
vollzogen werden, welche sich in Tabelle 5.2 des Anhanges 5.6.2 findet.) 
Der Anspruch Bpo(T)  definiert  offensichtlich  das Auszahlungsmuster einer 
europäischen indizierten Kaufoption auf V ( T ) gegen I ( T ) , welches addit iv 
verknüpft  ist mit dem einer europäischen Kaufoption mit Underlying I ( T ) 
und Basispreis Ih· Der Gegenwartswert dieses Anspruches wird auf einem 
vollständigen Markt der Summe aus dem Wert der indizierten Kaufoption 
h c a u ( V , I ) und dem Wert der (einfachen) Kaufoption  h ^ a l l ( I ; I h )  entspre-
chen. Der zugehörige Käuferpreis  auf einem durch ein Leerverkaufsverbot  in 
/ ( . ) restringierten Markt wird somit nicht oberhalb dieses Wertes liegen. So-
mit ergibt sich als Wert der Realoption vor Abgeltung des Zulieferers  auf 
einem für die betrachtete Unternehmung vollständigen  Markt  bezüglich  /(.): 

hs„„brutto  '= hcaii(V,I)  + h%all(I-I h), (3.141) 

welcher zugleich eine Obergrenze  für den entsprechenden Käuferpreis  auf ei-
nem Markt mit Leerverkaufsverbot  bezüglich  / ( . ) ist. Eine Untergrenze  bei 
Existenz eines solchen Leerverkaufsverbot  es ist durch: 

hlpo,brutto  : = hEau(VJ)  + h*-Z in(VJ;I h) (3.142) 

gegeben499 . 

(b)  Sicht  des Zulieferers: 
Es sind hinsichtlich der Produktionsverhältnisse beim Zulieferer  grundsätz-

lich zwei Konstellationen denkbar: Zum einen kann wie in Fall  2.1 davon 
ausgegangen werden, dass die Bereitstellung des Vorproduktes beim Zuliefe-
rer einen anderweitigen Absatz seines Produktes verdrängt (Situation  ausge-
lasteter  Kapazitäten),  zum anderen ist die Situation eines zusätzlichen, nur 
im Zusammenhang der Preisoption betriebenen Kapazitätsaufbaues denkbar 
(Situation  zusätzlich  aufbaubarer  Kapazitäten). 

4 9 9 Vgl. die Darstellung in Fall  2.1, S. 253, wonach der Anspruch B^ (T)  den An-
spruch Bpo{T)  dominiert und Letzterer zur angegebenen Wertuntergrenze führt.  Die-
se ergibt sich, wenn in der Darstellung des Anspruches Bpo(T)  gemäß Gl. (3.128) mi t 
(V(T)e-^J(T)e-^)  ans te l l e v o n (V(T)J(T))  u n d m i t {y x,v 2) G { 0 } x M + der S c h a t t e n -
preisvektor (^1,^2) = (0,0) gewählt wird. 
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262 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

(b.l)  Ausgelastete  Kapazitäten  beim Zulieferer. 
Wie in Fall  2.1 bereits ausgeführt, muss die betrachtete Unternehmung 

ihrem Zulieferer  für die Einräumung der Preisoption den Wert einer Kaufop-
t ion auf das Vorprodukt I(T)  m i t Basispreis Ih bezahlen, sofern für die ein-
geräumte Opt ion anderweitig einsetzbare Kapazitäten gebunden werden. Sub-
trahiert man somit den Wert / & , , ( / ; I h ) von 

^Β/>()·,brutto  b z w · ^Bpo' ìbrutto ì 

bleibt der Unternehmung höchstens h^all(V,I)  — ausgehend von ^ / ) o . 6 r u ( i 0 

sogar weniger — als Gegenwartswert der Realoption mit  optionaler Preisga-
rantie. Dies war jedoch bereits der Wert der Realoption ohne diese Preisga-
rantie. In der gerade betrachteten Situat ion bringt eine Preisoption folglich 
keinen zusätzlichen Wertbeitrag. Bei einem Leerverkaufsverbot  bezüglich / ( . ) 
ist sogar eine Minderung des Käuferpreises  zu befürchten. In Bezug auf einen 
vollständigen Mark t bzw. einen unvollständigen Mark t , dessen Restriktionen 
jedoch nicht greifen, ist dieses Ergebnis natürl ich tr iv ial . Hier ergibt sich ein 
eindeutiger Preis für jeden Anspruch. Die barwertige Erhöhung des Realopti-
onswertes in eben dieser Höhe entspricht dem hierfür  aufzubringenden Betrag. 

Die Situat ion ausgelasteter, d.h. knapper Kapazitäten liegt insbesonde-
re dann vor, wenn der Zulieferer  bezüglich seines Endproduktes ( / ( . ) ) kei-
nen Marktbeschränkungen unterliegt. In diesem Fall nämlich konkurriert ein 
möglicher Absatz des Produktes über die Preisoption mi t einer alternativen 
Verwendung auf dem Mark t . Insbesondere könnte der Zulieferer  anstelle der 
Verpflichtung gegenüber dem betrachteten Unternehmen eine Lieferverpflich-
tung gegenüber einem (sonstigen) Markttei lnehmer in Gestalt eines Leerver-
kaufes von / ( . ) eingehen und auf diese Weise seine Produktionsmöglichkeit 
veräußern. 

(b.2)  Zusätzlich  aufbaubare  Kapazitäten  beim Zulieferer. 
Als zweite Konstel lat ion wird nun die Situat ion von speziell für die Preis-

opt ion erstellbaren Kapazitäten beim Zulieferer  untersucht. Die Erfül lung der 
Lieferverpflichtung  bewirkt dann für den Zulieferer  keine Einbuße im sonstigen 
Absatz seiner Produkte. Allerdings bedingt die Übernahme der Stil lhalterver-
pfl ichtung und der damit verbundene Aufbau zusätzlicher Produktionskapa-
zitäten seitens des Zulieferers  finanzielle Aufwendungen, die er sich von seinem 
Kunden erstatten lässt. Die grundsätzliche Verfügbarkeit  neuer, zweckgerich-
teter Produktionskapazitäten ist insbesondere dann gegeben, wenn keine kon-
kurrierende Nachfrage nach ihnen besteht. Dies kann angenommen werden, 
wenn dem Zulieferer  wegen der einzuräumenden Preisoption kein Zusatzauf-
trag entgeht. Der Zulieferer  befinde sich folglich in einer Situation, in der 
die Möglichkeit, weitere Aufträge, d.h. Lieferverpflichtungen,  über den Sta-
tus quo hinaus einzugehen, nicht besteht. Dadurch ist er hinsichtlich seines 
Endproduktes einer Leerverkaufsrestriktion  unterworfen.  Gleichzeitig sei — 
wie nachfolgend verdeutlicht wi rd — der Zulieferer  nicht bereit, auf Vorrat 
zu produzieren und sich einem (zusätzlichen) Absatzrisiko auszusetzen. I m 
Einzelnen sollen die folgenden Annahmen erfüllt  sein. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 263 

Ergänzende  Annahmen zum Zulieferer. 

1. Speziell aufgrund der Stillhalterverpflichtung  in der Preisoption baut der 
Zulieferer  Produktionskapazitäten auf, wodurch ihm in t  = 0 barwertig 
eine Auszahlung in Höhe von A > 0 entsteht, welche ihm jedoch von sei-
nem Kunden, der betrachteten Unternehmung, vergütet wird. Ohne die 
Stillhalterverpflichtung  und die Erstattung der Anschaffungsauszahlung  für 
die Kapazitätserweiterung wären somit in t  = Τ  Kapazitäten zur Erstel-
lung des Produktwertes I(T)  — über den sonstigen Absatz hinaus — nicht 
vorhanden. A beinhaltet hierfür  die Barwerte sämtlicher mit der Kapa-
zitätserweiterung anfallenden Zahlungen, einschließlich solcher, welche am 
Ende der Nutzung für die Stilllegung von Produktionsanlagen anfallen. 

2. Der Zulieferer  unterliegt einer Leerverkaufsrestriktion  bezüglich seines End-
produktes / ( . ) . Hinsichtlich seines Vorproduktes befindet er sich auf einem 
vollständigen Markt . Dessen Wertentwicklung wird durch die noch zu spe-
zifizierende geometrisch Brown'sche Bewegung IL{.)  beschrieben. 

3. Der Zulieferer  ist nicht bereit, eine positive Wahrscheinlichkeit für einen 
Verlust aus seinem Engagement auf sich zu nehmen. 

Eine mehrstufige Weiterentwicklung der Vertragsbeziehungen soll nicht er-
folgen. Aus diesem Grund wird in der zweiten Zusatzannahme davon ausge-
gangen, dass für den Zulieferer  keine Restriktionen im Handel seines Vorpro-
duktes bestehen. Man kann daran denken, dass ein Terminmarkt für Roh-
stoffe  existiert, auf dem auch ungedeckte Lieferverpflichtungen  eingegangen 
und in ihrer Höhe permanent variiert werden können. Die Erstattung der fi-
nanziellen Aufwendungen für die Erweiterung der Produktionskapazität beim 
Zulieferer  durch das betrachtete Unternehmen ist bei dessen Vorteilhaftig-
keitskalkül zu berücksichtigen. Dabei ist die Existenz von nicht verschwin-
denden Erweiterungsaufwendungen per se realitätskonform;  sie vermeidet zu-
dem, dass der Zulieferer  von sich aus einen „kostenlosen" Kapazitätsaufbau 
vornehmen und sich dabei selbst weitere, ggf. unbegrenzt hohe Realoptio-
nen schaffen  kann. Bei begrenzter Kapazitätserweiterung würde dies (im-
mer noch) dazu fuhren, dass die Möglichkeiten der Kapazitätserweiterung 
vollständig ausgeschöpft würden und damit eine Situation knapper Kapa-
zitäten entstünde. Indem nun aber ein Kapazitätsaufbau nicht mehr „kosten-
los" möglich ist, kann ein isoliertes Investitionsproblem des Zulieferers  be-
trachtet werden, innerhalb dessen er durch Investition des Betrages A > 0 
selbst eine Kapazitätserweiterung durchfuhrt,  die eine Auszahlung in t  = Τ 
über max [ l ( T ) — / L ( T ) , 0 ] bringt. Der Zulieferer  kann folglich durch Auf-
bringung von A eine Realoption erwerben. Aus der dr i t ten Zusatzannahme, 
wonach sich der Zulieferer  keinem zusätzlichen Risiko aussetzen möchte, ist 
für den damit erworbenen Anspruch ein Käuferpreis  zu ermitteln. Nach Satz 
ergibt sich in Verbindung mit dem Leerverkaufsverbot  bezüglich / ( . ) in dieser 

Hinsicht Folgendes: inf max \l(T)e~^  - IL(T)e~ u2\θ1 = 0, wobei 
(i/f,i/£)eR+x{0} L v y v y J 

(/>f,z>f)  = (oo,0) den minimierenden Schattenpreisvektor kennzeichnet und 
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264 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

der Vorleistungswertprozess des Zulieferers  durch die stochastische Differen-
tialgleichung: 

dI L(t)  = IL(t)  (b L dt  + GL dW L{t)^j  (3.143) 

mi t der Anfangsbedingung IL(0)  = Iq beschrieben sein soll. W L(.)  stelle einen 
Wiener-Prozess dar, der mi t dem den Prozess / ( . ) gemäß Gl. (3.122) konstitu-
ierenden Wiener-Prozess W 1 (.) korreliert sein kann. Eine etwaige Korrelat ion 
sei durch den (konstanten) Korrelationskoeffizienten ρ li φ 1 beschrieben. 
Ferner kann das Halten der Vorleistung mi t laufenden Zahlungen verknüpft 
sein. Diese werden durch die konstante Dividendenrate ÖL abgebildet. Der 
Käuferpreis  für die aus der Technologie des Zulieferers  gegebene Realoption 
hat den Wert null. Unter Berücksichtigung des für die Kapazitätserweiterung 
aufzubringenden Betrages A wi rd der Zulieferer  damit von sich aus keine Ka-
pazitätserweiterung vornehmen. 

Es ist nunmehr das Auszahlungsprofil  zur Preisoption für den Zulieferer 
zu erstellen. Dar in werden sämtliche Zahlungen erfasst, die ihm durch die 
Einräumung der Preisoption entstehen und vom betrachteten Unternehmen 
in Gestalt der Optionsprämie (barwertig) zu vergüten sind. Sie sind in Tabelle 
3.4 angegeben. Ein Vergleich mi t der Situat ion bei knappen Kapazitäten (Ta-
belle 3.3) weist für manche Fälle das gleiche Verlust- bzw. Auszahlungsprofil 
aus; im Fall I(T)  > Ih A I(T)  > IL(T)  jedoch ist der Verlust geringer als 
bei knappen Kapazitäten, da die Lieferung des Produktes an das betrachtete 
Unternehmen einen anderweitigen Absatz seitens des Zulieferers  nicht verhin-
dert. Die Oppor tuni tä t in Gestalt eines um I(T)  — IL(T)  geringeren Erlöses 
ist folglich nicht anzusetzen. Dadurch entsteht dem Zulieferer  bei Ih > IL(T) 
sogar noch eine Einzahlung (/negative Einbuße). Eine weitere Einzahlung er-
gibt sich bei I(T)  < Ih A I(T)  > IL(T).  Durch die zusätzlich geschaffene 
Kapazität w i rd dem Zulieferer  im Fall einer Nicht-Inanspruchnahme aus der 
Preisoption eine Produkt ion für den (sonstigen) Mark t möglich. Kann folglich 
der Zulieferer  aufgrund seiner Technologie einen positiven Deckungsbeitrag er-
wirtschaften, fällt ihm dieser zu, wenn der Produktpreis unter dem Basispreis 
der Preisoption liegt. 

Dami t sich der Zulieferer  durch die Einräumung der Preisoption nicht 
schlechter als im Status quo stellt, müssen ihm der Gegenwartswert der in 
Tabelle 3.4 wiedergegebenen Zahlungen, berechnet als Verkäuferpreis,  sowie 
der fixe Auszahlungsbetrag A für die Kapazitätserweiterung vergütet wer-
den. Die Bestimmung eines Verkäuferpreises  unter Einbeziehung sämtlicher 
Zahlungen des Zulieferers  erweist sich allerdings als schwierig. Deshalb wi rd 
der Verkäuferpreis  dadurch nach oben abgeschätzt, dass der Erlös, den der 
Zulieferer  im Falle der Nicht-Ausübung der Preisoption durch eine Verwer-
tung der nunmehr freien Kapazitäten für eine Mark tprodukt ion erhält, das 
vom betrachteten Unternehmen zu Vergütende nicht mindert. D.h. die Ein-
zahlung in Höhe von I(T)  - IL(T)  in der Situation IL(T)  < (<)I(T)  < I h 

soll nicht in die Bemessung der Prämie für die Preisoption eingehen. M i t die-
ser Abschätzung geht der Zulieferer  eine Sti l lhalterposit ion ein, welche durch 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 265 

Tabelle  34 
Verlustprof i l  der Preisopt ion aus Sicht des Zulieferers 

ohne Verdrängung einer a l ternat iven P roduk t i on 

Fall Einbuße (Aufwendung) durch Verpflichtung 
t  = 0 1 t — T 

1. I(T)  > Ih 
1.1 I{T)  > IL{T) 

1.2 I(T)  < IL(T) 

Inanspruchnahme aus Preisoption 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist konkurrenzfähig 

A 1 IL(T)-I h 

Zulieferer  kauft Vorprodukt zu I(T)  am Markt 
A I / (Τ ) - Ih 

2. I(T)  < Ih 
2.1 I{T)  > IL{T) 

2.2 I(T)  < IL(T) 

Preisoption wird nicht ausgeübt 
Zulieferer  produziert mit zusätzlicher Kapazität für Markt 

A IL{T)-I(T) 
Prod.-Prozess des Zulieferers  ist nicht konkurrenzfähig 

A 1 0 

den folgenden Anspruch beschrieben ist — der für die Kapazitätserweiterung 
aufzubringende Betrag wird später berücksichtigt: 

(l L(T)  - Ihj  1{/(T)>/,,. λ I(T)>I L(T)}  + (I(T)  - h) 1{/(T)>/,,. A IL{T)>I{T)} 

~ (min [ / ( T ) , / L ( T ) ] - Ih) 1 { / (T)>/ , } =: BZ' JK(T)  (3.144) 

- max [min [ / ( T ) , / L ( T ) ] - I h i θ] - max [ l h - / L ( T ) , θ] 1 { / ( τ ) > / , } 

=: BZ' JK{T).  (3.145) 

Für den Zulieferer,  welcher sich bezüglich / ( . ) einem Leerverkaufsverbot  ge-
genübersieht und sich bezüglich IL(.)  auf einem vollständigen Markt befindet, 
ist ein Verkäuferpreis  für den Anspruch BZ]f K(T)  zu bestimmen. Hierfür  wird 
der äquivalente Anspruch BZ'^ K(T)  gemäß Gl. (3.144) durch: 

Bz-f K  '{T)  -.= (min [l(T),I L(T)]  - I h ) 1 { / ( r )>/„ . } 

vernachlässigbar modifiziert.  Dieser Anspruch repräsentiert eine Funktion von 
I(T)  und IL(T),  welche die Voraussetzungen für die Anwendung des Satzes 
e r fü l l t 5 0 0 . Es ist nun leicht zu sehen, dass der Verkäuferpreis  für diesen An-
spruch mit dem Preis auf einem vollständigen Markt übere inst immt 5 0 1 , so 
dass auch der gesuchte Verkäuferpreis  für den Anspruch B Z ' ^ K (T) dem Preis 
dieses Anspruches auf einem vollständigen Markt entspricht. 

5 0 0 Die Modifikation besteht in einer Zahlung, der eine Punkt-Eintrittswahrscheinlichkeit 
von null zuzuordnen ist. Die durch diesen Anspruch repräsentierte Punktion wird dadurch 
„lower semi-continuous"; vgl. Fn. 373, S. 207. 

5 0 1 Hierfür  ist sup [ ( m i n \l{T)e~ v
ί , IL(T)e~^}  - I h ) 1 i T ( T , - u z

T  ,1 zu 
( i / f , 1 / | ) G K + X { 0 } L V L J J i n n e > 1 h f j 

ermitteln. Maximierend ist der Schattenpreisvektor (z>J,z>|) = (0,0). 
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266 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

Somit ist der Gegenwartswert der St i l lhal terverpf l ichtung  h B z j K auf Basis 
der GL (3.145) nun wie folgt gegeben: 

hBz jK  = Eo  [ e " r T m a x [m in [ / ( T ) , / L ( T ) ] - I h , θ] ] 

-Eo \e~r T max \lh - / L ( T ) , θ] 1 { / ( τ ) > / , , } ] · 

Hierbei t r i t t ein Opt ions typ auf, welcher als up-add  Cross- Verkaufs option 
(bzw. up-add Cross-Put ) bezeichnet w i r d 5 0 2 ; die betrachtete Op t ion diesen 
Typs w i rd auch kurz als Cross- Verkaufs option  oder Cross-Put  bezeichnet. 
Das Auszahlungsprofi l  der Op t i on entspricht dem Anspruch: 

BCp(T)  := max [l h - / L ( T ) , θ ] 1 { / ( τ ) > / , , } . (3.146) 

Dieser Anspruch beinhal tet , wie bei einem gewöhnlichen Pu t , eine Auszahlung 
in Höhe der Differenz  zwischen einem Basispreis I h und dem Wer t des Under-
lyings IL(T).  Die Auszahlung der Differenz  hängt aber nicht nur vom Wert 
des Underly ings i m Vergleich zu diesem Basispreis, analog einem gewöhnlichen 
Pu t , oder einem anderen Basispreis, wie bei einer G a p - O p t i o n 5 0 3 , ab. Für die 
Opt ionsausübung ist zudem noch das Vorzeichen der Differenz  zwischen einem 
vom Prozess des Underly ings verschiedenen stochastischen (Referenz-) Prozess 
/ ( . ) — von daher die Bezeichnung „Cross" — und dem Basispreis maßgebend. 
Da i m vorliegenden Fal l die Op t i on nur i m Geld endet, wenn dieser Prozess 
i m Ausübungszei tpunkt einen Wer t größergleich und nicht kleiner als der Ba-
sispreis aufweist, ist der Zusatz „ u p " angefügt. Die Bedingung für eine i m 
Fäl l igkei tszei tpunkt posit ive Auszahlung der Op t ion ist folglich, dass sowohl 
der Wer t des Underly ings als auch der des Referenzprozesses  jeweils größer 
als der Basispreis ist. Da dami t die Op t ion auch bezüglich des Underly ings i m 
Geld sein muss, erhält die Op t ion den Zusatz „ add " . U m den dem Zulieferer 
zu vergütenden Wert h B z j K anheben zu können, ist somit neben dem Wert 
einer „ M i n i m u m " - K a u f o p t i o n h c ^ n ( I , I L ] I h ) auch der Wer t des Cross-Put 
zu ermi t te ln . 

Es g i l t dann: 

hBz-JK  = h%™n(I,I L;Ih) - hE
PZP(I L'J'jH), 

wobei 

• hinsicht l ich des Wertes des „ M i n i m u m " - C a l l s ,IL;Ih) die in An-
hang 5.6.1 hergeleitete Formel (Gl. (5.87)) herangezogen werden kann, bei 
welcher der Prozess V(.)  durch den Prozess IL(.)  zu ersetzen ist; 

5 0 2 Vgl. zur Einführung dieses Optionstyps Knobloch  (2003), S. 182. 
503 v g l z u r Charakterisierung und zur Wertfunktion einer Gap-Option Korn/Korn 

(1999), S. 178 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 267 

• der Wert der Cross-Verkaufsoption gegeben ist durch: 

h p u t { I L ' J ' J h ) = ΐ Η β - Γ Τ
Φ

{ - ρ ι ' ι \ ά 1 ί ά 2 ) - Ι ο β - δ ι ' Τ
Φ

{ - ρ ι ' ι ) ( ά 3 ί ά 4 ) (3.147) 

mit 

di 

d2 

d3 

dl· 

1 η Α _ ( Γ _ ^ _ Ι σ 2 ) τ 

^ f l n g + i r - ^ - i ^ T f , 

[in ja + (r - ̂  - iä? + pL/aLä/) r] . 
σ/Λ 

Die Herleitung der Bewertungsgleichung (3.147) für die Cross-
Verkaufsoption wi rd in Anhang 5.6.3 angegeben. 

Damit hat das betrachtete Unternehmen für die Einräumung der optionalen 
Preisgarantie dem Zulieferer  den Betrag: 

hpojK,z  = A + hßz-,ικ 

in t  = 0 zu bezahlen. Ausgehend von den Gl. (3.141) bzw. (3.142) ergibt 
sich für die betrachtete Unternehmung ein Gesamtwert der Realoption (unter 
Berücksichtigung des Erwerbs der Preisoption) von: 

hpo-,netto  = h1ßp( ).brutt o - (A  + hBZ jK  ) 

= HßAUIY,  I ) + h%ALL{I-  IH)  — Α — H * ™ N ( I ,  I L ; I H ) + H*% P(I L; /;  I H ) 

(3.148) 

bzw. 

h2poVnetto  = h%po.bmito  - (A  + hBZJK) 

- h c £ n V > / L ; Λ ) + h E
P Z P ( I L ; / ; I h ) , (3.149) 

wobei vorzugsweise vom zweiten Term auszugehen ist, da er eine Untergren-
ze des Realoptionswertes für den Fall eines Leerverkaufsverbotes  bezüglich 
/ ( . ) für das betrachtete Unternehmen beinhaltet. h l

P 0 . n e t t o entspricht demge-
genüber dem Optionswert auf einem diesbezüglich vollständigen Mark t (zu-
gleich Obergrenze für den Optionswert bei einem Leerverkaufsverbot).  Da je-
doch für den Zulieferer  ein Leerverkaufsverbot  bezüglich / ( . ) unterstellt und 
allgemein nach einem „Mindest"-Opt ionswert gesucht wird, sollte dies auch 
für das betrachtete Unternehmen angenommen werden. 

Somit lohnt sich der Erwerb einer Preisoption vom Zulieferer  im Sinne 
einer Erhöhung des Käuferpreises  der Realoption für die betrachtete Unter-
nehmung, wenn 

hpo-,netto  > hcall 
( V , / ) bzw. (3.150) 

h2p0 \netto > hgaU(y,I)  (3.151) 
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268 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

gi l t . I m extremen Fall, dass das Vorprodukt des Zulieferers  für diesen (na-
hezu) umsonst zu haben ist, kann der sich aus Gl. (3.150) ableitende Vortei l 
näherungsweise best immt werden über die folgende Grenzbetrachtung: 

Δ/Ι1 := lim (hpO;netto  ~ hcall(VJ)  ) Ί 

zu Gl. (3.151) ergibt sich der Ausdruck: 

Λh2 := lim (h 2
P0.nett o - hßaa(V,I)  ) . 

i/^o  V  J 

Unterstel l t man vereinfachend Ρ LI = 0, so folgt: 

A h 1 = h E a u ( I ; h ) - A + I h h d ^ a i l a l ( I ; I h ) . (3.152) 

Ah 2 = h%™n(V,  J; Ih) - A + hhd
cZt al(I;  Ih). (3.153) 

( ^ C a i r V i Ih) steht für den Gegenwartswert eines „d ig i ta len" Calls, der durch 
den Anspruch Bdlglta l(T)  : = 1 J(T)>/,, gekennzeichnet i s t 5 0 4 . ) Die Grenzbe-
trachtung für A h 1 nach Gl. (3.152) kann wie folgt interpretiert werden: Die 
Summe h^all(I; Ih) + Ihh^ll al (I;  Ih) zeigt den Wert eines bedingten Anspru-
ches, welcher der betrachteten Unternehmung den Wert I(T)  für den Fall ver-
spricht, dass I ( T ) > Ih ist. Letzteres bedeutet, dass die Preisoption im Geld 
ist. Das betrachtete Unternehmen erhält somit in den Ausübungssituationen 
der Preisoption sein Vorprodukt gleichsam „umsonst" ; d.h., die Technologie 
des Zulieferers  w i rd dem betrachteten Unternehmen kostenlos zur Verfügung 
gestellt. (Dies beinhaltet allerdings die Übernahme der finanziellen Aufwen-
dungen für die Kapazitätserweiterung seitens des betrachteten Unternehmens 
in t  = 0.) In den Fällen, in denen die Preisoption nicht ausgeübt wird, hat 
die betrachtete Unternehmung keinen Vortei l gegenüber der Si tuat ion ohne 
optionale Preisgarantie. Bei der Interpretat ion von A h 2 nach Gl. (3.153) ist zu 
berücksichtigen, dass sich aufgrund der hierbei vorgenommenen Abschätzung 
die Vortei lhaft igkeit  der Preisoption dadurch vermindert, dass zumindest in 
Bezug auf den unmit te lbar beim betrachteten Unternehmen selbst realisierten 
Vortei l lediglich für denjenigen Fall eine Ausübung der Preisoption unterstellt 
wird, dass der Erwerb der Vorleistung im eigenen Produktionsprozess sinnvoll 
eingesetzt werden kann. 

Falls sich allgemein in einer der durch die Bedingungen (3.150) bzw. (3.151) 
gegebenen Konstel lat ionen der Wert der Realoption durch die Preisoption 
erhöht, ist dies darauf zurückzuführen, dass sich das betrachtete Unterneh-
men den Technologievorteil seines Zulieferers  zunutze machen kann. Denn bei 
der E rm i t t l ung des Verkäuferpreises  seitens des Zulieferers  sind lediglich des-
sen Aufwendungen berücksichtigt, nicht jedoch eine Oppor tun i tä t in Gestalt 
des von ihm bei einem sonstigen Absatz am Mark t zu erzielenden Deckungs-
beitrages. (Besonders deutl ich wi rd dies bei der gerade angestellten Grenzbe-
trachtung.) Eine Ausnahme hiervon bi ldet die vorgenommene Abschätzung  bei 

Vgl. insbesondere zur Bewertung Korn/Korn  (1999), S. 177 f. 
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3.3 Die Investitionsprobleme im Marktkontext 269 

der Ermi t t lung dieses Verkäuferpreises.  Dieser wird nämlich nicht durch einen 
Erlös gemindert, den der Zulieferer  aus der Verwendung der zusätzlichen Ka-
pazitäten im Falle der Nicht-Ausübung der Preisoption realisiert. Ein solcher 
Erlös fällt somit unmittelbar dem Zulieferer  zu. Darüber hinaus beschreibt die 
ermittelte Höhe der Wertsteigerung der Realoption beim betrachteten Unter-
nehmen den Spielraum für Verhandlungen zwischen ihm und seinem Zulie-
ferer.  h l

P O . n e t t 0 bzw. h 2
P O . n e t t 0 repräsentieren, abgesehen von der angespro-

chenen Abschätzung, eine Obergrenze  für den letztlich bei der betrachteten 
Unternehmung verbleibenden Vorteil. Denn sicherlich möchte der Zulieferer 
nicht den gesamten Technologievorteil, über den er verfügt,  seinem Kunden 
überlassen. Der Spielraum muss allerdings in Preisverhandlungen über die 
optionale Preisgarantie ausgelotet werden, da das betrachtete Unternehmen 
keinen Einblick in die Kostenstruktur seines Zulieferers  haben wird und dem 
Zulieferer  seinerseits ggf. Marktdaten in Bezug auf den Output V(. ) fehlen. 

Die Zusammenfassung  der Ergebnisse dieses Abschnittes zeigt bezüglich der 
zugrunde liegenden Realoption in Verbindung mit einer Preisoption gegenüber 
dem Zulieferer  Folgendes: 

• Unterliegt die betrachtete Unternehmung Handelsbeschränkungen im ei-
genen Output (Fall  1), stellen sich ausschließlich triviale Wertgrenzen 
ein, sofern die Beschränkungen restriktiv wirken. Dies trifft  zunächst auf 
einen unvollständigen Markt i.e.S. bzgl. V(.) zu: Ein nach oben unbegrenz-
tes Gewinnpotential führt  dazu, dass die Unternehmung keinen endlichen 
Verkäuferpreis  anbieten wird. Besteht demgegenüber lediglich ein Leer-
verkaufsverbot  bzgl. V(.) wäre die Unternehmung bereit, ihre Produkti-
onsmöglichkeit abzutreten, da sie mit dem Erlös alternativ am Markt ihren 
bisher optierten Output erwerben könnte. Die Absicherungsmöglichkeit in 
der Vorleistung / ( . ) bestimmt den Preis, den sie hierfür  verlangen müsste. 
Hinsichtlich des Käuferpreises  führt  die Gefahr, dass der Output wertlos 
wird, in diesem Fall jedoch dazu, dass ein potentieller Käufer,  welcher 
sich keinem Verlust-Risiko aussetzen möchte, die Realoption nicht erwerben 
wird. Voraussetzung wäre nämlich, dass er als neuer Eigentümer der Un-
ternehmung (oder zumindest der Realoption) eine komplementäre Wertent-
wicklung in seiner Long-Optionsposition und der zur Finanzierung des Er-
werbs aufgebauten Verschuldung erreichen könnte. Hierfür  allerdings wäre 
ein Leerverkauf  von V(.) nötig. 

• Für die Situation eines vollständigen Marktes im eigenen Produkt und eines 
unvollständigen Marktes i.e.S. in der Vorleistung (Fall  2.1) weist eine iso-
lierte Betrachtung der im Mi t te lpunkt stehenden Unternehmung wiederum 
triviale Wertgrenzen auf. Durch den Aspekt der lediglich differenzierten 
Unvollständigkeit,  nach welcher für den Zulieferer  der Vorleistung ande-
re Marktrestriktionen als für die betrachtete Unternehmung gelten, wird 
für diesen ein vollständiger Markt bzgl. / ( . ) oder zumindest eine gemilder-
te Marktbeschränkung in Form eines Leerverkaufsverbotes  unterstellt. In 
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270 3. Bewertung auf unvollständigen Kapitalmärkten 

einer solchen Konstellation ist ein Vertrag zwischen dem betrachteten Un-
ternehmen und seinem Zulieferer  konstruierbar, der, je nach den zugrun-
de liegenden Werten für die Prozessparameter, zu einem (echt) positiven 
Käuferpreis  für die Realoption aus Sicht der Unternehmung führt,  ohne dass 
der Zulieferer  ein Risiko auf sich nehmen müsste. Es wird gezeigt, dass eine 
Preisoption, in der sich der Zulieferer  zur Lieferung des Vorproduktes gegen 
einen festgelegten Basispreis verpflichtet,  diese Forderung erfüllt.  Der Zu-
lieferer  hat für die Übernahme der Stil lhalterposition einen Verkäuferpreis 
für diese Preisoption vor dem Hintergrund seiner  Marktgegebenheiten zu 
bestimmen und einzufordern.  Dem betrachteten Unternehmen bleibt ein 
Wert, welcher durch den Ausdruck Apo(Vo,  h',  Ih) [gemäß Gl. (3.137)] ge-
kennzeichnet wurde und die Erhöhung seines Käuferpreises  für die Real-
option beinhaltet. Hierbei wurde bereits eine Gestaltung des Basispreises, 
somit der Preisoption, vorausgesetzt, die auf einen maximalen Wert der 
Realoption führt  und insofern optimiert ist. 

• Ebenfalls auf einem in Bezug auf das eigene Produkt vollständigen, in Bezug 
auf die Vorleistung allerdings nur durch ein Leerverkaufsverbot  charakte-
risierten Markt (Fall  2.2) ergibt sich bei der Ermi t t lung des Käuferpreises 
kein Unterschied zu einem generell restriktionslosen Markt ; d.h., das Leer-
verkaufsverbot  wirk t bei der Ermi t t lung des Käuferpreises  nicht wertmin-
dernd. Abseits einer Untersuchung der Wirkung differenzierter  Unvoll-
ständigkeit wird auch auf einem dergestalt spezifizierten Markt die Be-
deutung einer Preisoption untersucht. Hierbei kann sich eine Erhöhung des 
Realoptionswertes ergeben, falls die Einräumung der Preisoption für den 
Zulieferer  keine Beeinträchtigung seines sonstigen Absatzes mi t sich bringt. 
(Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn er nicht bereit ist, eigene finan-
zielle Mi t te l für einen Kapazitätsaufbau bei existentem Absatzrisiko einzu-
setzen, um sich selbst eine Realoption zu „erwerben".) Der Rahmen für eine 
Werterhöhung der Realoption beim betrachteten Unternehmen erweist sich 
allerdings als eng. Er ist durch die Bedingungen (3.150) bzw. (3.151) charak-
terisiert. Letztl ich besteht die Wirkung der Preisoption in dieser Situation 
darin, dass der Zulieferer  „seine Technologie", welche in der Transformation 
seines Vorproduktes in sein Endprodukt besteht, dem betrachteten Unter-
nehmen zur Verfügung stellt. 
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4. S c h l u s s b e t r a c h t u n g 

Auf einem idealisierten Kapi ta lmarkt , der durch homogene Erwartungen 
und gleichen Zugang der Markttei lnehmer sowie durch vollkommene Trans-
parenz und die Nicht-Existenz von Transaktionskosten gekennzeichnet ist, 
w i rd der Wert einer Opt ion durch verschiedene Determinanten bestimmt. 
Dazu gehören ihr Auszahlungsprofil,  die zeitliche Ausübungsbedingung so-
wie die Handelbarkeit relevanter Wertpapiere des Kapitalmarktes und die 
Präferenzen  des Bewertenden, welcher als Käufer oder Verkäufer  des Anspru-
ches a u f t r i t t 5 0 5 . Au f einem vollständigen Kapi ta lmarkt , dessen Kennzeichen 
der unrestringierte Handel in den vorhandenen Wertpapieren und darüber 
hinaus die Verfügbarkeit  einer für die Dupl ikat ion des Anspruches hinreichen-
den Anzahl von Kapi ta lmarkt Instrumenten ist, reduzieren sich die Anforde-
rungen an die Präferenzen  auf die Nicht-Sätt igung der Investoren. Denn auf 
diesem Kapi ta lmarkt kann ein arbitragefreier  Optionspreis ermit tel t werden. 
Die spezifischeren Nutzenvorstellungen des Investors erlangen allerdings dann 
auf vollkommenen und vollständigen Kapi ta lmärkten Entscheidungsrelevanz, 
wenn es darum geht eine nutzenoptimale Portfol io-/Entnahme-Strategie  zu 
bestimmen. Die hierzu vorliegenden Ansätze fußen gleichwohl wieder auf ei-
ner idealisierten Kapi ta lmarktwel t , in welcher bis dato Steuern vernachlässigt 
worden sind. I m zweiten  Kapitel  werden die grundlegenden Ansätze, aus-
gehend von Merton  (1969, 1971), deshalb um die Effekte  der Besteuerung 
ergänzt. Konkret wi rd ein (einfaches) Steuersystem zugrunde gelegt, welches 
eine zeitkontinuierliche Besteuerung sämtlicher Vermögenszuwächse sowie ei-
ne unmittelbare Steuererstattung im Verlustfall  auf Basis eines konstanten 
Steuersatzes st  unterstellt. Die Reaktion eines Investors, dem eine logarithmi-
sche Nutzenfunkt ion oder — bei deterministischen Koeffizientenprozessen  — 
eine solche des „power type" zuzuordnen ist, besteht unter diesem Steuerre-
gime bei Anwendung des Erwartungsnutzenkonzeptes in einer risikoreicheren 
Portfolio-Strategie,  nach der die im Vor-Steuer-Fall zu wählenden Portfolio-
Gewichte der riskanten Wertpapiere mi t dem Faktor y ^ ( > 1) zu mult ip l i -
zieren s i n d 5 0 6 . Für den Fall deterministischer Koeffizientenprozesse  gi l t dies 
sogar allgemein. 

Das dritte  Kapitel  ist Investitionsentscheidungen auf unvollständigen Märk-
ten gewidmet. Bezüglich der Portfol io-Optimierung  unter diesen nicht-idealen 

505 V g l Knobloch  (2003), S. 160. 
5 0 6 Der beschriebene Effekt  setzt allerdings voraus, dass ein gleiches Vermögen für die 

Portfolio-Strukturierung  zugrunde liegt. 
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Marktbedingungen — in Teilen auch hinsichtlich der Bewertung beding-
ter Ansprüche — folgt die Darstellung methodisch vor allem dem Dualan-
satz auf Basis der Martingalmethode. Bei diesem werden die Kursprozesse 
der Wertpapiere des unvollständigen Kapitalmarktes durch die Einführung 
je eines (mehrdimensionalen) Schattenpreisprozesses aus einer bestimmten 
Menge modifiziert;  ggf. w i rd der Kapi ta lmarkt auch durch fiktive Wertpa-
piere ergänzt. Hierdurch wi rd zu jedem zulässigen Schattenpreisprozess ein 
fiktiv vollständiger Kapi ta lmarkt generiert. Der Optimierungskalkül des a 
priori vollständigen Kapitalmarktes wi rd dann auf jeden fiktiv vollständigen 
Kapi ta lmarkt angewendet. Die Menge zulässiger Schattenpreisprozesse wi rd 
hierbei best immt durch die Restriktionen, denen der originäre Kapital-
markt unterliegt. Diese sind in Bezug auf die Anteile formuliert,  oder zu-
mindest formulierbar,  welche die Positionen der riskanten Wertpapiere am 
Vermögen des Investors besitzen (Portfolio-Prozess  in Relativbeträgen). Sie 
können in Leerverkaufsbeschränkungen,  der Nicht-Handelbarkeit von Wert-
papieren, in Verschuldungsbeschränkungen des Investors u.v.a.m. beste-
hen. Im Ergebnis wi rd aus der Menge fiktiver Kapi ta lmärkte ein Mark t 
— und damit auch ein Schattenpreisprozess — ausgewählt, so dass der entste-
hende Portfolio-Prozess  im Originalmarkt die geforderten  Restriktionen und 
ein Zielkr i ter ium erfüllt.  Die Bestimmung dieses Portfolio-Prozesses  erweist 
sich jedoch als nicht tr iviale Aufgabe. 

Hinsichtl ich des Problems  der  Portfolio-Optimierung  liegen explizite Aus-
drücke für die — bezüglich der Maximierung des Erwartungsnutzens aus End-
vermögen und/oder Entnahmen — optimalen Portfolio-Prozesse  zu logarith-
mischen Nutzenfunktionen und, bei deterministischen Parameterprozessen in 
Bezug auf die Kapitalmarktpapiere, auch zu Nutzenfunktionen des „power 
type" vor. In diesen Fällen sind zudem explizite Bedingungen für die opti-
malen Schattenpreisprozesse vorhanden. Gleichwohl ist hierbei die Bestim-
mung eines optimalen Schattenpreisprozesses nicht für beliebige Restriktio-
nen unmit telbar möglich. Je nach Restr ikt ion ist ein weiteres, nachgelagertes 
Optimierungsproblem zu lösen. Die vorliegende Arbei t beinhaltet in diesem 
Kontext die folgenden Erweiterungen: Die Menge der im Schri f t tum zu fin-
denden, operational definierten Restriktionen wi rd ergänzt um den Fall, dass 
sowohl  ein Leerverkaufsverbot  in den riskanten Wertpapieren als auch eine 
obere Schranke des Verschuldungsgrades für den Investor bestehen (Abschnitt 
3.2). Sowohl für diese kombinierte Restr ikt ion als auch für die Bedingung, 
dass sich die Portfolio-Gewichte riskanter Wertpapiere stets in einem vorgege-
benen Intervall bewegen müssen (Intervall-Fall), werden zum nachgelagerten 
Optimierungsproblem der Bestimmung eines optimalen Schattenpreisprozes-
ses notwendige und hinreichende Optimali tätsbedingungen angegeben und so-
weit ausgewertet, dass in der Folge eine algorithmische Lösung angegeben wer-
den kann (Abschnitt  3.3.2.2). Dami t ist eine implementierbare Bestimmung 
optimaler Portfolio-Prozesse  unter den beschriebenen Rahmenbedingungen 
möglich. Für den Intervall-Fall ist darüber hinaus eine Implementat ion des 
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4. Schlussbetrachtung 

Berechnungs-Algorithmus in das Maple-Programm des Anhangs 5.5.1 einge-
bettet. In seiner Gesamtheit ist dieses Programm jedoch der Behandlung einer 
speziellen Problemstellung gewidmet. Es beinhaltet hierbei die exemplarische 
Umsetzung eines Vorschlages zur Lösung eines Problems der Investitionsrech-
nung, welches in der optimalen Strukturierung der Beteiligungsverhältnisse in 
einem Konzern besteht (Abschnitt  3.3.2.3). In Bezug auf die — üblicherweise 
— nicht beliebig vermehrbaren bzw. auszuweitenden Konzernunternehmen 
sind hierbei lediglich fixierte Beteiligungsquoten oder, bei Börsennotierung 
der Konzernunternehmen, solche in einem endlichen Intervall (nicht negativer 
Werte) möglich. Im Unterschied zum zuvor genannten Intervall-Fall bezieht 
sich hierbei die Restriktion für jedes Konzernunternehmen nicht auf einen An-
teil am Vermögen des Investors, sondern am Gesamtwert des zu handelnden 
Objektes. In Bezug auf den Antei l am Investorvermögen entspricht dies einer 
sich stochastisch entwickelnden Restriktionendefinition, welche mit dem ge-
genwärtig verfügbaren  Instrumentarium nicht hinreichend behandelt werden 
kann. Es wird deshalb eine myopische und insofern heuristische Lösung des 
Strukturierungsproblems vorgeschlagen, welche im Grunde der wiederholten 
Lösung eines statischen Problems entspricht; Letzteres wird für den Fall ei-
ner logarithmischen Nutzenfunktion nachgewiesen. Darüber hinaus zeigt sich 
— unter geeigneter Spezifikation der Modellparameter — der bereits für den 
vollständigen Kapitalmarkt festgestellte Effekt  einer Besteuerung, welcher sich 
in einer tendenziell risikoreicheren Anlagepolit ik widerspiegelt. 

Die den unvollständigen Kapitalmarkt kennzeichnende beschränkte Han-
delbarkeit der zur Duplikation eines bedingten Anspruches notwendigen Ka-
pitalmarktpapiere bewirkt, dass, ohne weitere Spezifikation der Nutzenvor-
stellungen des Investors, ein eindeutiger Optionspreis nicht mehr angegeben 
werden kann. Für die Bewertung  bedingter  Ansprüche  unter diesen Markt-
verhältnissen bieten sich grundsätzlich zwei Auswege an: Zum einen kann der 
„Wunsch" nach Eindeutigkeit eines Optionspreises zugunsten der Beibehal-
tung weitgehend allgemein gehaltener Präferenzen  aufgegeben werden, zum 
anderen können die Nutzenvorstellungen spezifiziert  werden, so dass sich für 
den Bewertenden eine subjektive Eingrenzung des Optionspreises, i.d.R. bis 
zu dessen Eindeutigkeit, ergibt. In Bezug auf den zweiten Fall ist auch ein Kr i-
terium, bspw. in Gestalt der Risikominimierung, möglich, welches, wenngleich 
mit ihr verbunden, an die Stelle der primären Nutzenorientierung t r i t t . Das 
Schrifttum hat in beide Richtungen Ansätze entwickelt, die in Abschnitt  3.3.3 
dargestellt und besprochen sind. Eindeutige Optionspreise werden zum einen 
mit Ansätzen auf Basis investorspezifischer  Nutzenfunktionen und zum ande-
ren aus Hedgingansätzen entwickelt. Demgegenüber werden bei allgemein ge-
haltenen Präferenzen  der Investoren Preisintervalle formuliert,  die auf der Ar-
bitragefreiheitsbedingung oder auf so genannten „good-deal asset bounds" be-
ruhen. Letztere gehen daraus hervor, dass gewisse Konstellationen von Wert-
papierpreisen am Markt , wie bspw. extreme Rendite-Risiko-Charakteristika 
von Wertpapieren, als sofort  „arbitragiert" und folglich als nicht existent be-
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274 4. Schlussbetrachtung 

trachtet werden. Die „unbeständigen" Marktverhältnisse müssen allerdings 
nicht notwendig Arbitragemöglichkeiten im üblichen Sinne implizieren. Im 
Rahmen der Darstellung der auf der Arbitragefreiheit  beruhenden Preisinter-
valle werden ergänzende Spezialisierungen für den Fall einer indizierten Kauf-
opt ion angegeben. Für Standardrestriktionen, wie das Verbot von Akt ien-
Leerverkäufen  oder die grundsätzliche Nicht-Handelbarkeit von Wertpapie-
ren, beinhalten diese Preisintervalle lediglich tr iviale Grenzen. Je nachdem, 
ob es sich um europäische oder amerikanische Optionen (mit nicht negativem 
Auszahlungsprofil)  handelt, impliziert dies im Besonderen Intervalluntergren-
zen von nul l oder dem Wert bei sofortiger  Ausübung sowie eine Obergrenze 
von unendlich. Falls die Restriktionen in eine Richtung nicht binden, können 
auch die Optionswerte des vollständigen Kapitalmarktes diejenigen des un-
vollständigen eingrenzen. 

Dies gibt Anlass, um vor dem Hintergrund der Interpretat ion der indi-
zierten europäischen Kaufopt ion als spezielle Realoption eine neue Form der 
Marktunvol lständigkeit und ihre Impl ikat ion für die arbitragefreie  Bepreisung 
von bedingten Ansprüchen zu untersuchen (Abschnitt  3.3.4)· Die Opt ion be-
schreibt die Möglichkeit, den Wert des Underlyings V(T)  gegen Zahlung des 
Wertes des Basispreises I(T)  zu erwerben. Das Underlying repräsentiert für 
das die Opt ion innehabende Unternehmen den Ertragswert seines (End-)Pro-
dukterlöses, während der Basispreis den auf den Ausübungszeitpunkt Τ be-
zogenen Ertragswert der für die Produkt ion aufzubringenden Vorleistungen 
darstellt. Sowohl der Wert des Underlyings im Fäll igkeitszeitpunkt der Opt i -
on als auch jener des Basispreises ergeben sich jeweils aus dem sich für die-
sen Zeitpunkt einstellenden Wert einer geometrisch Brown'schen Bewegung. 
In Bezug auf diese Opt ion wi rd nun ein differenziert  unvollständiger  Mark t 
betrachtet, auf welchem die Marktbeschränkungen Leerverkaufsverbot  und 
Unvollständigkeit i.e.S., wobei für Letztere die Nicht-Handelbarkeit eines Gu-
tes/Wertpapieres kennzeichnend ist, zusammen mi t der Mark t Vollständigkeit 
für die in der Opt ion referenzierten  Objekte in unterschiedlicher Weise auf die 
Markttei lnehmer zutreffen  können. Als relevante Markttei lnehmer sind hier-
bei das Unternehmen, welches sich im Besitz der Realoption befindet, sowie 
dessen Zuliefer unter nehmen zu erkennen. Der Zulieferer  verfügt analog über 
eine Realoption in Gestalt einer indizierten europäischen Kaufopt ion mi t der-
selben Fäll igkeit, wobei der Vorleistungswertprozess / ( . ) des betrachteten Un-
ternehmens dem Prozess des Endproduktwertes des Zulieferers  entspricht und 
dieser zu dessen Realisierung seinerseits den Wert seiner Vorleistungen ( / L ( · ) ) 
aufzubringen hat. Für sich gesehen, ergeben sich bei der Bestimmung von In-
tervallen arbitragefreier  Optionspreise wiederum tr iviale Wertgrenzen für die 
Realoptionen von betrachtetem Unternehmen und dessen Zulieferer.  M i t dem 
Fokus auf den minimalen arbitragefreien  Wert der Realoption des betrach-
teten Unternehmens kann dies modifiziert  werden, indem das Unternehmen 
von seinem Zulieferer  eine Preisoption  erwirbt. Die Preisoption beinhaltet das 
Recht, die Vorleistung zu einem spezifizierten Preis Ih im Fäll igkeitszeitpunkt 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



4. Schlussbetrachtung 

der genuinen Realopt ion zu beziehen. I m Falle, dass sich das betrachtete Un-
ternehmen bezüglich seines Endproduktes auf einem vollständigen, hinsicht-
l ich seiner Vorleistung jedoch auf einem unvollständigen Mark t i.e.S. befindet, 
kann der Abschluss einer solchen Preisoption m i t dem Zulieferer  zu einem 
posit iven Min imal -Wer t der Realopt ion fuhren, welcher unter der gegebenen 
Fallgestaltung ansonsten bei nul l l iegt. Der sich hierbei beim betrachteten 
Unternehmen einstellende Wert entspricht mindestens demjenigen einer eu-
ropäischen Kaufopt ion auf das Under ly ing mi t Wert V ( . ) und Basispreis Ih , 
wie er sich auf einem vollständigen Mark t einstellt. Seitens des Zulieferers  ist 
zunächst vorauszusetzen, dass dieser sich hinsichtl ich seines Endproduktes 
( = Vorprodukt des betrachteten Unternehmens) auf einem vollständigen 
Mark t befindet oder sich allenfalls einem Leerverkaufsverbot  gegenübersieht; 
ferner  w i rd zur Komplex i tä tsredukt ion angenommen, dass der Zulieferer  hin-
sichtl ich seiner Vorleistungen keinen Markt rest r ik t ionen unterl iegt. Soll der 
Zulieferer  durch die Einräumung der Preisoption keinem Risiko ausgesetzt 
sein, ist i hm in t  = 0 der Wert einer europäischen Kaufopt ion auf den Wert 
des Prozesses / ( . ) in t  = Τ  m i t Basispreis Ih zu vergüten. Erg ibt sich nun 
eine posit ive Differenz  zwischen den beschriebenen Optionswerten, so liegt 
der Fall vor, dass das betrachtete Unternehmen vom Zulieferer  eine Preisop-
t ion erwerben kann und dabei insgesamt eine Steigerung des Mindestwertes 
seiner Realoption, m i t h i n überhaupt einen posit iven Wert für diese, erreicht. 
Dami t liegt zudem ein sich allein auf Arbitrageüberlegungen stützender Er-
klärungsansatz für Zulieferer-Kunden-Verträge  vor. 

Der Mindestwert der Realopt ion des betrachteten Unternehmens kann auch 
dann gesteigert werden, wenn sich dieses in Bezug auf sein (End-)Produkt auf 
einem vollständigen Mark t befindet und sich bezüglich seines Vorproduktes 
einem Leerverkaufsverbot  gegenübersieht oder wenn anstelle Letzterem ein 
vollständiger Mark t vorl iegt. Obwohl bei einer derart igen Fallgestaltung der 
Mindestwert der Realopt ion stets dem Optionswert auf einem vollständigen 
Mark t entspricht, kann die Kostenstruktur des Zulieferers  eine Wertsteige-
rung beim betrachteten Unternehmen ermöglichen, ohne dass jener ein Risiko 
zu tragen hätte. Diese Si tuat ion liegt vor, wenn durch die Einräumung der 
Preisoption der sonstige Absatz des Zulieferers  nicht berührt w i rd und der 
Gegenwartswert der Aufwendungen für die Erfü l lung der Leistungsverpflich-
tung aus der Preisoption vom betrachteten Unternehmen abgegolten wird. Bei 
geeigneten Wert Verhältnissen w i rd dann der Mindest-Opt ionswert angehoben 
(Bedingung (3.150) bzw. Bedingung (3.151)). Auch in den hierdurch charakte-
risierten Fällen kommt es durch die vertragliche Beziehung zwischen Zulieferer 
und Abnehmer somit zu einer Steigerung des Mindestwertes der Realoption, 
m i t h i n der Untergrenze für den Gesamtwert des Abnehmer-Unternehmens. 

Es kann resümiert werden: Die E rm i t t l ung von Optionspreisen auf unvoll-
ständigen Kapi ta l - bzw. Gütermärkten bewirk t eine (weitere) Annäherung an 
reale Verhältnisse. Da das Arbi trageargument sowohl hinsichtl ich der Beprei-
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sung bedingter Ansprüche als auch bezüglich der optimalen Struktur ierung 
von Portfolien letztl ich nur stichhalt ig ist, wenn tatsächlich die notwendigen 
(Gegen-)Positionen eingenommen werden können, kommt einer Abbi ldung 
von Markthemmnissen und damit einer realitätsgetreueren Darstellung der 
Handels- und der dadurch induzierten Replikationsmöglichkeiten eine nicht 
zu unterschätzende Rolle zu. Allerdings ist der Ubergang auf den unvoll-
ständigen Mark t mi t einer gewissen Ernüchterung verbunden. Der eindeu-
tige, in Bezug auf Investorpräferenzen  weitgehend unabhängige Optionspreis 
existiert nicht mehr. Eine Preisfindung ist, sofern rechnerisch überhaupt zu 
bewerkstelligen, allenfalls noch mi t Hilfe eines subjekt iv geprägten Kr i ter i -
ums und, wie die verschiedenen hierfür  vorliegenden Ansätze verdeutlichen, 
in nicht unstr i t t iger Weise möglich. Zudem liegt eine operational formulierte 
Portfol io-Optimierung  nach dem Erwartungsnutzenkonzept nur für bestimmte 
Verbindungen aus Restrikt ion, Marktprozessgestalt sowie Nutzenvorstellung 
des Investors vor. 
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5. A n h a n g 

5.1 Z u r P o r t f o l i o - O p t i m i e r u n g 
a u f e i n e m vo l l s t änd igen K a p i t a l m a r k t 

be i d e t e r m i n i s t i s c h e n Koe f f i z i en ten 

Die folgende Darstel lung beschreibt die Her le i tung von GL (2.97) sowie 
eines Ausdruckes für eine die P D E (2.88) lösende Wer t funkt ion. Zugrun-
de liegt der Beweis in Karatzas/Shreve  (1998), S. 118-131, der durch die 
Berücksicht igung der Vermögensbesteuerung modif iz iert  w i rd . I n den hiervon 
nicht betroffenen  Teilen w i rd auf diese Quelle ledigl ich verwiesen. Letz t l ich be-
deutet die E in führung der Besteuerung eine Änderung des risikolosen Zinspro-
zesses von r ( . ) auf (1 — s i ) r ( . ) , allerdings ohne Modi f ika t ion bei der B i ldung 
des Prozesses #(.), so dass die Abänderung nur als unwesentlich gegenüber 
dem zi t ier ten Originalbeweis zu betrachten ist. Der vol lständigen Her le i tung 
wegen werden die sich ergebenden Anpassungen jedoch expl iz i t angegeben, 
wobei manche Schri t te ausführlicher  als in der angeführten Quelle dargestellt 
werden. 

Hinsicht l ich der Koeff izientenfunktionen  und der zugrunde liegenden Nu t -
zenfunkt ion (en) w i rd Folgendes vorausgesetzt, wobei hier, wo nicht kongruent, 
zudem die Koeff izienten-Bedingungen  für die Existenz des zu steuernden Pro-
zesses i m Rahmen der Anwendung der stochastischen Steuerung erfül l t  sein 
so l l en 5 0 7 : 

• Fü r die Koeff izientenfunktionen: 
r ( . ) , 0(.) und σ( . ) sind determinist isch und auf [0, T ] stetig. Ferner 3 k\,  k<i  > 
0 und ρ G (0,1) , so dass V i , i i , i 2 e [Ο,Τ] g i l t : 

| r ( t i ) - r ( t 2 ) I < hi\ti  - t2|p, ||0(ti) - 0(t2) | | < * i | t i - t2\P und k2 < \\θ(ί)\\. 

• Fü r die Nutzenfunkt ionen: 
3 7 i , 72 > 0, so dass die folgenden polynomialen Wachstumsbedingungen 
gelten: 

h ( t , y)  < 71 + υ~Ίι, V( i , y) G [ο, τ ] χ (ο, 00), 
h{y)  < 7 1 + 2 Γ

7 1 , V 2 / g ( 0,oo), 
U ^ h ^ y ) ) > - 7 2 - 2 Γ

7 2 , V( i , y) G [Ο,Τ] χ (0, oo), 
U2(I 2(y))  > - 7 2 - 2 Γ

7 2 , Vy G (0,00). 

5 0 7 Vgl. S. 57. 
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278 5. Anhang 

Ferner gibt es zu jedem yo  Ε (0, oo) Konstanten e(yo),  k(yo)  > 0 und p(yo) E 
(0,1), so dass: 

\h(t,y)-h(t,yo)\  < k(y 0)\y  - yo\ p(yo ) 

V(t,y) Ε [Ο,Τ] χ ((O,cx))n(i/o-c(2/o),2/o + c(2/o))), 

und es gilt: Entweder ist Vi Ε [Ο,Τ] J ^ I i ( t , y ) definiert  und str ikt negativ 
für alle y  auf einem Intervall mi t positivem Maß oder dies gilt für I^ iy ) · 

Die polynomialen Wachstumsbedingungen an die Nutzenfunktion und ih-
re Inverse sollen im Folgenden noch für logarithmische und Nutzenfunktionen 
des „power type", deren Bedeutung in Abschnitt  2.2.3.1 herausgestellt wurde, 
überprüft  werden. Die Darstellung knüpft an die in Beispiel 2 .5 5 0 8 hergeleite-
ten Funktionen an, wobei o.B.d.A. lediglich die Funktionen für den Konsum 
betrachtet werden müssen. Generell seien t Ε [Ο,Τ], k  > 0 vorausgesetzt. Zu 
untersuchen ist ferner  y E (0, oo). 

Für eine logarithmische  Nutzenfunktion  gilt: 

Ui  (t,  x) = e~kt\n χ , h (t,  y)  = e~kt ±. 

Damit ist unmittelbar: 

y 

so dass die erste Wachstumsbedingung mit 71 = 1 erfüllt  ist. Ferner gilt: 

Ui(t,h(t,y))  = e~kt ln = e~ki(-kt  - \ny)  > -kt-\ny. 

Mi t 72 = max(k rl\  1) gilt die zweite geforderte  Wachstumsbedingung: 

-kt  - \ny  > - max(/cT, 1) y™**V<T,i) ^ 

Für eine Nutzenfunktion  vom „power  type"  gilt: 

C/i(i,c) = e~kt^cß ,h{t,y)  = e ^ y ^ , β<1,βφ0. 

Wähle 71 = γζφ , dann ist: 

h(t,y)  = < y~^  = y~ 71 < 71 +y~ 11. 

Darüber hinaus ist: 

_u+ 1 / kl · 1 kl·  ß 

Ui(t,h(t,y))=e k t-(e  ^ y  J =-e ^ y  . 
5 0 8 Vgl. S. 96. 
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5.1 Portfolio-Optimierung  bei deterministischen Koeffizienten 279 

Für β G (0,1) gi l t Ui{tJi{t,y))  > 0, so dass lediglich der Fall β < 0 zu 
untersuchen ist. Hierfür  wi rd a : = — ^ > 0 und b := 1 — β > 1 gesetzt. Ferner 

sei d := ab = - ^ ( 1 — ß) = + 1 > 1. Dann ist: 

U^hit.y))  = > -ay^. 

Es sei nun g := d + c mi t c > 0, dann gi l t : 

1. Fall:  y  G (0,1] 

1 
-9 -ay^T>  > —ab > -g - y 

2. Fall:  y  > 1 

Sei y i > 1 fest. Wähle c i > 0, so dass: 

-ay-cnr  > _ a 5 _ C l ? Vy G ( l , y i ] . 

Die Ungleichung gi l t dann auch für alle c\ > c \ . Wähle > 0, so dass: 
a < y ° 2 c 2 > l og y α, Vy G ( y i , oo). 

Diese Ungleichung gi l t analog für alle > C2- Wähle nun c : = max(ci ,c2) 
und 72 := g = d + c = ab + c, dann ist wegen y~i  < y d: 

- a y i i > > - 7 2 y 7 2 , Vy G (0,oo). 

Für logarithmische Nutzenfunktionen und solche vom „power type" sind 
die hier gestellten Anforderungen  somit erfüllt,  wobei die übrigen Voraus-
setzungen vergleichsweise einfach nachzuvollziehen sind. Die polynomialen 
Wachstumsbedingungen implizieren auch, dass die im Zusammenhang der 
Herleitung der Η amilton-Jacobi- Β ellman-G  leichung formulierten  Vorausset-
zungen erfüllt  sind (vgl. S. 57); insbesondere ist dabei zu beachten, dass 
I i ( t , y ) , l 2 ( y ) > 0 gi l t , ferner dass U i ( t , I i ( t , y ) ) , U 2 ( l 2 ( y ) ) auch polynomial 
nach oben beschränkt s i n d 5 0 9 . Hinsichtl ich der Voraussetzungen an die Ko-
effizientenfunktionen,  die die Existenz einer Lösung der stochastischen Diffe-
rentialgleichung für den zu steuernden Prozess garantieren, sei auch auf die 
dortigen Prämissen hingewiesen. 

Zur  Herleitung  von GL (2.97): 
Aus Gl. (2.92) werden die folgenden äquivalenten Darstellungen für die Funk-
t ion .) gebildet (y G R++ , t  G [0,T]) : 

X s\t,y) 

= '-E 
y 

1 
J Y s^(s)h(s,  Y s

(!' v\s)) ds + Υ^\Τ)Ι 2{Υ^\Τ)) (5.1) 

5 0 9 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 120. 
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= Eo 

5. Anhang 

• τ 

(5.2) 

Nunmehr wird eine Funktion η { ί ,η ) betrachtet, die folgendes Problem löst: 

utit^  + ^ m m ^ i t ^  + ^ m m 2 

- ( 1 - st)r(t))u v{t,rì - (1 - st)r(t)u{t,rf  = -Ιι(ί,β η) (0 < t  < Τ,η  e Κ) 

η(Τ,η) = hie"), η e Κ. 
(5.3) 

(5.4) 

Eine solche Funktion u(.,.)  aus C1,2([0,T)  χ Μ), die zudem stetig auf 
[Ο,Τ] χ Μ ist, ex is t ie r t 5 1 0 . Ferner besitzt sie geeignete Konvergenz- und Be-
schränktheitseigenschaften. M i t dem Satz von I to gilt dann unter Rückgriff 
auf Gl. (2.91): 

d fi  r<">  äuu(s,  ln Y^ y) (s))] 

= - ( 1 - st)r(s)e- ( 1~st) Κ
 r ( u )  duu(s,  ln Y^ v\s)) ds + e - ( 1 - s i )  r ( u ) 

ut(s,  ln Y^ y)(s)) ds  + e - ( 1 - s i ) r ( u ) ln y s
( / ' y ) ( 5 ) ) 

(_(1  _ st)r(s)  + \\θ( 8)\\2) ds - 1 2 (y s
(/' y))2 ||0( 

j 

At,y) 
W 

W 

s)||2ds-6>'(s)dWo(s) 

M i t Gl. (5.3) ergibt sich daraus: 

d J e - d - t ) I i r(u) d u u ( S j l n ( s ) ) j 

= - e - t 1 - ^ Λ ( S , y s
( / ' y ) ( S ) ) ds 

- e - ( 1 - s t ) ^ r ( u ) d X ( 5 , l n y e
( / » y ) ( 5 ) ) 0 , ( 5 ) d W b ( 5 ) . (5.5) 

Aufgrund der Konvergenz- und Beschränktheitseigenschaften der Funktion 
n(., .) entfällt bei Integration und Erwartungswertbildung das stochastische 
Integral auf der linken Seite der vorausgehenden Gleichung und der entste-

5 1 0 Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 123. 
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5.1 Portfolio-Optimierung  bei deterministischen Koeffizienten  281 

hende Ausdruck konvergiert in der Weise, dass g i l t 5 1 1 : 

u(t,\ny)  = Eo J e - ( l s t ) JC  r(«) du h y(t,y) ( 5 ) )  d s 

+ e - ( ! - s i ) f, T r ( u ) d u I 2 (Y^ V ">  (T)) 

Aus dem Vergleich m i t Gl. (5.2) folgt dami t unmit te lbar : 

u(t,\ny)  = X st(t,y),  (5.6) 

sodass ^η ( ί , ΐη^) = Xy i{t,y)y.  (5.7) 

Dami t g i l t zunächst, dass X st(t,  y) e C 1 ' 2 ( [ 0 , Τ)  χ R) und stetig auf [0, Τ]  χ R 
ist und die folgende partiel le Differentialgleichung  l ö s t 5 1 2 : 

Xt st(t,y)  + ±\W)\Wx£(t,y) + (||0(i)|| 2 

-(1  - st)r{t))yX s
y\t,y)  - (1  - st)r(t)X si(t,  y)  = -Ii(t,y) (0<t<T,ye  R++) 

(5.8) 

X st(T,y)  = h(y),ye  R++. (5.9) 

Darüber hinaus ergibt sich m i t den Gl. (5.7) und (5.6) aus Gl. (5.5), die dort 
für  t  = 0 ausgewertet wi rd: 

d [ e - ( 1 - 8 t ) J " » r ( u ) d u , v s t ( s > y s
(

t
0 ' w ) ( s ) ) ] 

= - e - ( 1 " s t ) '»  T ( u )  d u [/i(e,  Y 3
(t ,v )(s))  ds + Y$»\8)X?{8,  Y 3f' v)(s))e'(s)  dW„(e)] 

(5.10) 

Integrat ion führt  auf die folgende Gleichung: 

t 
I 
ο 

e - ( l - s t ) i(J r(«) d u X s t ^ y (0,y) ^ + J e _ ( l - s t )  r(«) d u h ^ ds 

0 

= X st(0,y)  - f  e-( 1-st) f» r(u)d uYj t°' y\s)X y
st(s,Y^ 

welche mi t y  = ζ = y st(x),  unter Berücksichtigung der bereits abgeleiteten 
Beziehung Y 8

(
t°' z)(t)  = y st(t,  X st(t))  (Gl. (2.95)) sowie den Gl. (2.93) und 

(2.94), gerade Gl. (2.97) entspricht. 

5 1 1 Zum Beweis sei auf Karatzas/Shreve  (1998), S. 122-125, verwiesen. Dabei w i rd al-

lerdings für  ebd.,  S. 125, folgende Abschätzung vorgenommen: 1 + 2 F(b)  d (^e et>2) < 

1 + 2 1 i m 6 _ 0 0 F(b)e eb2 + 2 /0°° f(b)e eb2 db,  wobei f(b)db  = db  und F(b)  = 

f(x)  dx.  Da für e E ( 0 , ^ ) der Grenzwert ebenfalls existiert und das Integral kon-
vergiert, bleiben die weiteren Beweisschritte in der angegebenen Quelle unberührt. (Zu f 
vgl. ebd.,  S. 124. ) 

5 Zu beachten ist, dass i m Unterschied zu Gl. (5.3) nunmehr nur d Y £ , y ) anstelle von 
d—(f^y zugrunde liegt bzw. dass ι ι η η = + V^y* ist· 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



282 5. Anhang 

Herleitung  eines Ausdruckes  für  die  Wertfunktion  V(.,.): 
Vorausgesetzt werde die durch die Definitionsgleichung (2.100) eingeführte 
Funktion Gst(.,.).  Für diese g i l t 5 1 3 : 

y 

Gs\t,  y)  - Gs\t, z) = yX s\t,  y)  - zX s\t,  z) - J  X s\t , Λ) dA. 

Daraus ergibt sich: 

dGs\t,y) 
dy 

= X st(t,y)  + yXf(t,y)  - X st(t,y)  = yXf(t,y),  ( 5 . 1 1 ) 

d'G st(t,y ) _ y a t f 

dy 2 

Es wird wiederum eine Funktion u(t, η) G C 1 ' 2 ( [ 0 , T)  xM), stetig auf [0, T]  xM, 
betrachtet, die jetzt das folgende Problem löst: 

-Mt)\\ 2
 + ( 1 - υ,πψ,η) = - C / i ( i , / i ( i , e T 7 ) ) ( 0 < t  < Τ,η  G M ) 2 

( 5 . 1 3 ) 

t x ( T , 7 7 ) = C / 2 ( / 2 ( e T 7 ) ) , η G M . ( 5 . 1 4 ) 

Analog dem vorausgehenden Beweisabschnitt gilt mi t dem Satz von I to nun-
mehr unter Rückgriff  auf die Gl. (2.90) und (5.13): 

du(s, lnYs
( / 'y )(s)) 

= Ut(s,  In n ? , w ) W ) ds + f (-(1  - st)r(s)  - \||0( β)||2) ds - 0'( e) dW(e)) 

ln Y s
( / ' y ) (* ) ) de + 1 ms)\\2uvv( si ln Y s

( / ' y ) (s))  ds 
= -U1(sJ 1(Y^ y\s)))ds-Ur i(sMY^ y\s))e'(s)dW(s) 1 

5 1 3 Nach Karatzas/Shreve  (1998), S. 110, gilt mi t den Gl. (2.37) und (2.38), ausgehend 
von: 

yl(y)  - zl(z)  - J» /(ξ) άξ  = yl(y)  - zi  (ζ)  + J» Ü(() άξ 
= yl{y)  - zl(z)  + Ü(y)  - Ü(z)  = U{I{y))  - £/(J(z)), 

sowie mit Gl. (5.2) Folgendes: 

G'*(t,y)-G'*(t,z)  = E [/ t
T  ( u ^ s J ^ y Y ^ i s ) )  - U^s,  h(s,zY s^ («))) 

+U2(h(Y {
st' y){T))  - U2(I 2(Y S^Z)(T))]  = £ [/ t

T  ( » ^ ' " w / i t i . » ^ ' " « ) 

-zY^(s)h(8,  ZVW)  - (* } /1  (*, ξ)  <*ξ)  ώ + »n?·1' {Τ)ΐ2{ υΥ£ Λ\τ)) 
(li) 

-ΖΥ£ Λ){Τ)Ι 2{ΖΥ£ 1\Τ)) - /2«) del = 2/* st(y)  - - /*  x s t W  d\, 
Z * s l . ) J 

wobei / ζ
ν
Υ δ

(
Ι' 1}(.)Ι(ζ)άζ aus f y Y ^ i m ) Ι(ξ)άξ  durch Substitution mit ξ = Ye

(
t
M)(.)C ent-

l. ( · ) 
steht. 
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5.1 Portfolio-Optimierung  bei deterministischen Koeffizienten 283 

woraus folgt: 

u{t,\ny)  = E fU 1(s iI 1(s iy^ v)(s))ds  + U2(l2(y^ v)(T))  = G8t(t,y). 
τ 

Λ 

Gst(.,.)  löst somit folgendes Problem: 

G i ^  + ^emVGfyfry) 

- ( 1 - st)r(t)yG s
y\t,y)  = -Ui(t,Ii(t,y))  (0 < t  < T,y e M++) 

(5.15) 

Es werde nun V(t,x)  = Gst(t,y st(t,x))  gesetzt. Dann gilt (in Kurzschreib-
weise) mit den Gl. (2.98) und (5.11): 

v x = G8fy*  = y 8tx 8ty 8t = y 8\ 
v xx = yi\ 

v t = Gf  + G^y?  = Gf  + y stx 8ty t
st. 

Einsetzen dieser Ausdrücke in die partielle Differentialgleichung  (2.88) für die 
Wertfunktion ergibt mit χ = X st(t): 

Gt\t,  y s\t,  xs\t))) + y s
t\t,  xs\t))Gs

y\t,  y(t,  x s t ( t ) ) ) 

+ y s t ( t , x s t ( t ) ) ( - i 1 ( t , y s t ( t , x s t ( t ) ) ) ) + ( ι - s t ) r ( t ) y 8 t ( t , x 8 t ( t ) ) x 8 t ( t ) 

Mi t den Gl. (5.15) und (2.98) sowie mit y t
st(t,  X st(i))Gf  ( i , y st(t,  X st(t))) 

= y t
st(t,x st(t))y si(t,x st(t))  xf(t,y si(t,x st(t)))  = -y st(t,x st(t)) 

X^{t,y si{t,X st{t))),  wofür Gl. (5.11) und die Beziehung A f ( . , . ) = 
- 3 ^ s t ( . , . ) 5 1 4 verwendet wurde, ist dies äquivalent zu: 

(1  _ st)r(t)y 8\t,x 8\t))G8
y\t,y 8\t,x 8tm - ±\W)\\ 2(y%x atm2 

Gyy  (t,  y st (t,  xst (t)))-  y st (t,  xst (t))x t
st (t,  y st (t,  (*))) 

+y st(t,x st(t))h(t,y st(t,x s\t)))  + ( ι - st)r(t)y st(t,x s\t))x s\t) 

-l(y s\t,x 8\t)))2\\em2<^y 8\t,x 8\t)))  = ο 

(5.18) 

Mi t Hilfe der Gl. (5.11), (5.12) und wegen X st(t,  y st(t,  X st(t)))  = X st(t) lässt 

5 1 4 Dies ergibt sich aus X st(t,y st(t,x))  = χ  (χ  G (Ο,οο)); vgl. Karatzas/Shreve  (1998), 
S. 122, 130. 

Gst(T,y)  = C / 2 ( / 2 ( l / ) ) , 1 / G R + + . (5.16) 

1 (y 8t(t,x 8t(t))) : 

2 y?(t,x at(t)) 
Mt)ll 2 + Ui(t,h(t,y et(t,x et(t))))  = 0 

(5.17) 
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284 5. Anhang 

sich dies schreiben als: 

-y(t,x at(t))  [x t(t,y(t,x stm 

+ ( - ( 1 - 8t)r(t)  + II^WII2) y(t,x st(t))x y(t,  y(t,x stm 

+\mm2mìx stm2xyy(t ìy(t ìx stm 

-h(t,y(t,X st(t)))  - (1 - st)r(t)X st(t,y st(t,X st(t)))]  = ο 
(5.19) 

Dies ist nach Gl. (5.8) erfüllt.  Somit löst V(t,x)  = G(t,y st(t,x))  die partielle 
Differentialgleichung  für die Wertfunktion. Bezüglich der Eindeutigkeit der 
Lösung sind Wachstumsbedingungen zu erfüllen, bezüglich welcher in Karat-
zas/Shreve  (1998), S. 131 f., über die konvexe Dualfunktion V(.,.)  zur Wert-
funktion Formulierungen gegeben werden. 

5.2 O p t i m a l i t ä t s b e d i n g u n g e n i m Dua lansa t z 

Gegenstand der folgenden Ausführungen ist der Beweis von Satz 3.2. Da 
es sich bei diesem Satz lediglich um eine Modifikation des Satzes 3.1 der-
gestalt, dass dieser auf die für eine Anwendung des Satzes interessierende 
Aussagenrichtung eingeschränkt und um die Wirkung des Steuersystems S 
ergänzt wurde, handelt, kann auf den Beweis in Cvitanic/Karatzas  (1992)5 1 5 

bzw. Karatzas/Shreve  (1998)5 1 6 zurückgegriffen  werden, welcher in den durch 
die Besteuerung beeinflussten Teilen abzuändern ist. 

Angemerkt  werden soll, dass aus Gründen einer vereinfachten Notation 
die Kennzeichnung des Falles einer Konsum- und Endvermögensoptimierung 
durch das Subskript Κ E entfällt; eine Ausnahme bildet in dieser Hinsicht die 
Menge Ake{%\  K),  welche von der Menge A(x\  K)  unterschieden werden soll. 

Im bezeichneten Sinne kann der Beweis zum Schluss von Aussage 2 auf 
Aussage 1 unmittelbar aus den angegebenen Quellen übernommen werden; 
es sind lediglich die nachfolgend aufgeführten  Modifikationen vorzunehmen. 
Die Änderungen knüpfen an den bei Karatzas/Shreve  (1998)5 1 7 zu findenden 
Beweisverlauf an; insofern wird auch auf die dort zu findende Symbolik (oh-
ne weitere Erklärung) Bezug genommen. Dabei werden nur die Abweichungen 
durch das Steuersystem S gegenüber dem dort bewiesenen Vor-Steuer-Fall an-
gegeben, da eine Wiederholung des gesamten Beweises keinen weiterführenden 
Erkenntnisgewinn mi t sich bringt und aufgrund der Möglichkeit, die angege-
bene Quelle hinzuzuziehen, unnötig erscheint. Konsequenz dieses Vorgehens 
ist allerdings, dass hier nur bruchstückhafte Änderungen aufgeführt  werden, 

5 1 5 Vgl. ebd.,  S. 777-789. 
5 1 6 Vgl. ebd.,  S. 266 ff.,  273 ff. 
5 1 7 Vgl. ebd.,  S. 277-282. 
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5.2 Optimalitätsbedingungen im Dualansatz 285 

die aus sich heraus unverständlich und kontextlos bleiben müssen, so dass 
zum Verständnis der Ausgangsbeweis notwendig zu Rate zu ziehen i s t 5 1 8 . 

M i t Bezug auf den zit ierten Originalbeweis ergeben sich folgende 
Änderungen bei Berücksichtigung des Steuersystems S: Allgemein t r i t t der 
steuerkorrigierte Diskontierungsprozess  S q , S Ì ( . ) (Y{.)  £ V )  an die Stelle des 
Diskontierungsprozesses Sq (.) (i/(.) £ V)  mi t der Wirkung, dass auch der 
Zustandspreis-Dichte-Prozess Η* ι{.)  statt des Prozesses Hu(.)  zu verwenden 
ist. 

In „Step 2" ergibt sich daraus, dass der Prozess L( . ) für das Weitere zu 
ersetzen ist durch den Prozess: 

Lsi(t)  := f  rf\s)ds, te  [Ο ,Τ ] , 
Jo 

mit η
βί(.) := (1 - st)η(.),  wobei 

—C(£(s)), wenn μ(.) = 0, 
\ C(A(5)), wenn μ(.) = £(.) + Λ(.), für ein Λ(.) G £>, 

zu übernehmen ist und lediglich das in Karatzas/Shreve  (1998), S. 
278, verwendete Symbol ζ  durch η ersetzt wird, um eine Dop-
pelbelegung zu vermeiden. Unverändert bleibt der Prozess N(t)  := 
H [a-\s){ ß{s)  - ù{s)))'  dWp(s)  (t e [Ο,Τ]). 

Der die Gleichung für den Vermögensprozess X&(.) bzw. verwenden-
de „Step 5" lautet nunmehr: 

Zu zeigen ist: 

E 
Tn 

J Hpi^Xpit)  [(1 - st)vf(t)\ß(t)  - ù(t))+^\t)} dt > 0, n — 1 , 2 , . . . , 

(5.20) 
5 1 8 Entsprechend diesem Vorgehen wird auch im Vor-Steuer-Fall von „Step 4" bei Ka-

ratzas/Shreve  (1998), S. 279 f., abgewichen. A n die Stelle der Abschätzung: 

Ü2(yH u>e(T))  - Ü2{yH p{T))  < yHp(T)I 2(ye~ nHp(T))(\  - A e , n ( T ) ) + 

wird von: 

Ü2(yH„, e(T))  - Ü2(yHp(T))  < yH 0{T)I 2{ye-" nH0{T)){  1 - A e , n ( T ) ) + 

und nachfolgend von: 

1 

l imej.0 7 

Ü2(yH Ui €(T))  — Ü2(yHp(T)) 

Ü2(yH u>e(T))  — Ü2(yHp(T)) 

< Yn,2  := K nyHp(T)I 2(ye~ € nHp(T))  und 

< yHp  (T)I 2(yHp(T))  [N(r n) + L(r n)], 

— indem im Exponenten des Argumentes von I 2 { . ) innerhalb der Definitionsgleichung für 
Y n,2 der Faktor e ergänzt und die in der darauf folgenden Zeile beschriebene Beziehung als 
Ungleichung und nicht als Gleichung aufgefasst wird — ausgegangen, wobei noch EY n>2 < 
KnyXp(ye~ en) statt EY n>2 < K nyXp(ye~ n) vorausgesetzt werden soll. Ansonsten wird 
dem Originalbeweis gefolgt. 
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wobei T„ eine in „Step 3" definierte Stoppzeit ist, für die RN J Τ für η —> oo, 
fast sicher, gilt. Aus Gl. (3.28) für den Vermögensprozess, welche für v(.) = 
t>(.) mit den hierzu optimalen Prozessen cf'{.)  und pf'(.)  für  t  G [0, T]  in 
Differentialform  gegeben ist durch: 

[s^d))  Sg (t) 'sr'ar" 

folgt: 

d (L st(t)  + N(t))  ) = Xfjt) 

+(L st(t)  + N(t))d 

T^(dL'*(t)  + dN(t)) 

Xl\t) 

+(1  - st) 
xt(t) 

Ct) -lV,St pf(t)\ ß(t)-v(t))dt. 

Integration dieser Gleichung bis zur Stoppzeit r n sowie Erwartungswertbil-
dung unter Zugrundelegung des über die Stoppzeit r n und den Maßwechsel-
prozess Zj>(.) über P O , N ( A )  := E [ Z Ì , { T U ) \ A \ (VA  G ΤΤ)  definierten Wahr-
scheinlichkeitsmaßes Po,η liefert: 

E f Hp(t)Xp(t)  [(1  - stM'WMt)  - Ù(t))+ V
st(t)] dt 

= E (.L st(r n) + N(r n))Hp(r n)Xp(r n) + f Hp(t)(L st(t)  + Ν(*))<#(t)  dt 

M i t GL (3.35), welche wegen des Optional- Sampling- Theorems  (Satz 2.3) auch 
angewendet auf die Stoppzeit r n gi l t , ist: 

E f  m\t)Xl\t)  [(1  - st)pt{t)\ß{t)  - ù{t)) + V
st(t)}  dt 

. 0 

= E [(L st(r n) + N(r n)) (/£  Hp{t)cf{t)  dt  + Hp{T)^{T)) 

+ J Hp(t)(L st(t)  + N(t))cf  (t)  dt 

Da die rechte Seite dieser Gleichung gemäß (dem hier nicht wiedergegebenen) 
„Step 4" nicht negativ ist, gilt auch im Nach-Steuer-Fall die Beziehung (5.20). 

Für das Weitere kann auf „Step 6" der angegebenen Quelle verwiesen wer-
den, wobei von folgender Ungleichung auszugehen ist: 

E 
Tri 

j  Hp(t)xp(t) (i-st)pf(t)'m  + (i-st)am) 

=V L(t) 

dt , n = 1 , 2 , . . . 

und A(.) G V  einen progressiv messbaren Prozess bezeichnet, für den (fast 
immer, fast sicher) insbesondere gilt: p(t)  G Κ  <Φ4> X(t)  = 0 und p(t) Κ  <Φ4> 
C(A(i)) +p'(t)X(t)  < 0 für te  [Ο,Τ], wobei p(.)  = pp(.)  zu setzen i s t 5 1 9 . 

Vgl. Karatzas/Shreve  (1998), S. 207 (Lemma 5.4.2). 
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5.2 Optimalitätsbedingungen im Dualansatz 287 

Dem Schluss von Aussage 1 auf  Aussage 2 und Aussage 3 liegt der Beweis 
in Karatzas/Shreve  (1998), S. 267 f., 274, zugrunde, welcher unter Einbezie-
hung der Besteuerung wie folgt lautet: 

Es wird zunächst gezeigt, dass fast sicher, fast immer gi l t : 

X^ st(t)  > X x' c' p>st(t),  t ε [Ο,Τ], (5.21) 

mi t beliebigen (c,p)  £ AKE(X]K)  und v{.)  £ V,  wobei im Folgenden z.T. 
wiederum auf die Kennzeichnung der zugrunde liegenden Prozess-Parameter 
x , c , p verzichtet und kurz für  X^ st(.)  und X st(.)  für  X*> c>P>8t(.) 
geschrieben wird. Die aufgeführten  Vermögensprozesse werden nun einheitlich 
in Bezug auf den Wiener-Prozess Wo(.)  betrachtet. Der Prozess X st(.)  ist 
durch Gl. (2.70) gegeben und lautet als Vermögensprozess, diskontiert mi t 
5Qì(.)> m Bezug den Portfolio-Prozess  in Relativbeträgen wie folgt: 

^ i = x - J M ) d s + { l - s t ) J d W o ( s ) ' * e l o > n ( 5 · 2 2 )  
0 0 

Der Vermögensprozess Χ**(.)  ist in Differentialform  zunächst durch Gl. (3.27) 
gegeben, die der Einfachheit halber wiederholt wird, wobei t  £  [0,T]: 

dXl l{t)  = -c{t)  dt  + (1  — st) d t 

+X s
u

i(t)p'(t)  ((& u(t)  + 6(t))  dt  + a(t)  dW(t))) 
& dX?(t)  = -c(t)  dt  + (l-  st) (X?(t)po(t)(r(t)  + C("(t)))  dt 

+Xl\t)p\t)  ((ib(t)  + v{t)  + CM*))  + <W)  dt  + a(t)  dW(t))) 
^ dXl\t)  = -c(t)  dt  + (1 - st)X?(t)  ((r( i) + CM*))) dt 

+p'(t)  ((b(t)  + u{t)  + 6(t)  - r(t)In)  dt  + a(t)  dW(t))). 

X s1 (  ) 
Im Folgenden wird der Prozess , also der mi t dem Diskontierungsprozess 

ύ
ό w 

(nach Steuern) des Originalmarktes diskontierte Vermögensprozess des Schat-
tenmarktes, benötigt. Unter Beachtung von dSQ*(t)  = (l  — st)So t(t)r(t)  dt  (t  £ 
[0,T]), so dass d-^Tjjy = — (1 — st)-^r^r{t)  dt  gi l t , ergibt sich mi t Itö's Lemma 
für  t  £  [0,T]: 

= ^(-c(t)dt  + (l-st)Xl\t)((r(t)+C(u(t)))dt 

+p(t)  ((b(t)  + u{t)  + 6{t)  - r(t)l n) dt  + a{t)  dW{t)))) 

-Xl\t){\-st)-^-r{t)dt 

= dt  + - βί) (K(v(t))+p'(tMt))  dt 
W [t) 

+p'(t)(b(t)  + ö(t)  - r ( i ) l n ) + p(t)a(t)  dW(t))  . (5.23) 

M i t Bezug auf den Prozess W0(·)» f ü r d e n n a c h G L ( 2 · 2 3 ) w o ( * ) = w ( f i ) 
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288 5. Anhang 

t 

+ f  6(s)  ds (t  G [Ο,Τ]) gi l t , lautet die Gleichung für den Vermögensprozess: 
ο 

S?(t) X J S?(s) ds 

0 
t 

+ [  ^§^(l-st)[(C(iy(s))+p\sMs))ds  + p'(s)a(s)dWo(s)].  (5.24) 
J S0 [S) 
Ο 

Betrachtet wird nun der folgende Prozess: 

t 
A S t { t ) = x t t % ( T ( t ) = / d A S t { s ) ' * e [ o ' n (5·25) 

ο 
also die Differenz  zwischen dem Vermögen im Schattenpreis- und demjenigen 
im Originalmarkt, diskontiert mi t dem Diskontierungsprozess (nach Steuern) 
des Originalmarktes. Aus dem Vergleich der Gleichungen (5.22) und (5.24) 
ergibt sich (durch Differenzenbildung)  für  t  G [Ο,Τ]: 

Ast(t)  = f  Ast(s)(  1 - st) [(CM*)) + M*)) dt  + p'(s)a(s)  dW 0(t)] 
ο 

+ 1 - « T ) ( C ( " W ) + p'(sHs))  ds 
ο ^o \ s ) 

und somit: 

dAst(t)  = Ast(t)(  1 - st) [(C(u(t))  + p'(t)i/(t))  dt  + p'(t)a(t)  dW 0(t)} 

+ ^^(l-st)(au(t))+ P
f(tMt))dt 

Darüber hinaus wird der Prozess Jst(·)  wie folgt für  t  G [Ο,Τ]  gebildet: 

Jst(i)  = 

-(1st)  j  p'(s)a(s)  dW ü(s)  + %(l-st) 2 f  jja /(s)p(s)  ||2 ds-(1  s t ) j (ζ(ν( δ))+ρ' (s)u(s))  ds 

e « « « > 0, 

was auf die Differentialform: 
dJ st(t)  = Jst(t)  ( - ( 1 - st)p'(t)a(t)dW 0(t)  + ( ( 1 - st)2\\af(t)p(t)\\ 2 

- ( 1 -st)(C(is(t))+p'(t)is(t)))dt),  t  G [ 0 , T ] , 

führt,  wobei J(0) = 1. Damit ergibt sich mit Ito's Lemma für  t  G [0,T]: 

d(A st(t)J«(t))  = J s t ( i ) ( Δ
5 ί ( ί ) ( 1 - st)  [ (CMi)) + p'(t>(t))  dt 

+p'(t)a(t)dW 0(t)]  + - st)Ü(u{t))+p'{t)u{t))dt) 
+Asi(t)J si(t)  (-(1  - st)p'(t)a(t)dW 0(t) 

+((1 - st)2\\a'(t)p(t)\\ 2 - (1 - si)(C("W) +p'(t)v(t)))  dt) 
-Ast(t){l  - st)2p'{t)a{t)J st{t){p'{t)a{t))'dt 

= r\t){  1 - βί)|3(ζ(«/(ί)) + P'(t>(t))  dt. 
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5.2 Optimalitätsbedingungen im Dualansatz 289 

Integration führt  unter Berücksichtigung von Δ (0) = 0 auf: 

t 

= f (^s))+p ,(sMs))ds ìte[o ìT}. 
J (t)  J S0 ( 5 ) 

0 

Da zum einen J(.) > 0 und X s t ( . ) > 0 ist und zum anderen aufgrund von Gl. 
(3.5) für jedes i/(.) e V  gilt: ρ e Κ Ο CM· ) ) + ρ Μ · ) > § i l t ; a u c h f a s t  

sicher, fast immer mit t Ε [0,Τ]: 

C M * ) ) + P ' ( * M * ) > 0 ( 5 · 2 6 ) 

und folglich ist Gl. (5.21) (fast sicher, fast immer) erfüllt.  Dies bedeutet, 
dass für jeden für das Ausgangsproblem zulässigen Portfolio-Prozess  p(.) 
der Vermögensprozess jedes beliebigen Schattenmarktes M v Μ · ) ^ 
fast sicher, fast immer mindestens so groß wie der zugehörige tatsächliche 
Vermögensprozess ist. Da somit der Vermögensprozess eines jeden Schatten-
marktes bei jedem beliebigen derartigen Portfolio-Prozess  nicht (zeitlich) vor 
dem tatsächlichen Vermögensprozess null werden kann, gilt AKE(X]K)  ^ 
Au{x),  mi th in ist jeder für das Ausgangsproblem zulässige Portfolio-Prozess 
auch zulässig auf jedem Schattenmarkt Mv Μ · ) ^ Wegen der monoton 
wachsenden Nutzenfunktion L^C) muss damit gelten: 

V st{x; Κ ) < Vi/(.) G V.  (5.27) 

Umgekehrt gilt eine Identität (bis auf UnUnterscheidbarkeit) der 
Vermögensprozesse, wenn die Ungleichheitsbeziehung (5.26) mit Gleich-
heit erfüllt  ist, da dann Δ ( . ) = 0 (fast sicher, fast immer) ist. 

Nach Voraussetzung befindet sich das Prozesspaar (c^ ( . ) ,p^ ( . ) ) , welches in 
Analogie zu den Gl. (3.33) und (3.42) zu bilden und somit im Schattenmarkt 
Mo opt imal ist, in der Menge Ake(x',  K)',  es ist also zulässig für das (primale) 
Ausgangsproblem. (Auch nach dem zuvor Gesagten ist das Prozesspaar damit 
dual in Bezug auf den Markt Mo zulässig, d.h. es gilt {cf(.),pf(.)) e Ao{x)-) 
Ferner repräsentiert den Vermögensprozess zum optimalen Prozesspaar 

(c-*(.),ρ-*(.)), so dass X ^ C i > i P i > ' s t ( . ) = gilt. Da nach Voraussetzung 
zudem X p { . ) = Xx>ct> >p!ì> >st(.) ist, kann Folgendes geschrieben werden: 

VS\x)  = E\]u 1{t,cf{t))dt  + U2{XT l t^ t' s\T)) 
.0 

= E\ju 1(t icl t(t))dt  + U2(Xl t(T)) 
.0 J 

= E \jUi(t,cl\t))dt  + U2(X x' c*' p* i8 t(T))  . 
.0 

Aus {cf(.),pf(.)) e Ake{x',K)  ergibt sich damit unmittelbar: 

V st(x;K)>V p
st(x). 

Zusammen mit Gl. (5.27) folgt daraus die Identität der Zielfunktionswerte. 
Das Prozesspaar {cf{.),pf{.))  ist somit nicht nur zulässig, sondern optimal für 
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290 5. Anhang 

das Ausgangsproblem (Aussage 3). Aus GL (5.27) ergibt sich dann ferner, dass 
der Schattenmarkt Mo den geringsten Zielfunktionswert unter allen Märk ten 
Mv G V)  aufweist (Aussage 2). 

I m Folgenden w i rd die Opt ima l i tä t des nach der Bedingung (3.56) zu be-
st immenden Schattenpreisprozesses />(.) sowie des durch die GL (3.57) gege-
benen Portfolio-Prozesses  unter den Voraussetzungen des Satzes 3.3 im Steu-
erfall  nachgewiesen. Die Beweisidee hinsichtl ich der Herlei tung des Schatten-
preisprozesses ist Cvitanic/Karatzas  ( 1992 ) 5 2 0 entnommen, wo diesbezüglich 
der Fall einer simultanen Entnahme- und Endvermögensoptimierung ohne 
Steuern sowie ohne die Funkt ionen fi(.)  (i  = 1,2) behandelt wi rd. Der opt i -
male Portfolio-Prozess  ist in Cvitanic/Karatzas  ( 1992 ) 5 2 1 ohne Herlei tung für 
die betrachteten Nutzenfunkt ionen angegeben. I m nächsten Abschni t t w i rd 
der Fall der simultanen Entnahme- und Endvermögensoptimierung, im da-
rauf folgenden Abschni t t der der reinen End Vermögensoptimierung (c(.) Ξ 0) 
behandelt. 

Der Einfachheit halber w i rd im Folgenden (zumeist) auf die Kennzeichnung 
des betrachteten Falles der Konsum- und Entnahmeopt imierung durch das 
Subskript „ Κ E " verzichtet. Die ersten Überlegungen spezialisieren noch nicht 
auf die betrachtete Klasse von Nutzenfunkt ionen. M i t dem konvexen Dual 
Ui(.)  zur Nutzenfunkt ion Ui(.)  (i  = 1,2) gemäß GL (2.36) w i rd zu jedem 
v(.)  G V  die folgend^ Fiinkt-.inn Jst - (0  oni —» (0  oo) definiert: 

5.3 O p t i m a l e r Schat tenpre isprozess be i 
d e t e r m i n i s t i s c h e n Koe f f i z i en ten  u n d 

N u t z e n f u n k t i o n e n des „ P o w e r T y p e " 

5 .3 .1 S i t u a t i o n b e i s i m u l t a n e r E n t n a h m e - u n d 
E n d v e r m ö g e n s o p t i m i e r u n g 

Js
u\y):=E  Jü1{t iyHt i{t))dt  + Ü2{yHi t{T))  , 0 < y  < oo. (5.28) 

.0 

Dami t w i rd die Funkt ion V st : (0, oo) —» (0, oo) wie folgt gebildet: 

V*{V)  '·=  ^Jfiy). (5.29) 

Es ist nun die Gül t igkei t des folgenden Lemmas zu zeigen. 

5 2 0 Vgl. ebd.,  insbesondere S. 791, 800 ff. 
5 2 1 Vgl. ebd., S. 803. 
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5. Portfolio-Optimierung  bei deterministischen Koeffizienten 291 

Hi l fssatz 5 .1 Duale Optimalität  des Schattenpreis  es522 

Unter  den Voraussetzungen  des Satzes  3.2 gilt  für  den optimalen Schatten-
preisprozess  ί>(.)  mit  y  = yp(x): 

Jl\y)<Jl\y),  Vi/(.)e2>. (5.30) 

Beweis: 
Es seien I/(.)  G X>, (c,p) G AKE,V(%)  beliebig. Aufgrund der Definitionsglei-
chung (2.36) des konvexen Duals gilt: 

E fU 1(t ìc(t))dt  + U2(XÌ' c^si(T)) 

< E ;ϋι(ί,νΗ?(ί))άί  + ϋ2(νΗ?(Τ)) 

+yE f  c(t)Hp(t) dt  + X^ st(T)Hp(T) 

< My)  :=E f Üi(t,yH?(t))  dt  + Ü2{yHl\T)) -xy,  (Vy G (0,oo),) 

wobei die letzte Beziehung aus der Erfüllung der Budget-Restriktion im Schat-
tenmarkt folgt. Es gilt dann insbesondere: f u { y p { x ) ) > V ^ { x ) . Aufgrund der 
Minimal i tät von i>(.) in Bezug auf ν^(χ)  für  v(.)  G V  nach Satz 3.2 sowie un-
ter Berücksichtigung der Ausdrücke für den optimalen Konsumprozess cf(.) 
und das optimale Endvermögen in Analogie zu den Gl. (3.33) und (3.34) 
sowie mit der Beziehung (2.37) gilt W( . ) G V: 

Vv st(x)  > E 

= E 

f  Ui(t,  cf(t))  dt  + υ2(ξξ' 
ο 

jü  i ( i , yp(x)Hp(t))  dt  + Ü2(yp(x)Hp(T)) 

+y?(x)E f  Hp(t)h(t,  yp(x)Hp(t))  dt  + Hp{T)I 2{t , yp{x)Hp{T)) 

= E f  Ü!  (i, yp(x)Hp(t))  dt  + ü2(yp(x)Hp(T)) + xyi\x), 

wobei für die letzte Umformung noch die Definition der Funktion y p ( . ) ver-
wendet wurde. Damit gilt schließlich: 

E f  üi  (t,  yp{x)Hi\t))  dt  + ü2(yp(x)Hp(T)) 

<fuiyp(x))-xyp(x)  = E f  Οχ (i,  yp{x)Hi\t))  dt  + ü2{yp{x)Hp{T)) 

Somit repräsentiert z>(.) auch das Min imum der Funktion y p ( x ) ) über 

alle i/(.) G V  [d.h. Jp(yp(x))  = V st(yp(x))].  • 
5 2 2 Nach Cvitanic/Karatzas  (1992), S. 786, 789; vgl. auch Karatzas/Shreve  (1998), 

S. 275, 277 i.V.m. S. 270 ff. 
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292 5. Anhang 

Dies kann als Bedingung für die Suche nach dem optimalen Schatten-
preisprozess herangezogen werden, was im Folgenden geschehen soll, indem 
für bel. y  G M++ die Ermi t t lung von V st(y)  über Gl. (5.29) durchgeführt 
wird. Nach Voraussetzung des zu beweisenden Satzes 3.3 kann dies durch einen 
Ansatz über eine Η amilton-Jacobi- Β ellman-G  leichung bewerkstelligt werden. 
Zunächst wird das konvexe Dual einer Nutzenfunktion des „power type" an-
gegeben. M i t β G (0,1) und den sonstigen Prämissen des Satzes 3.3 gilt unter 
Verwendung von Gl. (2.37): 

somit ist 

es folgt 

Ui(t,x) 

h(t,y) 
Üi(t,y) 

h{t) k
ßxß 

h { t ) x ß ~ l
 1 

( j u t j ) 

t / i ( / i ( i , y ) ) - y / i ( i , y ) 

( j T w ) 

U2(x) 
Ufa) 

h{y) 
Ü2(y) 

Μτμ βχ
β, 

f2(T)x ß~1; 

ρ 

Mt) 1 - / 3 

\f2(T) 
h {Τ)ψ 

\f2(T)  ) 

Ferner wird gesetzt: 

Ρ := 
ß 

l-ß 
und y(t)  := sowie damit y(t)  := y(t)H^(t),  t  G [0,T], i  = 1 für  t  G [0,T), 
i  = 2 für  t  = T. 

Der Prozess y(.) lässt sich mi t der Ito-Formel unter Zugrundelegung der sto-
chastischen Differentialgleichung  (3.23) für den Zustandspreis-Dichte-Prozess 
auf dem Schattenmarkt Mv wie folgt charakterisieren  (t  G [0,T]): 

dy(t)  = y  (d 

= y 

M ) M I T ) + M D H T { T ) 

+ m { ~ m t { i ) ( ( 1 " s i ) ( r ( i ) + C M i ) ) ) d t + m d w { t ) ) ) 

= - y IH  + (1  - st)(r(t)  + ζ Mi))))  dt  + el(t)  dW(t) (5.31) 

Zeitabhängig sei die zu minimierende Zielfunktion mit V st(t,y)  bezeichnet; 
sie hat die folgende Η amilton-Jacobi- Β ellman-G  leichung zu erfüllen: 

V t
st + inf 

uei< 

1-2 
öV 0u{t) rvn-y m 

Mt) 

+(l-st)(r(t)+av))]Vy St + C / i ( i , S / i ( i ) ) = 0, 

V st(T,y(T))  = Ü2(y(T)f 2(T)). 

(5.32) 

(5.33) 

Zur  Notation:  Hier wie auch im Weiteren werden die Argumente von Funk-
tionen aus Vereinfachungsgründen gegebenenfalls weggelassen. 
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5. Portfolio-Optimierung  bei deterministischen Koeffizienten 293 

Der Lösungsansatz V st(t,y)  = -py pv(t)  beinhaltet: 

1—n 
Vt st = -y~ pvu  Vy st = -y- p~lv,  Vy sl  = (l  + p)y- p~2v 

Ρ 
und führt  durch Einsetzen der Ausdrücke in Gl. (5.32) auf die folgende Glei-
chung: 

1 - P 

P y v t + mf [ | ( 1 + p) II Qv II2 v  + p(  1 - st)ζ(ν)ν] 

fi 
+P + (1  - st)r V  + fi = 0. (5.34) 

Es sei nun: 

h(t)  := ρ inf 
vei< 

1 + P II d{t)+a~\t)v  II2 + (1 - s i ) C M 

+P 
m 
Mt) 

+ (1  - st)r{t) (5.35) 

dann ist mi t : 

v(t)  = el"'' hMd s ( 1 + j fi(u)e-  J<< h(m)  dm du 

eine Lösung der partiel len Differentialgleichung  (5.34), welche sich kurz als 
v t(t)  + h(t)v(t)  + fi(t)  = 0 schreiben lässt, gegeben5 2 3 . Somit ist noch der 
Ausdruck h(t)  auszuwerten. Die Bi ldung des Inf imums führt  auf den opt imalen 
Schattenpreisprozess z>(.), so dass gi l t : 

II 0( ί ) + σ ( ί ) - ν II2 + ( l - s f ) C M ù(t) := arg m in 
ueK 

Indem man ρ = y ^ rücksubsti tuiert und den Faktor y ^ ausklammert, erhält 
man die Bedingung (3.56). 

Zur Herleitung des optimalen  Portfolio-Prozesses  w i rd zunächst die Funkt i -
on Χ „ ι ( ν ) beschrieben, wobei bereits hier von ι /(.) ξ z>(.) ausgegangen werden 
soll. Aus Gl. (3.32) ergibt sich mi t den steuerlichen Anpassungen für  y  £  M + + : 

Γ τ 
jst(±\jf±  TTst(j.\\  Λ. , irst(rp\  J (  Tjstr 

= E 

Xi\y)  = E J Hs
u

t(t)I 1(t,yH s
u

t(t))dt  + Hp^hiyHpiT)) 
.0 

fH?(t)  ( j ^ y ^  (yHZ*(t))-^  dt 

+H?(T)  ( j f a Y *  (l ΙΗΙ\Τ))~^ 
Τ 

J h{t)^Hl\t)-^  dt  + h{T)^Hl\T)-

y  w* E 
ß l-ß 

= : A(0) 
5 2 3 Mi t der Produktregel ergibt sich für die Ableitung der Funktion v(.) Folgendes: 

v t(t)  = - h ( t ) v ( t ) + e f i r h ^ d s ( - l ) f i ( t ) e - f i r h ^ d m = -h(t)v(t)-Mt). 
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Die zugehörige Umkehrfunkt ion ist: 

y?{x)  = A(0) χ e R++. 

Dami t sind nunmehr der optimale Konsumprozess sowie das optimale End-
vermögen analog den GL (3.33) und (3.34) gegeben durch: 

ct\t)  = I1(t iy s
u

t(x)H s
u

t(t))  = f 1(t)^ß 

Für den Vermögensprozess gi l t analog zu Gl. (3.35) für  t  G [Ο,Τ]: 
x ° t { t ) = wwf 

f Η?{8)<£{8)ά8  + ΗΙ
ι{Τ)ξΙ

ι I Tt 
it 

τ 
χ 1 rp 

A(0) HZ'(t)  ^ 
J M s ) ^ d s  + f 2{T)^ß *  I Tt 

= : Mt) 

Nunmehr ist noch für das Mart ingal: 

M?{t)  = E f Η?{8)<£{8) ds  + Η?{Τ)ξ? 

A{ 0) 

χ  
A(  0) 

+E 

E f  fi(s)^H at(s)-^W  ds + f 2(T)^WH at(T)-^  I Tt 
.0 

J ds 
0 

} fi(s)^H at(s)~^  ds -l·  H^iry^ß  I Tt 

^ f  ds + f  h{s)^E\Hl\s)-^ß  I Tt]  ds 
Lo t 1 J 

eine Martingaldarstel lung der Gestalt M^{t)  = χ  + dW(s)  zu er-
mit te ln, wobei t  G [Ο,Τ]. Hierfür  wi rd das Inkrement des Prozesses d M ^ ( . ) 
betrachtet, welches dem Ausdruck φ**(·Υ dW{.)  entsprechen muss. Für das 
Inkrement des Prozesses M®É(.) ergibt sich für  t  G [Ο,Τ] zunächst: 

dM s
u\t)  = ^ [ f l { t ) ^ H l \ t ) - ^ d t - h { t ) ^ H l \ t ) - ^ d t 

+ J h{s)^dE\Hl\s)-^  I Tt]  ds 
t 

+h{T)^dE^Hl\T)-^  I T t]]. (5.36) 
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5. Portfolio-Optimierung  bei deterministischen K o e f f i z i e n t e n 2 9 5 

Es ist folglich nach einer Darstellung des Inkrementes zum Erwartungswert 

E  I Tt]  für  t  < s < Τ  zu fragen. Hierbei ist zu berücksichtigen, 

dass von deterministischen Parameterprozessen und einem deterministischen 
Schattenpreisprozess ausgegangen werden kann. Unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (3.23) und (3.21) ergibt sich Folgendes: 

dE^Hpis)-^  I Tt] 

= dE 
β tL· j"((l-et)(r(u) + C("(u))) + i IIMu)H2) du+J  *„(«)' dW(u) 

= d 

= d 

ß tL· + J j jr^WeAun 2 du 
i i f ( i ) " H e V'· / < 

M i t k{t)  := (1 - st)(r(t)  + C M * ) ) ) + ^ y II ||2 gi l t dann: 

l^l ß J k(u)  du Γ ^ ß Ί Tu  \ k(u)  du  r , β η 
dE[H?(s)-T=fl  \ Ft\  = e ' d[Hl\t)-—^ 

β j  k(u)  du 

M i t der Itò-Formel auf Basis der stochastischen Differentialgleichung  (3.23) 

ist das Inkrement d  [i/®* wie folgt zu bestimmen: 

d \m\ty 

-ép Hi\tr 2^\Hi\tf  Ii  e„{t)  Ii 2 dt 

^ A (k(t)  dt  + e' u(t)  dW(t)). 

Ferner gi l t : 

Dami t ist nun: 

Y&ß  f  k(u)  du α ι Ρ H f  k(u)  du 
= ^(-kitjje 1-"·!  dt. 

dE^l'is)-^ I = e ^ { k ( u ) d u (k(t)dt  + el(t)dW(t)) 

- 1 4 j s H ? { t ) - & k ( t ) d t ] 
Y^-TT  f  k(u)  du β 

= e1-"i  ^Hl'ity^e'^dWit) 

= J^E[H?{.8)-&>  I F t]eUt)dW(t). 
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296 5. Anhang 

Daraus wiederum lässt sich durch Einsetzen in GL (5.36) als Inkrement 
dM^(.)  der folgende Ausdruck für  t  G [Ο,Τ] ableiten: 

dMi\t)  = ^ / / i W ^ i I  T t]eUt)dW(t)ds 

A(0)  l-ß E fM8)1=VH?(8)-1=fld8 

+Ϊ 2(Τ)^ΗΙ\Τ)-^ I Tt]el(t)dW(t) 

= 4i)I^A(tK(t)dW(t). 

Der Prozess in der Mart ingaldarstel lung des Prozesses M®É(.) hat folg-
lich die Gestalt: 

r»\t)  = ß Atf) x-rh^O^t), te [Ο,Τ]. (5.37) 
l - ß Α(0) 

Gemäß GL (3.42) lässt sich der optimale Portfolio-Prozess  damit bestimmen 
als: 

/ 

Pi\t) 
1 

1 st 

1 
1 st 

(*(t)Y 

(*(t)Y 

ß - , Χ Ά μ \ 
l - ß A(0) 

Hs
u\t) 

A( 0) Η**(ί) 
A{t) 

-eu(t) 

l - ß 
eu(t), te [ο,τ]. (5.38) 

Berücksichtigt man, dass = />(.) ist, so entspricht dies GL (3.57). Dami t 
ist Satz 3.3 bezüglich einer simultanen Entnahme- und Endvermögensopti-
mierung bewiesen. Der folgende Abschnit t wendet sich dem Problem einer 
reinen Endvermögensoptimierung zu. 

5.3.2 S i t u a t i o n b e i E n d v e r m ö g e n s o p t i m i e r u n g 

Der Fall einer reinen Endvermögensoptimierung, für welche c(.) Ξ 0 
gi l t , ist im Wesentlichen analog dem Fall einer simultanen Entnahme- und 
End Vermögensoptimierung zu behandeln, so dass im Folgenden lediglich ei-
ne kurze Darstellung, welche die Unterschiede zum vorausgehenden Fall 
aufzeigt, präsentiert wird. Zugrunde liegt eine Nutzenfunkt ion der Gestalt 
U(x) = j$x ß (ß e (0,1), welche U2(.)  bei / 2 ( T ) Ξ 1 entspricht. Dami t sind 

I(y) = und Ü(y) = w? = I y - P ? wobei wiederum ρ = γ^β
 s e i · 

(Ferner ist Ui(t,x) = h(t,y) = Üi(t,y) = 0.) 

Analog dem zuvor behandelten Fall ist die Funktion: 

JhUy) ·•= E [ö 2(.yH?(T)j\ (5.39) 
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5. Portfolio-Optimierung  bei deterministischen Koeffizienten 297 

für  y  = y§o(x)  über alle v{.)  £ V  zu minimieren. (Es ist leicht nachzuvoll-
ziehen, dass Hilfssatz 5.1 analog gi l t .) 

Betrachtet wi rd der Prozess y{t)  := yH^^t), t  £ [Ο,Τ], dessen Dynamik 
entsprechend Gl. (5.31) beschrieben wi rd durch: 

dy(t)  = —y(t)  [(1 - st)(r(t)  + CM*)) ) dt  + B' u{t)  dW{t)}  , ί £ [Ο ,Τ ] . (5.40) 

Die Zielfunktion Vß( i , y ) hat nun die folgende Η amilton-Jacobi- Β ellman-
Gleichung zu erfüllen: 

V t,e + inf 
uei< 

,y 2 II eu II2 Vyy,E  - y{  1 - st){r  + C M ) = 0, (5.41) 

V E(T,y(T))  = Ü (y(T)).  (5.42) 

Hierfür  wi rd wieder der Lösungsansatz V#( i , y)  = y) pw(t)  gewählt, so dass 
gi l t : 

1 
V ti E = ~y PW t, Vy,E  = ~y

 P
 W,  Vyy, E = (l  + fìfy 

Einsetzen in Gl. (5.41) führt  auf: 

1__ 

Uber 

w t + inf [5 (1 + p) II Bv II2 w + p(  1 - s*)CM™|  + PÌX  ~ st)rw 
ueK Lz J 

= 0. 

(5.43) 

hE{t) := ρ inf 
vek 

ist mi t 

1 + P II ^ Μ + σ - 1 ^ II2 + (1 - st)C(v) 

w(t)  = eJ<Th(s)d s, te  [Ο ,Τ ] , 

+ p(  1 - st)r(t)  (5.44) 

eine Lösung der partiellen Differentialgleichung  (5.43), welche sich kurz als 
w t + hßw = 0 schreiben lässt, gegeben. Es wird wiederum eine zeitpunktweise 
Opt imierung des Schattenpreisprozesses möglich. Die Auswertung des Aus-
druckes hß(·) führt  auf denselben optimalen Schattenpreisprozess z>(.), wie er 
bei der simultanen Entnahme- und End Vermögensoptimierung zu wählen ist. 

Der optimale  Portfolio-Prozess  ist wie folgt herzuleiten, wobei v{.)  = v{.) 
gelte. Zunächst ist: 

XEAV)  = ε[ΗΪ(Τ)-^}, yeR ++, 

= : Λ ,.;((» 

so dass gi l t : 

YÉA*) AE(O) 

ß-i 
χ e. 

Das optimale Endvermögen stellt sich dann dar als: 

ei» = ΛιΛΟ) Ηΐ\τγ 
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298 5. Anhang 

Für den Vermögensprozess gi l t mi t t Ε [Ο,Τ]: 

XÈAt) = I 

= Ä ^ m ü h ) ^ ^ ' ^  I * ] · 

= : AJC(t) 

Ferner besitzt das Mart ingal: 

Ms
E\u(t)  = Ε  [Η?(Τ)ξ? I Tt]  , t  Ε [Ο,Τ], 

gemäß der Herleitung des vorausgehenden Abschnittes ein Inkrement, welches 
sich wie folgt darstellt: 

dM£„(t)  = A*( 0)1^ß
AE(WUt)dW(t),  t Ε [0,Τ]. (5.45) 

Der Prozess ΨΕ  in der Mart ingaldarstel lung des Prozesses M | f l / ( . ) gemäß 

M%v(t)  =x + f*  ^ dW{s)  (t Ε [0/Γ])  hat die Gestalt: 

= t G [ 0 ' τ ] · ( 5 · 4 6 ) 

Der optimale Portfolio-Prozess  ist somit gegeben durch: 

ΡβΛ * ) = [0,71, (5-47) 

wobei v(.) = />(.). Es ergibt sich also derselbe optimale Portfolio-Prozess  wie 
im Fall der simultanen Entnahme- und Endvermögensoptimierung, m i th in der 
in Gl. (3.57) angegebene. Damit ist Satz 3.3 bewiesen. 

5.4 D i e O p t i m i e r u n g des Scha t tenp re i svek to rs 
i m Fa l l de r Ve rschu ldungsbesch ränkung 

m i t Leerve rkau fsve rbo t 

I m Folgenden wi rd im Falle einer Beschränkung der Verschuldung bei 
gleichzeitigem Verbot von Aktienleerverkäufen  die Opt imal i tä t des Schatten-
preisvektors nachgewiesen, welchen der in Abschnitt  3.3.2.2 angegebene, zwei-
te Algori thmus Λ2 bestimmt. Bei der Ermi t t lung des Min imums der Funkt ion 
g(.)  gemäß Gl. (3.70) über beliebige ν  Ε Κ  = M n w i rd durch Schritt 1 zunächst 
der Fall einer (echten) Binnenlösung im positiven Orthanten (K+) , d.h. der 
Fall ν E J&++5 untersucht. (Dabei kennzeichnet ù den gesuchten minimieren-
den Schattenpreisvektor zum Problem (P g).) Sie würde sich formell  auch als 
Binnenlösung zu dem folgenden, im Weiteren noch benötigten (Teil-)Optimie-
rungsproblem (P u) ergeben: 

min 9o{v)  = I || θ ||2 +0 'σ " 1
ι / + \ν\σσ'Υ^ 

unter —Vi < 0, i = l , . . . , n . 
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5.4 Verschuldungsbeschränkung mit Leerverkaufsverbot  299 

M i t den Lagrange-Multiplikatoren μ\(ι  = Ι , . , . , η ) , welche den Vektor μ
ν  

charakterisieren, ergibt sich die Lagrange-Funkt ion: 

Μ",/Ο = \w°  II2 +θ'σ~ 1
ν+ \ν\σσ'γ λ

ν-Υ^μ\ν τ. 

Die für das konvexe (Teil-)Optimierungsproblem (P u) notwendigen und hinrei-
chenden Karush-Kuhn-Tucker-Optimalitätsbedingungen  nehmen für den ge-
suchten Vektor ν und den problemspezifischen, nunmehr als optimal zu be-
trachtenden Schattenpreisvektor μ

ν die folgende Gestalt an: 

^(ύ)-μ^=0 = \[σ~ λ)'θ + (σσ') -1^].  — μ" i  = 1,. 

0 < i  = 1,. . . ,η , 
0 = ßii-Oi),  i  = l,...,n, 
0 < μ^ k  = Ι , . , . , η . 

. . , η , (5.48) 

(5.49) 

(5.50) 

(5.51) 

Eine Binnenlösung zum Problem (P u) stellt sich folglich ein, wenn das Glei-
chungssystem (5.48) zu einer Lösung z> > 0 führt,  so dass auch μ

v — 0 n ist. 
Die dadurch erhaltene Binnenlösung ist dann zugleich Lösung des Problems 
(P 9). Falls das gesuchte Opt imum des Problems (P g) hingegen auf dem Rand 
des R+ liegt, wird es bei der Betrachtung eines der nachfolgend beschriebenen 
(Teil-)Probleme (Pi) ( i = 1 , . . . ,n) , welche in ihrer Gesamtheit eine Untersu-
chung des (Rest-)Bereiches U := W 1 \ beinhalten, erfasst. 

Im Rahmen eines (Teil-)Optimierungsproblems (Pi) ( i £ { 1 , . . . , n } ) erfolgt 
die Minimierung der Zielfunktion über sämtliche ν £ Ui, wobei Ui für einen 

η 
Untervektorraum des R n steht und (J Ui  = U gilt. Es wird nun zunächst 
für ein beliebiges i £ { 1 , . . . , n } die Gestalt von Ui beschrieben und hernach 
gezeigt, dass die Vereinigung über alle Ui  auf U führt.  Daran schließt sich 
die Darstellung des zum Bereich Ui gehörenden (Teil-)Optimierungsproblems 
( P i )  an. 

Es gilt: 

Ui  := {y  I ν = WiX B\ xBi > 0}. 

Die Matr ix ist hierfür  charakterisiert durch: = ( e i , . . . , 
- l n , e i + i , . . . , e n ) , wobei eó = ( 0 , . . . , 0 , ^ 1 ^ , 0 , . . . , η)' (j = Ι , . , . , η ) den 

j 
j- ten Einheitsvektor zur kanonischen Basis des R n und l n , wie üblich, den 
n-dimensionalen Vektor, dessen Komponenten sämtlich den Wert eins aufwei-
sen, bezeichnen. Die Matr ix entspricht folglich der η χ n-Einheitsmatrix, 
bei der die i- te Spalte durch den Vektor — l n ersetzt ist. Ausgeschrieben stellt 
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300 5. Anhang 

sich die η χ η -Mat r ix Wi wie folgt dar: 

/ 1 0 
0 1 

W t := 

0 0 
0 0 

- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 

- 1 

- 1 

- 1 
- 1 

0 0 \ 
0 0 

0 
0 1 0 

0 1 

\ / 
Es zeigt sich unmittelbar, dass R a n g ( W i )  = n . Der Untervektorraum  Ui 

entspricht dann dem Bildbereich einer surjektiven, linearen Abbildung: Wi : 
R+ —• Ui,  die durch ν  — W i ( x B i ) = W i X B i definiert  ist. Eine Basis von Ui  ist 
durch die Spaltenvektoren der Matr ix Wi gegeben; sie soll bezeichnet werden 
als B i = { e i , . . . — l n , e ^ + i , . . . , e n } , wodurch sich das Superskript des 
Vektors xBi erklärt. 

Es ist nun zu zeigen, dass für jedes ν  G U  auch ν  £ Ui  für mindestens ein 
i G { 1 , . . . , n} gilt. Sei hierzu ν = ( ι /χ , . . . , v n)'  G U  beliebig. Dann darf  nicht 
ν  > 0 n sein bzw. umgekehrt muss Vj < 0 für mindestens ein j  G { 1 , . . . , n } 
erfüllt  sein. Gi l t ν& = m i n V j ,  \/k  G J, dann wird i := nain gesetzt; i 

n immt also den Wert des kleinsten Index' an, dessen zugehörige Komponente 
des Vektors ν  — ggf. mi t anderen, in der (Index-)Menge J repräsentierten 
Komponenten — den geringsten Wert aufweist. Damit ist ν  G Ui,  denn es 
gilt: 

ν  — WiX, 
wobei Xi = —Pi > 0 und Xj = Vj + Xi = Vj — Vi > 0 , V j G { 1 , . . . ,n},j  j-  i. 
Ferner lässt sich leicht ersehen, dass ν  genau dann genau einem  Raum Ui 
angehört, wenn \J\ = 1 ist, das Min imum über die Komponenten von ν  also 
eindeutig ist. Es gilt nämlich unmittelbar: ν  G U^,  Vfc G J. Allerdings ist 
bei Wahl eines k  G J mi t k φ % ein anderer Vektor χ  heranzuziehen, um via 
^ — WkX denselben Vektor ν abzubilden. Hierbei gilt χk = —Vk — —^i ^ 0 
und Xj = Vj + Xk = Vj > 0 , V j G { l , . . . , n } , j ^ / c . 

Damit kann die Abbi ldung Wi auch als Basistransformation  im M n gedeutet 
werden. Ausgehend von einem Vektor xBi in Koordinaten bezüglich der Basis 
B i ergeben sich durch ν — W i X B i die Koordinaten dieses Vektors bezüglich der 
kanonischen Basis En := { e i , . . . , e n } des M n . In umgekehrter Richtung kann 
somit auch ein Vektor ν in Koordinaten bezüglich E n durch x B i = ( W i ) ~ l v 
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5.4 Verschuldungsbeschränkung mit Leerverkaufsverbot  301 

in Koordinaten bezüglich der Basis B i transformiert  werden. Wie sich anhand 
der Definit ion von Wi leicht nachvollziehen lässt, gi lt dabei: 

Wi  = {WiY (5.52) 

so dass für  i,  j  £  { 1 , . . . , n } , i φ j,  folgende Koordinatentransformation  des 
Vektors xBi bezüglich der Basis Bi  in eine Darstellung xB> bezüglich der Basis 
B j gi l t : 

xB:> = (Wj)~ lWiX Bi = WjWiX Bi. (5.53) 

Die Transformationsmatrix  hat dabei die folgende Gestalt, für welche o.B.d.A. 
von i  < j  ausgegangen wird: 

I i - i 

i  {  0 ... 0 

j{  0 . . . 0 

0n-j,i-l 

\ 

Oi-ij-i-i 

0 . . . 0 

Ij-i-1 

0 . . . 0 

0n—j,j  — i  — 1 

- 1 

0i— l,n — j 
- 1 
- 1 0 . . . 0 
- 1 

- 1 
- 1 0 . . . 0 

3 

In — j 

Dabei  bezeichnen die k χ /c-Einheitsmatrix sowie 0k,i eine k χ / -Matr ix, 
deren Einträge sämtlich null sind, wobei ggf. noch 0^ vereinfachend für 0^,/ 
mi t k  = l  geschrieben wird. Aus der Mat r ix W j i wird deutlich, dass jeder 
Vektor xB% für den xBi = 0 gi l t , eine Darstellung xB> bezüglich der Basis B j 

Β « 

besitzt, für welche gil t : xk
:> = xk % k = 1,.. 

Β 
und x i

 7 = 0. In einem solchen Fall besitzt der betrachtete Vektor bezüglich 
der kanonischen Basis En denselben Wert in den Komponenten i  und j.  Ist 
dabei xBi > 0 xB> > 0), dann gehört ν — WiX Bi = WjX B-> sowohl zu 
Ui  als auch zu Uj,  d.h. ν  liegt auf einem gemeinsamen Rand beider Räume. 
Es soll in diesem Fall davon gesprochen werden, dass die Räume Ui  und Uj 
(in Bezug auf v)  benachbart  sind. Gi l t hingegen für ν  — WiXB% dass xBi > 0 
ist, dann hat ν  eine Darstellung xB> bezüglich der Basis B j dergestalt, dass 

Β 
x i

 7 < 0 sein muss, ν  ist folglich nicht in Uj.  In einem solchen Fall gelten die 
Räume Ui  und Uj  als (in Bezug auf v)  nicht  benachbart. 

Die Suche nach einem Min imum gemäß dem Problem (P g) erfolgt  nun in der 
Weise, dass, nachdem keine Binnenlösung für das Problem (P u) gefunden wur-
de, die Zielfunktion sukzessive auf sämtlichen (Teil-)Räumen Ui  (i  = 1,... ,n) 
minimiert wird. Die Räume Ui sind dabei so konstruiert, dass nach dem 

, n, k φ i,k φ j,  sowie x^ J = x*[ Bi 
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Koordinatenwechsel die Minimum-Funkt ion entfällt. Die Minimierung der 
Zielfunktion auf dem (Teil-)Raum Ui ist Inhalt des im Folgenden beschrie-
benen (Teil-)Problems (Pi).  Die zu dessen Lösung aufzustellenden Optima-
litätsbedingungen finden sich — mi t geeigneten Variablentransformationen 
— in Schritt 3 des Algorithmus' Λ2, d.h. der Schleife, wieder. Die Suche kann 
abgebrochen werden, wenn das Min imum gefunden wurde. Dies ist genau dann 
der Fall, wenn ein Vektor ù Lösung des Problems (Pi) und zugleich Lösung 
zu allen benachbarten Problemen (Pj),  welche den zu Ui  in Bezug auf ù be-
nachbarten Räumen Uj entsprechen, ist. Dies bedeutet, dass eine Randlösung 
des Problems (Pi) zugleich Randlösung zu allen i.o.S. angrenzenden Proble-
men sein muss. Hierbei sei betont, dass die Mengen Ui  (i  = Ι , . , . , η ) und 
der M™ abgeschlossen sind. Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass ei-
ne solche Abbruchbedingung durch die Bedingung (3.76) gegeben ist. Hierzu 
ist zunächst ein (Teil-)Problem zu formulieren.  Für beliebiges % G { 1 , . . . , n } 
lautet das Problem (Pi),  für das im Hinblick auf das Ausgangsproblem (P g) 
bereits ν durch W i X B i substituiert und zudem die Beziehung —7s iC(^) — 
—7 s i / i min [Ο,ι /j]  = —^stnvi  — ηδί

κχ
Βί  berücksichtigt ist: 

je{i,...,n} 

min g%(x B>) = I || θ ||2 +θ
,
σ~1\ν ιχ

Βί  + \{WiX Bi)' {σσΎ^χ
3*  + <y stnx Bi 

unter ^ k= Ι , . , . , η . 

Die Lagrange-Multiplikatoren μ
Βί (k  = 1 , . . . , n) seien im Vektor μ

Βι zusam-
mengefasst. Die Lagrange-Funkt ion hat nunmehr — unter Vernachlässigung 
des für die Optimierung irrelevanten konstanten Summanden — die folgende 
Gestalt: 

1 71 

U(x Bi,ßBi) = θ'σ~ ι\ν τχ
Βί  + -(W lx Bi)'(aa'y 1W lx Bi +<y stnx Bi - J^/xfaf. 

2 k=l 

Daraus ergeben sich für das Problem (Pi) die folgenden Karush-Kuhn-Tucker-
Optimalitätsbedingungen für das optimale ( x B i ,μΒί ), wobei hierfür  im Fol-
genden einfach (x Bi ,μΒί)  geschrieben wird: 

[^(σ- 1)^ + WKaa'y^x^  ^ + η8ί
κ - μ?*, 

(5.54) 

[wKa-'ye + WKaa'^WiX 3*]  ^ - μ
Βί, 

k = Ι , . , . , η , k Φ i,  (5.55) 

xBi, k = Ι , . , . , η , (5.56) 

-μ? χ?, k  = Ι , . , . , η , (5.57) 

μ
Β\ k  = Ι , . , . , η . (5.58) 

In Vektorschreibweise erhält das aus den Gl. (5.54) und (5.55) bestehende 
System die folgende Gestalt: 

dx Bi 

dgi 
dxi -(x')-rf 

Bi  - η 

0 < 

0 = 

o < 
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5.4 Verschuldungsbeschränkung mit Leerverkaufsverbot 303 

/ 0 \ 

0 
W[  [(a-'ye  + iaa'y'Wi 

0 
(5.59) 

V 0 / 
Der zum Problem (P g) optimale Schattenpreisvektor ù liegt dann vor, wenn 
ein xBi = (Wi)~ lù ( = Wiù)  gefunden wurde, das mit geeignetem Schat-
tenpreisvektor μ

Βί  die Gl. (5.54) - (5.58) erfüllt  und zugleich das Opt imum 
für sämtliche angrenzenden Probleme (Pj)  (j  £ { 1 , . . . , n } ) , d.h. mit Ui  und 
Uj  in Bezug auf ù benachbart, markiert. Dementsprechend soll im Folgen-
den, ausgehend von (x Bi, μ

Βί)  als Lösungstupel zum Problem (Pi),  untersucht 
werden, unter welcher/n Bedingung/en der dadurch gekennzeichnete Vektor 
ù = WiX Bi auch Lösung aller angrenzenden Probleme ist. Es wird hierfür  die 
folgende Fallunterscheidung vorgenommen: 

1. Fall:  xBi = 0 
In diesem Fall gilt auch ùi = 0, d.h. ν befindet sich auf dem Rand des zum 

Problem (P u) gehörenden Bereiches R+. Aus ù = WiX Bi folgt für diesen Fall 
allgemein ù = xBi. Es sind nun die folgenden nach dem Typ angrenzender 
Probleme differenzierenden  Unterfalle zu betrachten: 

1.1 Fall:  Opt imal i tät für Problem (P u) 
Ein Vergleich der Gl. (5.55) mit den Gl. (5.48) zeigt, dass für  j  = 

l,...,n,j Φ i,  unmittelbar μ^ = μ
Βί  gelten muss. (Hierbei ist zu beach-

ten, dass die Matr ix W[  bis auf die i- te Zeile mit der η χ n-Einheitsmatrix 
übereinstimmt.) Betrachtet man die partielle Ableitung der Lagrange-
Funktion Li(.)  nach xBi, so folgt aus Gl. (5.54) unter zusätzlicher Verwendung 
des Gleichungssystems (5.48): 

0 < μΨ* = [Wl [(σ-'Υθ + ( σ σ ' ) - 1 ^ ] ] . + 

η 
= - Σ ^ + ^ κ (5.60) 

V  Β.; . St 
= - 4 + 7 

(5.61) 

Aus der durch (5.61) repräsentierten Gleichung folgt zunächst: 

3 = 1 
(5.62) 
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Beim Vergleich des Gleichungssystems (5.48) mit dem Ausdruck für den op-
timalen Portfolio-Prozess  nach Gl. (3.46) bzw. (3.57) stellt sich heraus, dass 
im Optimum: 

sein muss. Bezeichnet man der Einfachheit halber den sich bei der Lösung des 
Problems (Pi)  einstellenden (Kandidaten für den optimalen) Portfolio-Prozess 
mi t pl

opt (= φτμ
1'),  so muss auf Basis der Ungleichung (5.62) gelten: 

η η 
i s t Popt, j  < ist« ^ J2poPt,j < 

3 =1 3=1 

Wegen ^stp%
ovtj = μ

1· = μ
Βί > 0 (j = 1 , ...,n,j φ i)  führt die für das 

Problem (Pi)  gefundene Lösung gemäß Gl. (5.61) dann und nur dann nur zu 
einer Lösung des Problems (P u), wenn gilt: 

π 
7 s ì k - Σ μ ? = μ ! = 7 e t p U » > 0. (5.63) 

3 = 1 

Insgesamt muss somit die in Schritt 3 geforderte  Bedingung (3.76) erfüllt  sein. 
Ist dies gegeben, dann ist die gefundene Lösung xBi auch optimal für das Prob-
lem (Py)  mi t einer Belegung der Schattenpreise, die sich aus dem Vorausge-
gangenen ergibt. Denn mit der Erfüllung von Bedingung (5.63) sind sämtliche 
Bedingungen des Systems (5.48)-(5.51) eingehalten, wobei die übrigen Forde-
rungen von einer Lösung (x Bi, μ")  des Problems (Pi)  von selbst erfüllt  werden. 
Im Folgenden sind noch die Randbereiche zu betrachten, welche der Raum Ui 
mi t in Bezug auf xBi benachbarten Räumen gemein hat. 

1.2 Fall:  Opt imal i tät für Problem (Ρ ό) (j  G J := {k  G { Ι , . , . , η } | χξ*  = 

0 } \ W ) 
In diesem Unterfall  ist zu untersuchen, ob bzw. unter welchen Bedingun-

gen der Lösungsvektor xBi = Ρ zum Problem (Pi)  auch als transformierter 
Vektor x B > = ( W j ) ~ l v  für jedes Problem ( P j )  opt imal ist, für welches i> G U j 

gilt. Wie zuvor bereits dargestellt, ist ù genau dann in dem Raum Uj , wenn 
χψ  = 0 ist. Für das Problem (Pj)  gelten die durch die Gl. (5.54)-(5.58) 
gegebenen Optimalitätsbedingungen entsprechend; d.h. es ist lediglich der In-
dex i  mi t dem Index j  zu tauschen. Die hieraus entstehenden Gleichheits-
bzw. Ungleichheitsbedingungen sollen analog als System (5.54')-(5.58') be-
zeichnet sein. Die Erfüllung dieser Optimalitätsbedingungen ist nun für  xB> = 
W j ù  = W j W i X B i b z w . W j X B > = W j W j W i X B i = ( W j ) ~ 1 W j W i x B i = W t x B ' 

zu überprüfen. 

1.2.1 Fall:  Betrachtung der „Komponente" k  mi t k φ i Λ k φ j 
Gemäß den zugehörigen Gleichungen aus den Systemen (5.55) und (5.55'), 

der gerade hergeleiteten Beziehung zwischen xBi und xB> sowie unter Beach-
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t u n g der S t r u k t u r v o n W i b z w . W j g i l t : 

305 

tf  = 'Wl(a- 1)'e  + Wl(aa')- 1W ix Bt] k 

•Wi[(a- 1Ye  + ( a a T 1 W j x ^ ] ] k 

' (a - 1 ye  + ( a a ' ) - 1 W 3 x B i ] k 

= 

Die Schattenpreise zu sämtlichen von i  und j  verschiedenen Komponenten k 
müssen also in den Lösungen der Probleme (Pi)  und (Pj)  übereinstimmen. 
Insbesondere folgt aus xBi > 0 mit Gl. (5.57) zunächst μ

Βί  = 0, woraus sich 
Β 

also auch μ^ = 0 ableiten lässt. 
1.2.2 Fall:  Betrachtung der „Komponente" k  = i φ j  zum Problem (Pi) 

Aus Gl. (5.54) und dem Gleichungssystem (5.54')-(5.55'), in der Darstellung 
der Gl. (5.59), für welche wiederum i  durch j  zu ersetzen ist, ergibt sich für 
den transformierten  Vektor χ

Β·> : 

0<μ?> = [Wilia-'Ye  + iaaT'W^W.+^K 

Wi(Wj) 

(WjWi)' 

• 7 s ì K ( 0 , . . . , 0 , 1 , Ο , . , . , Ο ) ' 

μΒί 1 ,Ο , . , . ,Ο) ' 

+ "f stK 

+ lstK 

tS.j  0+ , 0 + 
ßj J - J Κ  + 7 Κ : 

Β., 
ß3' 

Die Nicht-Negativitätsbedingung für μ •7 ist erfüllt,  da sie nach Voraussetzung 
für μ

Β ί erfüllt  ist. 

1.2.3 Fall:  Betrachtung der „Komponente" k  = j φ i  zum Problem (Pi) 
Aus der mit k  = j  charakterisierten Gleichung des Systems (5.55), dem 

System (5.54')-(5.55') sowie aus den Resultaten der vorausgehend behandelten 
Fälle  1.1, 1.2.1 und 1.2.2, wonach μ ^ 7 = μ

Βί(=  μ£), k  = 1 , . . . φ i,k φ 
j , und μ

Βί  = (sowie μψ = μ ρ gelten, folgt: 

0 < / i f = [W; [ (a - 1 Ye  + ( a a T 1 W J x B ^ } } j 

= [ ( a - 1 Y e ^ ( a a T 1 W 3 x ^ ] j 

= - [W<  [(σ~ λ)'θ  + (aa')~ 1WjX Bj]]  - Σ & 3 k^j 
st Bi Bi  \—r Bi  st Β.; Β.·. ^ Β.; 

= 7 « ßj - ßi - Σ ßk = 7 « - ßi - ßi - Σ / V · 

Somit gilt: 

Bj st V^ Β.; 

Wie bereits in Fall  1.1 abgeleitet, entspricht die Bedingung, dass die rechte 
Seite dieser Gleichung nicht negativ sein muss, der Bedingung (5.63), welche 
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die Abbruchbedingung des Schrittes 3 widerspiegelt. Dami t ergibt sich, den 
Fall  1 zusammenfassend, dass xB> = WjWiX Bi dann und nur dann Lösung 
des Problems (Pj)  ist, wenn für die Lösung des Problems (Pi): 

ist. I m Folgenden geht es nun um eine Situation, in der sich die Lösung des 
Problems (P g) nicht im abgeschlossenen Raum M™ befindet. 

2. Fall:  xf'  > 0 
Dieser Fall beinhaltet die Situation ù Μ™. Aus dem Gleichungs-

system (5.57) mi t k  = i  folgt unmit telbar μ
Βί = 0. M i t 7 s t p z

o p t = 

(σ~ ι)'θ + (σσ')~ ι ^ 
=WjX Hi. 

ergibt somit aus Gl. (5.54): 

Popt,j  — 
3=1 

W i r d eine Lösung für diesen zweiten Fall gefunden, dann bedeutet dies, dass 
die Verschuldungsrestriktion (nach oben) durch κ bindend ist. Im Vergleich 
mi t dem Ergebnis aus Abschnitt  3.2P24 ist dann auch ein Wert der Funk-
t ion ζ(.)  größer als nul l möglich. Entsprechend dem Fall  1 ist die Lösung 
zum Problem (Pi)  dann und nur dann Lösung des Problems (P g), wenn sie 
zugleich Lösung zu sämtlichen angrenzenden Problemen ist. I m Unterschied 
zum vorausgehenden, ersten Fall ist (P u) nun allerdings kein angrenzendes 
Problem mehr, d.h. die Uberprüfung  der Opt imal i tä t kann auf Probleme 
( p j )  Ü e J := {k e {!,... ,η} \ χψ  = 0} \ {i})  beschränkt bleiben. Im 
Folgenden werde ein beliebiges j  G J betrachtet. 

2.1 Fall:  Betrachtung der „Komponente" k  m i t k φ i,k φ j 
Dieser Fall ist analog zu behandeln wie der Fall  1.2.1. Es gi l t somit μξ* = 

Β • Fi  Fi Β • 

μί ς . I m Fall von xk
l > 0 ist dabei μί ς

 i = μί ς
 3 = 0. 

2.2 Fall:  Betrachtung der „Komponente" k  = i φ j  zum Problem (Pi) 
Entsprechend der Darstellung des Falles  1.2.2 gi l t : 

^ ' = wi 
W} 

B. 
h · 

(a-^e  + iaa'^WiX**]]. 
(σ- 1),

θ + (σσ
,)~ % 

Allerdings ist wegen Gl. (5.57) mi t xf l > 0 der Schattenpreis null, d.h. 
μ

Βί = 0. Dies überträgt sich folglich auf 3 , so dass sich die Verschuldungs-
restr ikt ion bezüglich κ  ebenso aus Sicht einer Lösung des Problems (Pj)  als 
bindend zeigt. 

Speziell vgl. S. 153. 
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5.5 Zur myopischen Optimierung der Konzernbeteiligungen 307 

2.3 Fall:  Betrachtung der „Komponente" k  = j  zum Problem (Pi) 
Da es sich bei Uj  um einen in Bezug auf ν  benachbarten Raum zu Ui 

handelt, muss x B i = 0 gelten, so dass μ
Β ί > 0 nicht weiter eingeschränkt ist, 

also i.d.R. echt posit iv sein wird. Auch hier kann auf Fall  1, speziell Fall  1.2.3, 
unter analoger Berücksichtigung der Ergebnisse aus den Fällen  2.1 und 2.2 
zurückgegriffen  werden. Es gi l t somit: 

k=1 

und Problem (Pj)  w i rd durch (x B> = WjiX B% μ
Β>) gelöst, wenn diese mi t 

dem zweiten Teil der Abbruchbedingung des Schrittes 3 übereinstimmende 
Bedingung erfüllt  ist. Dami t ist die durch die Bedingung (5.64) formulierte 
Anforderung  an alle j E J zusammen mi t der sich im Rahmen einer Lösung 
des Problems (Pi) von selbst einstellenden Nicht-Negativi tät der optimalen 
Beteiligungsquoten notwendig und hinreichend für eine Lösung des Problems 

(Pg)· 

5.5 E r g ä n z u n g e n z u r myop i schen O p t i m i e r u n g 
de r K o n z e r n b e t e i l i g u n g e n 

5.5 .1 I m p l e m e n t i e r u n g des Ve r f ah rens 

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Angabe eines Maple-Programmes 
zur Ermi t t lung optimaler Beteiligungsquoten an Konzernunternehmen im 
0-1-Fall sowie im Intervall-Fall entsprechend der Darstellung in Abschnitt 
3.3.2.3. Die Entscheidung für eine spezifische Konzernstruktur ist im 0-1-Fall 
an das Ergebnis einer Simulation des Erwartungsnutzens aus dem End-
vermögen geknüpft. Dies ist im folgenden Programm umgesetzt — ebenso 
wie die ergänzende Erwartungsnutzenberechnung im Intervall-Fall. Beide 
Fälle werden im Folgenden parallel simuliert, d.h. es wird, ausgehend von 
einer speziellen Parametersituation, sowohl der 0-1-Fall als auch der Intervall-
Fall für dieselben Zufallsergebnisse simuliert. Bei isolierter Anwendung 
eines der beiden Fälle ist das Maple-Programm entsprechend um die dem 
jeweils anderen Fall zugehörigen Teile zu kürzen. Die bei einer Anwendung 
notwendigen Anpassungen betreffen  ansonsten lediglich die Optimierungs-
parameter, welche in der Prozedur defin  definiert  sind. Die Einbeziehung 
nicht konstanter Parameter-Prozesse in die angegebene Simulation würde 
zusätzliche Prozeduren zur Wertbest immung der Prozesswerte erfordern. 
Au f eine solche Erweiterung, welche, sofern die Parameter-Prozesse die 
Markov-Eigenschaft aufweisen, problemlos vorgenommen werden könnte, 
wurde verzichtet. Es ist noch auf Folgendes hinzuweisen: Zum einen wi rd 
hinsichtlich der Simulation von Zufallszahlen auf den in Maple integrierten 
Zufallszahlengenerator  zurückgegriffen.  Die dabei zur Verfügung stehenden 
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gleichverteilten Zufallszahlen werden in der Prozedur zufallsub  mi t der 
Methode von Marsaglia,  wie sie in Seydel  (2000), S. 46 f., beschrieben i s t 5 2 5 , 
in normalverteilte Zufallsvariablen transformiert.  Für die Restriktionenfor-
mulierung im Intervall-Fall w i rd vereinfachend davon ausgegangen, dass sich 
der Portfolio-Prozess  für sämtliche Portfolio- Variablen in einem Intervall 
zwischen einer endlichen Unter- und einer endlichen Obergrenze bewegen 
muss; bezüglich der Wertpapiere mi t vollständig handelbaren Risiken sind 
die Intervallgrenzen allerdings so gewählt, dass die Restr ikt ion nicht bindend 
sein wird, so dass das Ergebnis hiervon unbeeinflusst ist. Bezüglich des 
Intervall-Falles stellt die Bestimmung eines optimalen Schattenpreisvektors 
eine Implementierung des in Abschnitt  3.3.2.2 beschriebenen Verfahrens 
d a r 5 2 6 . Nach der Darstellung des Programmes werden in einer Tabelle die 
Erwartungsnutzenwerte präsentiert, welche sich mi t der angegebenen Spe-
zifizierung der Modell- und Simulationsparameter bei einem Testdurchlauf 
ergeben haben. Hierbei liegt eine Situat ion mi t drei Konzernunternehmen 
und vier vollständig handelbaren Wertpapieren vor. 

Das Maple-Programm lautet nun wie folgt: 

w i t h ( l i n a l g ) : 
w i t h ( s t a t s ) : 
#Monte Car lo S i m u l a t i o n 
#zur Opt im ie rung der B e t e i l i g u n g s v e r h a e l t n i s s e im Konzern 
#und Bestimmung des Erwar tungsnutzens aus dem ents tehenden 
#Endvermögen 

#Auf ru f  der S i m u l a t i o n (nach S p e z i f i k a t i o n der Parameter) 

h a u p t ( 1 ) ; 

#Hauptprogramm 
haupt := p r o c ( s t a r t ) l o c a l i , j ; 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f 0 1 , a h i l f i , a n z l , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b e t a l , b o o l , b o o l l , b l , b 2 , c , 
d , d n l , d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , d q , d t , d W , d W q , d W 0 , 
d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n l , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p l , p l q , p l s t , p l s t q , r , 
s , s d l , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s t e , s 0 , s O q , s l , S , S q , S o O , 
t , t h e t a , T , ν , v 0 , v n l , v n 2 , 

5 2 5 Ein entsprechender Hinweis findet sich nochmals im Programmtext. 
5 2 6 Vgl. hierzu den Hinweis Fn. 337, S. 179. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



5.5 Zur myopischen Optimierung der Konzernbeteiligungen 309 

V O , V O n l , V O n l q , V 0 n 2 , V 0 n 2 q , V i n i , V l n l q , V l n 2 , V I , V 2 n l , V 2 n 2 , V 2 , W , W O , 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X 0 , 
y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y 1 s t , y l s t q , 
Z j Z a e h l e r , z e t a , z m a t , p i h i l f , p h i h i l f , 

X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 

g l o b a l i n i t ( ) ; 
f o r i g f r o m 1 t o a n z 2 do 
V i n i : = e v a l m ( V O n l ) ; 
V l n 2 : = e v a l m ( V 0 n 2 ) ; 
V I : = e v a l m ( V O ) ; 
V 2 n l : = e v a l m ( V O n l ) ; 
V2n2 : = e v a l m ( V 0 n 2 ) ; 
V2 := e v a l m ( V O ) ; 
dW := e v a l m ( d W O ) ; 
W : = e v a l m ( W O ) ; 
ν : = e v a l m ( v O ) ; 
d z : = e v a l m ( d z O ) ; 
a : = e v a l m ( a b q ) ; 
a l : = e v a l m ( a b q ) ; 
a2 := e v a l m ( a b q ) ; 
b : = e v a l m ( b b q ) ; 
b l : = e v a l m ( b b q ) ; 
b 2 := e v a l m ( b b q ) ; 
t : = 0 ; 
k n l : = 0 ; 
i n i : = 0 ; 
s c h l e i f e ( 1 ) ; 
o d ; 

# E r g e b n i s a u s g a b e 
w r i t e d a t a ( X l f ,  X I ) ; 
f c l o s e ( X l f ) ; 
w r i t e d a t a ( X l s t f ,  X l s t ) ; 
f c l o s e ( X l s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( X h f ,  X h ) ; 
f c l o s e ( X h f ) ; 
w r i t e d a t a ( X h s t f ,  X h s t ) ; 
f c l o s e ( X h s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( X i l f ,  X i l ) ; 
f c l o s e ( X i l f ) ; 
w r i t e d a t a ( X i l s t f ,  X i l s t ) ; 
f c l o s e ( X i l s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( X i h f ,  X i h ) ; 
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f c l o s e ( X i h f ) ; 
w r i t e d a t a ( X i h s t f ,  X i h s t ) ; 
f c l o s e ( X i h s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( p i l f ,  p i l ) ; 
f c l o s e ( p i l f ) ; 
w r i t e d a t a ( p h i i l f ,  p h i i l ) ; 
f c l o s e ( p h i i l f ) ; 
w r i t e d a t a ( n u e i l f ,  n u e i l ) ; 
f c l o s e ( n u e i l f ) ; 
w r i t e d a t a ( p i l s t f ,  p i l s t ) ; 
f c l o s e ( p i l s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( p h i i l s t f ,  p h i i l s t ) ; 
f c l o s e ( p h i i l s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( n u e i l s t f ,  n u e i l s t ) ; 
f c l o s e ( n u e i l s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( p i h f ,  p i h ) ; 
f c l o s e ( p i h f ) ; 
w r i t e d a t a ( p h i i h f ,  p h i i h ) ; 
f c l o s e ( p h i i h f ) ; 
w r i t e d a t a ( n u e i h f ,  n u e i h ) ; 
f c l o s e ( n u e i h f ) ; 
w r i t e d a t a ( p i h s t f ,  p i h s t ) ; 
f c l o s e ( p i h s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( p h i i h s t f ,  p h i i h s t ) ; 
f c l o s e ( p h i i h s t f ) ; 
w r i t e d a t a ( n u e i h s t f ,  n u e i h s t ) ; 
f c l o s e ( n u e i h s t f ) ; 
end ; #haupt 

#E inze lp rozeduren im Hauptprogramm 
#Globale I n i t i a l i s i e r u n g 

g l o b a l i n i t := p r o c ( ) g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f 0 1 , a h i l f i , a n z i , 
a n z 2 , a l , a 2 , b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b e t a l , b o o l , b o o l l , b l , b 2 , c , 
d , d n l , d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , d q , d t , d W , d W q , d W 0 , 
d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n i , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p l , p l q , p l s t , p l s t q , r , 
s , s d l , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s t e , s 0 , s O q , s l , S , S q , S o O , 
t , t h e t a , T , v , v O , v n l , v n 2 , 
V0 ,VOn l ,VOn lq ,V0n2 ,V0n2q ,V in i ,V ln lq ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X 0 , 
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y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y 1 s t , y l s t q , 
ζ j Z a e h l e r , z e t a , z m a t , p i h i l f , p h i h i l f , 
X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 

# m a x i m a l e A n z a h l K o n z e r n u n t e r n e h m e n 
# ( z u g l e i c h A n z a h l d e r n i c h t h e d g b a r e n U n s i c h e r h e i t s q u e l l e n ) 
n l m a x := 3 ; 
# A n z a h l d e r v o l l s t ä n d i g g e h a n d e l t e n W e r t p a p i e r e 
n2 := 4 ; 
# m a x i m a l e G e s a m t z a h l d e r A k t i e n f ü r d e n r e l e v a n t e n M a r k t des 
U n t e r n e h m e n s 
nmax : = n l m a x + n 2 ; 
# V a r i a b l e n f ü r S t i c h p r o b e n u m f a n g 
a n z i : = 5 1 ; # P f a d l a e n g e ( e i n e S t i c h p r o b e ) 

#= A n z a h l d e r Z u f a l l s e i n f l u e s s e  + 1 
a n z 2 : = 5 0 ; # P f a d b r e i t e ( A n z a h l S t i c h p r o b e n z i e h u n g e n ) 
# P a r a m e t e r f ü r ' P o w e r - t y p e ' - N u t z e n f u n k t i o n 

b e t a : = 0 . 5 ; 
# A n f a n g s v e r m ö g e n 
X0 := 2 0 0 0 0 0 0 ; 

# V e r m ö g e n s e n t w i c k l u n g ( I n i t i a l i s i e r u n g ) 
# M a t r i z e n d e r V e r m ö g e n s e n t w i c k l u n g i m 0 - 1 - F a l l f ü r j e d e s 
# E l e m e n t d e r P o t e n z m e n g e = K o m b i n a t i o n v o n I n v e s t i t i o n s -
o b j e k t e n ; d i f f e r e n z i e r t  n a c h j e w e i l s b e t r a c h t e t e r 
# N u t z e n f u n k t i o n ( 1 : l n ( x ) ; h : l / b e t a * x ~ b e t a ) ; 
# j e 3 M a t r i z e n : 
# 1 . M a t r i x f ü r D i f f e r e n t i a l e n t w i c k l u n g  ohne S t e u e r n , 
# 2 . M a t r i x f ü r D i f f e r e n t i a l e n t w i c k l u n g  m i t S t e u e r n , 
# 3 . M a t r i x f ü r a n a l y t i s c h e E n t w i c k l u n g ( o h n e S t e u e r n ) ; 
I n i t i a l i s i e r u n g : 
X I : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
X l s t : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
X l d : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
Xh := m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
X h s t : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
Xhd := m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
d X l : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
d X l s t : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
d X l d : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
dXh := m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
d X h s t : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
dXhd : = m a t r i x ( a n z 2 , 2 ~ n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
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# S k a l a r d e r V e r m ö g e n s e n t w i c k l u n g i m I n t e r v a l l f a l l ;  d i f f e r e n -
# z i e r t n a c h N u t z e n f u n k t i o n u n d m i t o d e r ohne S t e u e r n 
X i l : = m a t r i x ( a n z 2 , 1 , [ s e q ( X 0 , i = l . . a n z 2 ) ] ) ; 
X i l s t : = m a t r i x ( a n z 2 , 1 , [ s e q ( X 0 , i = l . . a n z 2 ) ] ) ; 
X i h : = m a t r i x ( a n z 2 , 1 , [ s e q ( X 0 , i = l . . a n z 2 ) ] ) ; 
X i h s t : = m a t r i x ( a n z 2 , 1 , [ s e q ( X 0 , i = l . . a n z 2 ) ] ) ; 
X i l a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z i , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * a n z l ) ] ) ; 
X i l s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z i , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * a n z l ) ] ) ; 
X i h a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z i , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * a n z l ) ] ) ; 
X i h s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z i , [ s e q ( X 0 , i = 1 . . a n z 2 * a n z l ) ] ) ; 
d X i l a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z l - 1 , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) ) ] ) ; 
d X i l s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z l - 1 , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) ) ] ) ; 
d X i h a := m a t r i x ( a n z 2 , a n z l - 1 , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) ) ] ) ; 
d X i h s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z l - 1 , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) ) ] ) ; 
p i i l a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 

p i i l s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p i i h a := m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p i i h s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i l a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i l s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i h a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i h s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
v i l a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
v i l s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
v i h a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
v i h s t a : = m a t r i x ( a n z 2 , ( a n z l - 1 ) * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 
1 . . a n z 2 * ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
V i a : = m a t r i x ( a n z 2 , a n z l * n m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . a n z 2 * a n z l * n m a x ) ] ) ; 

# W e r t e n t w i c k l u n g s - , M a r k t d a t e n ( z e i t k o n s t a n t ) 
s q := m a t r i x ( n l m a x , n 2 , [ 0 . 0 1 , 0 . 0 9 , 0 . 0 0 , 0 . 0 3 , 
0 . 0 3 , 0 . 0 2 , 0 . 0 0 , 0 . 0 3 , 0 . 0 2 , 0 . 0 3 , 0 . 0 9 , 0 . 0 3 ] ) ; 
sd2 := m a t r i x ( n l m a x , n l m a x , [ 0 . 1 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 , 
0 . 0 0 , 0 . 1 1 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 9 ] ) ; 
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sdl := m a t r i x ( n 2 , n 2 , [ 0 . 1 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 , 0 . 0 7 , 
0 . 0 0 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 .00 , 0 . 0 9 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 . 0 8 ] ) ; 
s0 := mat r ix (n2 , n l m a x , [ s e q ( 0 , i = 1 . . n 2 * n l m a x ) ] ) ; 
s := S t a c k m a t r i x ( c o n c a t ( s q , s d 2 ) , c o n c a t ( s d l , s 0 ) ) ; 
b d r i f t n l m a x := m a t r i x ( n l m a x , 1, [0 .061 , 0 .057 , 0 . 0 5 3 ] ) ; 
b d r i f t n 2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [ 0 .065 , 0 .060 , 0 .0525, 0 . 0 6 7 5 ] ) ; 
b d r i f t := Stackmatr ix (bdr i f tn lmax,  b d r i f t n 2 ) ; 
dnlmax := mat r ix (n lmax , 1, [ 0 . 0 1 , 0 . 0 1 , 0 . 0 1 5 ] ) ; 
dn2 := mat r ix ( n2 , 1, [ 0 . 00 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 . 0 0 ] ) ; 
d := Stackmatr ix (dn lmax, dn2) ; 
r := 0 .050 ; 
#Steuersa tz 
s t := 0 .25 ; 

#Anfangswerte 
# r i s i k o l o s e s Wer tpap ie r 
So0 := 1; 
#Ak t i enwer te (zunächst n lmax, dann n2) 
VOnl := m a t r i x ( n l m a x , 1, [1800000, 900000, 1100000] ) ; 
V0n2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [100000, 100000, 100000, 100000] ) ; 
V0 := S tackmat r i x (VOn l ,V0n2) ; 
V i n i := m a t r i x ( n l m a x , 1, [1800000, 900000, 1100000] ) ; 
V ln2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [100000, 100000, 100000, 100000] ) ; 
V I := S t a c k m a t r i x ( V i n i , V l n 2 ) ; 
V2nl := m a t r i x ( n l m a x , 1, [1800000, 900000, 1100000] ) ; 
V2n2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [100000, 100000, 100000, 100000] ) ; 
V2 := S t a c k m a t r i x ( V 2 n l , V 2 n 2 ) ; 

#En tw i ck l ungs - und E r g e b n i s f i l e s 
# S c h a t t e n p r e i s v a r i a b l e n ( f ü r I n t e r v a l l f a l l ) ,  En tw i ck l ung , 
# d i f f e r e n z i e r t  nach N u t z e n f u n k t i o n sowie m i t und ohne Steuern 
n u e i l := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
n u e i l s t := m a t r i x ( a n z l - l , nmax, [ seq ( -10 , 
i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
nue ih := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
n u e i h s t := m a t r i x ( a n z l - l , nmax, [ seq ( -10 , 
i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 

# B e t e i l i g u n g s q u o t e n , Stand und E n t w i c k l u n g , d i f f e r e n z i e r t  nach 
#Nu tzen funk t i on , j e w e i l s m i t und ohne Steuern 
# I n t e r v a l l f a l l  ( f ü r e i n ausgewähl tes j i n 1 , . . . , anz2) : 
p i l := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p i l s t := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p i h := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p i h s t := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
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# I n t e r v a l l f a l l  : 
p h i i l := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i l s t := m a t r i x ( a n z l - l , nmax, [ seq ( -10 , 
i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i h := m a t r i x ( a n z l - 1 , nmax, [ seq ( -10 , i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 
p h i i h s t := m a t r i x ( a n z l - l , nmax, [ seq ( -10 , 
i = l . . ( a n z l - 1 ) * n m a x ) ] ) ; 

#Ze i t l aenge und Z u f a l l s e l e m e n t 
Τ := 2; #P lanungshor izon t i n Jahren 
#Laenge des I n t e r v a l l s zwischen Z u f a l l s e r e i g n i s s e n 
d t := T / ( a n z l - 1 ) ; 
#Zu fa l l se l emen t 
WO := mat r i x (nmax , 1, [ seq (0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
dWO := mat r i x (nmax , 1, [ seq(0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
dzO := mat r i x (nmax , 1, [ seq(0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
W := mat r i x (nmax , 1, [ seq(0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
dW := mat r i x (nmax , 1, [ seq (0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
dz := mat r i x (nmax , 1, [ seq (0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 

# I n i t i a l i s i e r u n g von v e r a e n d e r l i c h e n V a r i a b l e n 
#end l i che Untergrenzen f u e r d i e B e t e i l i g u n g s q u o t e n 
# ( a l s V i e l f a c h e s des EK) 
abq := mat r i x (nmax , 1, [ 0 . 00 , 0 .00 , 0 . 0 0 , - 1000 .00 , 
-1000.00, -1000.00, -1000.00]) ; 
#end l i che Obergrenzen f u e r d i e B e t e i l i g u n g s q u o t e n 
# ( a l s V i e l f a c h e s des EK) 
bbq := mat r i x (nmax , 1, [ 1 . 00 , 1 .00 , 1 .00 , 1000.00, 
1000.00, 1000.00, 1000.00]); 
# I n i t i a l i s i e r u n g der Untergrenzen f u e r den A n t e i l der 
I n v e s t i t i o n i n d i e Konzernunternehmen 
a l := mat r i x (nmax , 1, [ 0 . 00 , 0 . 0 0 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 
0 . 0 0 ] ) ; 
# I n i t i a l i s i e r u n g der Untergrenzen f u e r den A n t e i l der 
I n v e s t i t i o n i n d i e Konzernunternehmen 
b l := mat r i x (nmax , 1, [ 1 . 00 , 1 .00 , 1 .00 , 1 .00 , 1 .00 , 1 .00 , 
1 . 0 0 ] ) ; 
# I n i t i a l i s i e r u n g der Untergrenzen f u e r das Optimierungsprogramm 
a := mat r i x (nmax , 1, [ 0 . 00 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 .00 , 0 . 0 0 , 0 .00 , 
0 . 0 0 ] ) ; 
# I n i t i a l i s i e r u n g der Untergrenzen f u e r das Optimierungsprogramm 
b := mat r i x (nmax , 1, [ 1 . 00 , 1 .00 , 1 .00 , 1 .00 , 1 .00 , 1 .00 , 
1 . 0 0 ] ) ; 
t := 0; 
z e t a := m a t r i x ( l , 1 , [ 0 ] ) ; 
p l q := m a t r i x ( n 2 , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
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p l s t q := m a t r i x ( n 2 , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
phq := m a t r i x ( n 2 , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
p h s t q := m a t r i x ( n 2 , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
y l := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
y l s t := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
yh := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
yhs t := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
p i := mat r i x (nmax , 1, [ s e q ( - 1 0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
p i h i l f := mat r i x (nmax , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
p h i h i l f := mat r i x (nmax , 1, [ s e q ( - 1 0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
dWq := mat r i x (nmax , 1, [ seq(0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
e insn2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [ s e q ( l , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
e insn lmax := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ s e q ( l , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
einsnmax := mat r i x (nmax , 1, [ s e q ( l , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
n u l l n l m a x := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ seq(0 , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
n u l l n 2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [ seq (0 , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
k n l := 0; 
i n i := 0; 
v n l := m a t r i x ( n l m a x , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n l m a x ) ] ) ; 
vn2 := m a t r i x ( n 2 , 1, [ seq ( -10 , i = l . . n 2 ) ] ) ; 
v0 := S t a c k m a t r i x ( v n l , v n 2 ) ; 
ν := S t a c k m a t r i x ( v n l , v n 2 ) ; 
i l := m a t r i x d , n lmax, [ s e q ( i , i = l . .n lmax) ] ) ; 
a h i l f O l := m a t r i x ( l , 2~nlmax, [ seq(0 , i = l . . 2 ~ n l m a x ) ] ) ; 
a h i l f i := m a t r i x d , 1, [ 0 ] ) ; 
j l a := 0; 
j l := 0; 
j 2 := m a t r i x d , 1, [ 0 ] ) ; # T e s t v a r i a b l e 
jnmax := mat r i x (nmax , 1, [ seq(0 , i = l . . n m a x ) ] ) ; # T e s t v a r i a b l e 
d X h i l f := m a t r i x d , 1, [ 0 ] ) ; 
end; #Prozedur g l o b a l i n i t 

# S c h l e i f e 
s c h l e i f e := p r o c ( k n l ) l o c a l i , j , j n , m a , q , z u ; 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f O l , a h i l f i , a n z i , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b e t a l , b o o l , b o o l 1 , b l , b 2 , c , 
d , d n l , d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , d q , d t , d W , d W q , d W 0 , 
d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n i , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p l , p l q , p l s t , p l s t q , r , 
s , s d l , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s t e , s O , s O q , s i , S , S q , S o O , 
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t , t h e t a , T , ν , v n l , v n 2 , 
VO,VOnl ,VOn lq ,V0n2 ,V0n2q,V in i ,V ln lq ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X O , 
y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y l s t , y l s t q , 
ζ , z a e h l e r , z e t a , z m a t , p i h i l f , p h i h i l f , 
X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 

#Gener ierung des Z u f a l l s v e k t o r s 
z u f a l l ( i n i ) ; 

W := evalm(matadd(W, dW)); 

#Bestimmung des B e t e i l i g u n g s v e k t o r s 
# 0 - l - F a l l : Für j ede mögl iche K o n z e r n s t r u k t u r i s t der 
#myop isch-op t ima le B e t e i l i g u n g s v e k t o r zu bestimmen, zudem 
#w i rd der Vermögensprozess f o r t e n t w i c k e l t .  Beides e r f o l g t 

# i n der Subprozedur " be te i l i gungsbe rechnung " 
k p o t l i s t := [ ] ; 
k p o t l i s t h i l f := [ ] ; 
l i s t i := [ ] ; 
ma := 0; 
f k := 1; 
b e t e i l i g u n g s b e r e c h n u n g d i s t l , f k , i g ) ; 
f o r i f rom 1 t o nlmax do 
k p o t l i s t h i l f := k p o t l i s t ; 
i f i > 1 t hen 
f o r j f rom 1 t o ma do 
l i s t i := k p o t l i s t h i l f [ 1 ] ; 
k p o t l i s t h i l f := s u b s o p ( 1 = N U L L , k p o t l i s t h i l f ) ; 
l i s t i := [ o p ( l i s t l ) , i ] ; 
f k := f k +1; 
b e t e i l i g u n g s b e r e c h n u n g d i s t l , f k , i g ) ; 
k p o t l i s t := [ o p ( k p o t l i s t ) , l i s t i ] ; 
od; 
f k := f k + 1; 
l i s t i := [ i ] ; 
b e t e i l i g u n g s b e r e c h n u n g d i s t l , f k , i g ) ; 
k p o t l i s t := [ o p ( k p o t l i s t ) , [ i ] ] ; 
e l s e 
k p o t l i s t := [ [ 1 ] ] ; 
f k := f k +1; 
l i s t i := k p o t l i s t [ 1 ] ; 
b e t e i l i g u n g s b e r e c h n u n g d i s t l , f k , i g ) ; 
f i ; 
ma := 2*ma + 1; 
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od; 

#Bestimmung des B e t e i l i g u n g s v e k t o r s 
#und der Vermögensentwicklung im I n t e r v a l l f a l l 

#Un te r - und Obergrenzen f u e r d i e B e t e i l i g u n g s q u o t e n 
i n i := k n l ; #Zaehler f u e r Anzahl der Durch laeu fe ; 
# S c h l e i f e w i r d m i t "1" au fgeru fen 
t := t + d t ; 
zu := 0; 

#Elementauswähl f ü r Aufze ichnung e ines B e t e i l i g u n g s p f a d e s 
j := i quo (anz2 ,2 ) + i r e m ( a n z 2 , 2 ) ; 
einsnmax := S t a c k m a t r i x ( e i n s n l m a x , e i n s n 2 ) ; 

#0p t im ie rung f ü r F ä l l e m i t D i f f e r e n z i e r u n g  nach N u t z e n f u n k t i o n 
#sowie m i t und ohne Steuern 

#1. U(x) = l n ( x ) , ohne Steuern 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f X i l [ i g , 1] <>0 t hen a l [ i , l ] := abq [ i , 1] *V1 [ i , 1] / X i l [ i g , 1] 
e l se a l [ i , 1 ] := a b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
i f X i l [ i g , 1] <>0 t hen b l [ i , l ] := bbq [ i , 1] *V1 [ i , 1 ] / X i l [ i g , 1] 
e i se b l [ i , 1 ] := b b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
od; 
a := e v a l m ( a l ) ; 
b := e v a l m ( b l ) ; 
ν := eva lm(sca la rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
o p t i m i e r u n g ( 0 , 0 ) ; #s t = 0 und be ta = 0 
p i := eva lm(sca ia rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
p i := e v a l m ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s , t r a n s p o s e ( s ) ) ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t , d ) , s c a l a r m u l ( e i n s n m a x , - r ) ) , v ) ) ) ; 
i f i g = j t h e n 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
p i l [ i n i , i ] := p i [ i , l ] ; 
p h i i l [ i n i , i ] := p i [ i , 1 ] * X i l [ i g , 1 ] / V I [ i , 1 ] ; 
n u e i l [ i n i , i ] := v [ i , l ] ; 
od; 
f i ; 
#Vermögensentwicklung 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0 ; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t , d ) , s c a l a r m u l ( e i n s n m a x , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , m u l t i p l y ( s , d W ) ) ) ) ; 
i f no t X i l [ i g , 1 ] = 0 t hen 
f o r k from 1 t o nmax do 
p i i l a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , l ] ; 
p h i i l a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , 1 ] * X i l [ i g , 1 ] / V I [ k , 1 ] ; 
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v i l a [ i g , j l a + k ] := v [ k , l ] ; 
od; 
X i l [ i g , 1 ] := e v a l f ( m a x ( X i l [ i g , 1 ] * ( 1 + r * d t + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) , 0 ) ) ; 
f i ; 

#2. U(x) = l n ( x ) , m i t Steuern 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f X i l s t [ i g , 1 ] 0 0 t hen a l [ i , l ] := abq [ i , 1] *V1 [ i , 1] / X i l s t [ i g , 1] 
e l s e a l [ i , 1 ] := a b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
i f X i l s t [ i g , 1]<>0 then b l [ i , l ] := bbq [ i , 1] *V1 [ i , 1] / X i l s t [ i g , 1] 
e i s e b l [ i , 1 ] := b b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
od; 
a l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( a l , 1 - s t ) ) ; 
b l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( b l , 1 - s t ) ) ; 
a := e v a l m ( a l ) ; 
b := e v a l m ( b l ) ; 
ν := eva lm(sca la rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
O p t i m i e r u n g ( s t , 0 ) ; #s t = . . . und b e t a = 0 
p i := eva lm(sca ia rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
p i := e v a l m ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s , 
t r a n s p o s e ( s ) ) ) , ma tadd (ma tadd (ma tadd (bd r i f t ,  d ) , 
sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) , v ) ) , l / ( l - s t ) ) ) ; 
i f i g = j t hen 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
p i l s t [ i n l , i ] := p i [ i , l ] ; 
p h i i l s t [ i n i , i ] := p i [ i , 1 ] * X i l s t [ i g , 1 ] / V I [ i , 1 ] ; 
n u e i l s t [ i n i , i ] := v [ i , l ] ; 
od; 
f i ; 
#Vermögensentwicklung 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t , d ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) » m u l t i p l y ( s , d W ) ) ) ) ; 
i f no t X i l s t [ i g , 1 ] = 0 t hen 
f o r k from 1 t o nmax do 
p i i l s t a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , l ] ; 
p h i i l s t a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , 1 ] * X i l s t [ i g , 1 ] / V I [ k , 1 ] ; 
v i l s t a [ i g , j l a + k ] := v [ k , l ] ; 
od; 
X i l s t [ i g , 1 ] 
:= e v a l f ( m a x ( X i l s t [ i g , 1 ] * ( 1 + ( l - s t ) * ( r * d t + 
d X h i l f [ 1 , 1 ] ) ) , 0 ) ) ; f i ; 
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#3. U(x) = l / b e t a * x ~ b e t a , ohne Steuern 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f X i h [ i g , 1] <>0 t hen a l [ i , l ] := a b q [ i , 1] *V1 [ i , 1 ] / X i h [ i g , 1] 
e l se a l [ i , 1 ] := a b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
i f X i h [ i g , 1] <>0 t hen b l [ i , l ] := bbq [ i , 1] *V1 [ i , 1 ] / X i h [ i g , 1] 
e i se b l [ i , 1 ] := b b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
od; 
a l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( a l , 1 - b e t a ) ) ; 
b l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( b l , 1 - b e t a ) ) ; 
a := e v a l m ( a l ) ; 
b := e v a l m ( b l ) ; 
ν := eva lm(sca la rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
o p t i m i e r u n g ( 0 , b e t a ) ; #s t = 0 und be ta 
p i := eva lm(sca la rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
p i := e v a l m ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s , 
t r a n s p o s e ( s ) ) ) , ma tadd (ma tadd (ma tadd (bd r i f t ,  d ) , 
sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) , v ) ) , 1 / ( 1 - b e t a ) ) ) ; 
i f i g = j t h e n 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
p i h [ i n i , i ] := p i [ 1 , 1 ] ; 
p h i i h [ i n i , i ] := p i [ i , 1] * X i h [ i g , 1 ] / V I [ i , 1] ; 
n u e i h [ i n i , i ] := v [ i , l ] ; 
od; 
f i ; 
#Vermögensentwicklung 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0 ; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t , d ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , m u l t i p l y ( s , d W ) ) ) ) ; 
i f no t X i h [ i g , 1 ] = 0 t hen 
f o r k from 1 t o nmax do 
p i i h a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , l ] ; 
p h i i h a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , 1 ] * X i h [ i g , 1 ] / V I [ k , 1 ] ; 
v i h a [ i g , j l a + k ] := v [ k , l ] ; 
od; 
X i h [ i g , 1 ] := e v a l f ( m a x ( X i h [ i g , 1 ] * ( 1 + r * d t + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) , 0 ) ) ; 
f i ; 

#4. U(x) = l / b e t a * x ~ b e t a , m i t Steuern 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f X i h s t [ i g , 1 ] 0 0 t hen a l [ i , l ] := abq [ i , 1] *V1 [ i , 1 ] / X i h s t [ i g , 1] 
e l se a l [ i , 1 ] := a b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
i f X i h s t [ i g , 1 ] 0 0 t hen b l [ i , l ] := bbq [ i , 1] *V1 [ i , 1 ] / X i h s t [ i g , 1] 
e l se b l [ i , 1 ] := b b q [ i , 1 ] * 1 0 0 0 0 ; f i ; 
od; 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



320 5. Anhang 

a l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( a l , ( 1 - s t ) * ( 1 - b e t a ) ) ) ; 
b l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( b l , ( 1 - s t ) * ( 1 - b e t a ) ) ) ; 
a := e v a l m ( a l ) ; 
b := e v a l m ( b l ) ; 
ν := eva lm(sca la rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
O p t i m i e r u n g ( s t , b e t a ) ; #s t und be ta 
p i := eva lm(sca la rmu l (e insnmax , - 1 0 ) ) ; 
p i := e v a l m ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s , 
t r a n s p o s e ( s ) ) ) , ma tadd (ma tadd (ma tadd (bd r i f t ,  d ) , 
sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) , v ) ) , 1 / ( ( 1 - s t ) * ( 1 - b e t a ) ) ) ) ; 
i f i g = j t hen 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
p i h s t [ i n l , i ] := p i [ i , l ] ; 
p h i i h s t [ i n i , i ] := p i [ i , 1 ] * X i h s t [ i g , 1 ] / V I [ i , 1 ] ; 
n u e i h s t [ i n i , i ] := v [ i , l ] ; 
od; 
f i ; 
#Vermögensentwicklung 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t , d ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) » m u l t i p l y ( s , d W ) ) ) ) ; 
i f no t X i h s t [ i g , l ] = 0 t hen 
f o r k from 1 t o nmax do 
p i i h s t a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , l ] ; 
p h i i h s t a [ i g , j l a + k ] := p i [ k , 1 ] * X i h s t [ i g , 1 ] / V I [ k , 1 ] ; 
v i h s t a [ i g , j l a + k ] := v [ k , l ] ; 
od; 
X i h s t [ i g , 1] 
:= e v a l f ( m a x ( X i h s t [ i g , 1 ] * ( 1 + ( l - s t ) * ( r * d t + 
d X h i l f [ 1 , 1 ] ) ) , 0 ) ) ; 
f i ; 

# A k t u a l i s i e r u n g der Ak t i enku rse 
jnmax := e v a l m ( m u l t i p l y ( s , d W ) ) ; 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
V l [ i , l ] := e v a l f (V I [ i , l ] * ( l + b d r i f  t [ i , 1] * d t + jnmax [ i , 1] ) ) ; 
i f V l [ i , l ] < 0.000001 t hen V l [ i , l ] := 0.000001; f i ; 
od; 
i f k n l < anz i - 1 t hen s c h l e i f e ( k n l + 1 ) f i ; 
end; # S c h l e i f e 

z u f a l l := p r o c ( i r ) l o c a l i , i l , i 2 , s i c h e r z a e h l e r ; 
g l o b a l a h i l f i , d t , d W , d z v l , d z v 2 , i m , n m a x , a n z i , W ; 
11 := i quo (nmax ,2 ) ; 
12 := i rem(nmax , 2 ) ; 
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f o r i f rom 1 t o ( i l + i 2 ) do 
s i c h e r z a e h l e r := 0 ; 
z u f a l l s u b ( s i c h e r z a e h l e r ) ; 
i f i <= i l 
t h e n 
d W [ 2 * i - l , l ] := e v a l f ( d z v l * s q r t ( d t ) ) ; 
d W [ 2 * i , l ] := e v a l f ( d z v 2 * s q r t ( d t ) ) ; 
e l se #2*i=nmax+2 und i 2 = l 
dW[nmax, l ] := e v a l f ( d z v l * s q r t ( d t ) ) ; 
f i ; 
od; 
end; # z u f a l l 

z u f a l l s u b := p r o c ( s i c h e r z a e h l e r ) 
l o c a l b o o l z u f a l i , g z v l , g z v 2 , u v l , u v 2 , x z v ; 
g l o b a l dW,dzv l ,dzv2 ; 
b o o l z u f a l i := f a l s e ; 
i f s i c h e r z a e h l e r < 25 
t h e n 
#Gener ierung von zwei auf [ 0 , 1 ] g l e i c h v e r t e i l t e n 
Z u f a l l s v a r i a b l e n 
g z v l := random [un i fo rm[0 ,1 ] ] ( 1 ) ; 
gzv2 := r a n d o m [ u n i f o r m [ 0 , 1 ] ] ( 1 ) ; 
t r a n s f o r m a t i o n i n s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t e Z u f a l l s v a r i a b l e n 
nach 
#dem Ver fahren  von Marsag l i a ( v g l . Seydel (2000) , S. 46 f . ) 
u v l := 2 * g z v l - 1 ; 
uv2 := 2*gzv2 - 1 ; 
xzv := uv l~2 + uv2~2; 
i f xzv < 1 t hen 
d z v l := u v l * s q r t ( - 2 * l n ( x z v ) / x z v ) ; 
dzv2 := u v 2 * s q r t ( - 2 * l n ( x z v ) / x z v ) ; 
b o o l z u f a l l := t r u e ; 
f i ; 
i f no t b o o l z u f a l l t hen 
z u f a l l s u b ( s i c h e r z a e h l e r + l ) ; 
f i ; 
e l se w r i t e l i n e ( d e f a u l t , ß i c h e r z a e h l e r >= 2 5 " ) ; 
f i ; 
end; # z u f a l l s u b 

be te i l i gungsbe rechnung := p r o c ( l i s t , f k , i g ) l o c a l i , i l , j , k 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f O l , a h i l f i , a n z i , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b e t a l , b o o l , b o o l 1 , b l , b 2 , c , 
d , d n l , d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , d q , d t , d W , d W q , d W 0 , 
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d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , 
i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l » k p o t l i s t » k p o t l i s t h i l f , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n l , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p i , p l q , p l s t , p l s t q , p i h i l f , p h i h i l f , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
r , s , s d ì , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s t e , s O , s O q , s i , S , S q , S o O , 
t , t h e t a , T , ν , v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , v n l , v n 2 , V O , V O n l , V O n l q , 
V0n2 ,V0n2q ,V ia ,V in i ,V ln l q ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
x , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , 
d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , X I , X l d , X l s t , X O , 
y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y l s t , y l s t q , ζ , z a e h l e r , z e t a , z m a t ; 
i f f k = 1 # k e i n Konzernunternehmen m i t n i c h t hedgebarem R i s i k o 
t hen 
p l q := m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d ì , s d ì ) ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) ; 
p l s t q := s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l , s d l ) ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) , l / ( l - s t ) ) ; 
phq := s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l , s d l ) ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) , 
1 / ( 1 - b e t a ) ) ; 
p h s t q := s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l , s d l ) ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) , 
1 / ( ( 1 - s t ) * ( 1 - b e t a ) ) ) ; 
p i := s t a c k m a t r i x ( n u l l n l m a x , p l q ) ; 
p l s t := s t a c k m a t r i x ( n u l l n l m a x , p l s t q ) ; 
ph := s t a c k m a t r i x ( n u l l n l m a x , phq ) ; 
phs t := s t a c k m a t r i x ( n u l l n l m a x , p h s t q ) ; 
b d r i f t q := b d r i f t ; 
dq := d; 
s i := s ; 
dWq := dW; 

#U(x) = l n ( x ) , ohne Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , 
s c a l a r m u l ( s t a c k m a t r i x ( e i n s n l m a x , e i n s n 2 ) , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) » m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
dX l [ i g , f k ] := e v a l f ( X I [ i g , f k ] * ( r * d t + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) ) ; 
i f no t X I [ i g , f k ] = 0 t hen 
X I [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X I [ i g , f k ] + dX l [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 
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#U(x) = l n ( x ) , m i t Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0 ; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p l s t ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , 
s c a l a r m u l ( s t a c k m a t r i x ( e i n s n l m a x , e i n s n 2 ) , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p l s t ) , m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
d X l s t [ i g , f k ] := e v a l f ( X l s t [ i g , f k ] * ( r * d t  + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) * ( 1 - s t ) ) ; 
i f no t X l s t [ i g , f k ] = 0 t hen 
X l s t [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X l s t [ i g , f k ] + d X l s t [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 

#U(x) = b e t a " ( - l ) * x ~ b e t a , ohne Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0 ; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , 
s c a l a r m u l ( s t a c k m a t r i x ( e i n s n l m a x , e i n s n 2 ) , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h ) , m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
d X h [ i g , f k ] := e v a l f ( X h [ i g , f k ] * ( r * d t + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) ) ; 
i f no t X h [ i g , f k ] = 0 t hen 
X h [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X h [ i g , f k ] + dXh [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 

#U(x) = b e t a " ( - l ) * x ~ b e t a , m i t Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0 ; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h s t ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , 
s c a l a r m u l ( s t a c k m a t r i x ( e i n s n l m a x , e i n s n 2 ) , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h s t ) , m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
dXhst [ i g , f k ] := e v a l f ( X h s t [ i g , f k ] * ( r * d t + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) * ( 1 - s t ) ) ; 
i f no t X h s t [ i g , f k ] = 0 t hen 
X h s t [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X h s t [ i g , f k ] + d X h s t [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 
e l se 
#Berechnung der M ä c h t i g k e i t von l i s t 
zaeh le r := 0; 
f o r i f rom 1 t o nlmax do 
i f member( i , l i s t ) t hen zaeh le r := zaeh le r + 1; 
f i ; 
od; 
n i := z a e h l e r ; 
#Anpassung der Standardabweichungsmatr izen und der 
#Mark tparametervek toren 
# I n i t i a l i s i e r u n g m i t Ausgangsmatr izen und Parametervektoren 
sqq := sq; 
sd2q := sd2; 
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s d l q := s d l ; 
sOq := sO; 
b d r i f t n l q := b d r i f t n l m a x ; 
d n l q := dnlmax; 
y l q := y l ; 
y l s t q := y l s t ; 
yhq := yh ; 
y h s t q := y h s t ; 
f o r i f rom 1 t o nlmax do 
VOnl [ i , 1 ] : = V O [ i , 1 ] ; 
V i n i [ i , 1] : = V I [ i , 1] ; 
od; 
VOnlq := eva lm(VOnl ) ; 
V l n l q := e v a l m ( V l n l ) ; 
e i n s n l q := e insn lmax; 
dWq := dW; 
# I n i t i a l i s i e r u n g der y 
f o r i f rom 1 t o nlmax do 
i f X I [ i g , f k ] <> 0 t hen y l q [ i , l ] := e v a l f ( V l n l q [ i , 1 ] / X I [ i g , f k ] ) 
e i s e y l q [ i , 1 ] := 0; f i ; 
i f X l s t [ i g , f k ] <> 0 
t hen y l s t q [ i , 1 ] := e v a l f ( V l n l q [ i , 1 ] / X l s t [ i g , f k ] ) 
e i se y l s t q [ i , l ] := 0; f i ; 
i f Xh [ i g , f k ] <> 0 t hen y h q [ i , l ] := e v a l f ( V l n l q [ i , 1 ] / X h [ i g , f k ] ) 
e i s e y h q [ i , l ] := 0; f i ; 
i f X h s t [ i g , f k ] <> 0 
t hen y h s t q [ i , 1 ] := e v a l f ( V l n l q [ i , 1 ] / X h s t [ i g , f k ] ) 
e i se y h s t q [ i , l ] := 0; f i ; od; 

#Redukt ion der Ma t r i zen sowie der Mark tparametervek to ren 
f o r j f rom 1 t o nlmax do 
i := nlmax +1 - j ; 
k := 0; 
i f zaeh le r = 0 t hen k := 1; f i ; 
i f ( zaeh le r <> 0) and ( i = l i s t [ z a e h l e r + k ] ) 
t hen z a e h l e r := zaeh le r - 1 ; 
e i s e 
sqq := de l rows (sqq , i . . i ) ; 
sd2q := de l rows(sd2q , i . . i ) ; 
sd2q := d e l c o l s ( s d 2 q , i . . i ) ; 
sOq := d e l c o l s ( s 0 q , i . . i ) ; 
b d r i f t n l q := d e l r o w s ( b d r i f t n l q ,  i . . i ) ; 
d n l q := d e l r o w s ( d n l q , i . . i ) ; 
y l q := d e l r o w s ( y l q , i . . i ) ; 
y l s t q := d e l r o w s ( y l s t q , i . . i ) ; 
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yhq := de l rows (yhq , i . . i ) ; 
y h s t q := d e l r o w s ( y h s t q , i . . i ) ; 
e i n s n l q := d e l r o w s ( e i n s n l q , i . . i ) ; 
i l := n2 + i ; 
dWq := delrows(dWq, i l . . i l ) ; 
f i ; 
od; 
s i := s t a c k m a t r i x ( c o n c a t ( s q q , s d 2 q ) , c o n c a t ( s d l q , s O q ) ) ; 

# E r m i t t l u n g der B e t e i l i g u n g s q u o t e n und der neuen Vermögen 
# f ü r d i e zu un te rsche idenden F ä l l e nach N u t z e n f u n k t i o n 
#und m i t / ohne Steuern 
p l q := e v a l m ( m a t a d d ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l q , s d l q ) ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 ,  - r ) ) ) , m u l t i p l y ( 
m u l t i p l y ( i n v e r s e ( s d l q ) , t r a n s p o s e ( s q q ) ) , s c a l a r m u l ( y l q , - 1 ) ) ) ) ; 
p l s t q := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l q , 
s d l q ) ) , m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) , 
l / ( l - s t ) ) , m u l t i p l y ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( s d l q ) , t r a n s p o s e ( s q q ) ) , 
s c a l a r m u l ( y l s t q , - 1 ) ) ) ) ; 
phq := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l q , 
s d l q ) ) , m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) , 
l / ( 1 - b e t a ) ) , m u l t i p l y ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( s d l q ) , t r a n s p o s e ( s q q ) ) , 
s c a l a r m u l ( y h q , - 1 ) ) ) ) ; 
p h s t q := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s d l q , 
s d l q ) ) , m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t n 2 , d n 2 ) , s c a l a r m u l ( e i n s n 2 , - r ) ) ) , 
l / ( ( 1 - b e t a ) * ( 1 - s t ) ) ) , m u l t i p l y ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( s d l q ) , 
t r a n s p o s e ( s q q ) ) , s c a l a r m u l ( y h s t q , - 1 ) ) ) ) ; 
p i := e v a l m ( s t a c k m a t r i x ( y l q , p l q ) ) ; 
p l s t := s t a c k m a t r i x ( y l s t q , p l s t q ) ; 
ph := s t a c k m a t r i x ( y h q , phq) ; 
phs t := s t a c k m a t r i x ( y h s t q , p h s t q ) ; 
b d r i f t q := s t a c k m a t r i x ( b d r i f t n l q ,  b d r i f t n 2 ) ; 
dq := s t a c k m a t r i x ( d n l q , dn2 ) ; 
einsnmax := s t a c k m a t r i x ( e i n s n l q , e i n s n 2 ) ; 

#U(x) = l n ( x ) , ohne Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p i ) , m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
dX l [ i g , f k ] := e v a l f ( X I [ i g , f k ] * ( r * d t + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) ) ; 
i f no t X I [ i g , f k ] = 0 t hen 
X I [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X I [ i g , f k ] + d X l [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 
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#U(x) = l n ( x ) , m i t Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p l s t ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p l s t ) » m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
d X l s t [ i g , f k ] := e v a l f ( X l s t [ i g , f k ] * ( r * d t  + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) * ( 1 - s t ) ) ; 
i f no t X l s t [ i g , f k ] = 0 t hen 
X l s t [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X l s t [ i g , f k ] + d X l s t [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 

#U(x) = b e t a " ( - l ) * x ~ b e t a , ohne Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h ) » m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
dXh [ i g , f k ] := e v a l f ( X h [ i g , f k ] * ( r * d t  + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) ) ; 
i f no t Xh [ i g , f k ] = 0 t hen 
Xh [ i g , f k ] := e v a l f ( m a x ( X h [ i g , f k ] + dXh [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 

#U(x) = b e t a " ( - l ) * x ~ b e t a , m i t Steuern 
d X h i l f [ 1 , 1 ] := 0; 
d X h i l f := e v a l m ( m a t a d d ( s c a l a r m u l ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h s t ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t q ,  d q ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) , d t ) , 
m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( p h s t ) » m u l t i p l y ( s i , d W q ) ) ) ) ; 
dXhst [ i g , f k ] := e v a l f ( X h s t [ i g , f k ] * ( r * d t  + d X h i l f [ 1 , 1 ] ) * ( 1 - s t ) ) ; 
i f no t Xhst [ i g , f k ] = 0 t hen 
Xhst [ i g , f k ] := eva l f (max(Xhs t [ i g , f k ] + d X h s t [ i g , f k ] , 0 ) ) ; 
f i ; 
f i ; 
end; #Prozedur be te i l i gungsbe rechnung 

#0pt imierungsprogramm 
Opt im ierung := p r o c ( s t e , b e t a l ) 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f O l , a h i l f i , a n z i , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t  » b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , b e t a , b o o l , 
b o o l l , b l , b 2 , c , d , d n l » d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , d q , d t , d W , d W q , d W 0 , 
d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n l , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p l , p l q , p l s t , p l s t q , r , s , s d l , s d l q , s d 2 , 
s d 2 q , s q , s q q , s t , s 0 , s O q , s l , S , S q , S o 0 , t , t h e t a , T , v , v n l , v n 2 , 
V0 ,VOn l ,VOn lq ,V0n2 ,V0n2q ,V in i ,V ln lq ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X O , 
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y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y 1 s t , y l s t q , 
ζ , z a e h l e r , z e t a , z m a t , p i h i l f , p h i h i l f , 
X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 

d e f i n O ; 
mengengend, s t e , b e t a l ) ; 
end; #op t im ie rung 

# D e f i n i t i o n der E inze lp rozeduren i n n e r h a l b der Opt im ierung 
# V a r i a b l e n d e f i n i t i o n e n a l s Prozedur 
d e f i n := proc () l o c a l i , k ; 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f O l , a h i l f i , a n z i , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b e t a l , b o o l , b o o l l , b l , b 2 , c , d , d n l , d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , 
dq ,d t , dW,dWq,dWO,dXh ,dXhd ,dXh i l f , dXhs t , dX l , dX ld ,dX l s t , dz ,dzO, 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n l , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p i , p l q , p l s t , p l s t q , r , 
s , s d l , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s t e , s O , s O q , s i , S , S q , S o O , 
t , t h e t a , T , v , v n l , v n 2 , 
VO,VOnl ,VOn lq ,V0n2 ,V0n2q,V in i ,V ln lq ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X O , 
y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y 1 s t , y l s t q , 
ζ , z a e h l e r , z e t a , z m a t , p i h i l f , p h i h i l f , 
X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 

#Mengen- und H i l f s v a r i a b l e n i n i t i a l i s i e r u n g 
S := ; 
Sq := ; 
i f n2 > 0 t h e n 
f o r i f rom nlmax + 1 t o nlmax + n2 do 
Sq := Sq un ion i 
od; 
f i ; 
abbruch := f a l s e ; 
b o o l := t r u e ; 
k 
χ 
c 

= i ; 
= mat r i x (nmax , 1, [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
= mat r i x (nmax , 1, [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 

t h e t a := ma t r i x (nmax , 1 , [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
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ζ := ma t r i x ( nmax ,1 , [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
zmat := mat r i x (nmax , nmax, [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ~ 2 ) ] ) ; 
i l := m a t r i x d , nmax, [ s e q ( i , i = l . .nmax)] ) ; # I n d e x l i s t e 
#Grad ien tenvek to r zur Z i e l f u n k t i o n ohne - c 
dfoc := mat r i x (nmax , 1, [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
#Grad ien tenvek to r zur Z i e l f u n k t i o n 
d f := mat r i x (nmax , 1, [ seq ( -100 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
y := ma t r i x ( nmax , 1 , [ seq ( -200 , i = l . . n m a x ) ] ) ; 
end; # d e f i n 

mengengen := proc ( k i , s t e , b e t a l ) 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f O l , a h i l f i , a n z i , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b o o l , b o o l 1 , b l , b 2 , c , 
d , d n l , d n l m a x , d n l q , d n 2 , d f , d f o c , d q , d t , d W , d W q , d W 0 , 
d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n l , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p l , p l q , p l s t , p l s t q , r , 
s , s d l , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s O , s O q , s i , S , S o O , S q , 
t , t h e t a , T , ν , v n l , v n 2 , 
VO,VOnl ,VOn lq ,V0n2 ,V0n2q,V in i ,V ln lq ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X O , 
y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y l s t , y l s t q , 
ζ , z a e h l e r , z e t a , z m a t , p i h i l f , p h i h i l f , 
X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 
i f k i <= nlmax and no t abbruch t hen 
S := S un ion k i ; Sq := Sq minus k i ; 
mengengen ( k i + 1 , s t e , b e t a l ) ; 
S := S minus k i ; Sq := Sq un ion k i ; 
mengengen ( k i + 1 , s t e , b e t a l ) ; 
f i ; 
i f k i > nlmax and no t abbruch t hen 
g ( l , S, Sq, s t e , b e t a l ) ; 
f i ; 
end ; #mengengen 

g := proc (m, S, Sq, s t e , b e t a l ) l o c a l a q , b q , i , j , k l , u l ; 
g l o b a l a , a b b r u c h , a b q , a h i l f O l , a h i l f i , a n z i , a n z 2 , a l , a 2 , 
b , b b q , b d r i f t , b d r i f t n l m a x , b d r i f t n l q , b d r i f t n 2 , b d r i f t q , 
b e t a , b o o l , b o o l 1 , b l , b 2 , c , 
d ,dn l , dn lmax ,dn lq ,dn2 ,d f , d foc ,dq ,d t , dW,dWq,dWO, 
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d X h , d X h d , d X h i l f , d X h s t , d X l , d X l d , d X l s t , d z , d z O , 
e i n s n m a x , e i n s n l m a x , e i n s n l q , e i n s n 2 , f k , 
i g , i l , i n i , j n m a x , j 1 , j l a , j 2 , k n l , k p o t l i s t , k p o t l i s t h i l f , l i s t , l i s t i , 
n m a x , n u e i l , n u e i l s t , n u e i h , n u e i h s t , n u l l n l m a x , n u l l n 2 , n l , n l m a x , n 2 , 
p h , p h i i l , p h i i l s t , p h i i h , p h i i h s t , p h q , p h s t , p h s t q , 
p i , p i l , p i l s t , p i h , p i h s t , p i , p l q , p l s t , p l s t q , r , 
s , s d l , s d l q , s d 2 , s d 2 q , s q , s q q , s t , s O , s O q , s i , S o O , t , t h e t a , T , v , v n l , v n 2 , 
VO,VOnl ,VOn lq ,V0n2 ,V0n2q,V in i ,V ln lq ,V ln2 ,V I ,V2n l ,V2n2 ,V2 ,W,WO, 
χ , x q , X h , X h d , X h s t , X i h , X i h s t , X i l , X i l s t , X I , X l d , X l s t , X O , 
y , y h , y h q , y h s t , y h s t q , y l , y l q , y 1 s t , y l s t q , 
ζ , z a e h l e r , z e t a , z m a t , z l , p i h i l f , p h i h i l f , 
X i l a , X i l s t a , X i h a , X i h s t a , d X i l a , d X i l s t a , d X i h a , d X i h s t a , 
p i i l a , p i i l s t a , p i i h a , p i i h s t a , p h i i l a , p h i i l s t a , p h i i h a , p h i i h s t a , 
v i l a , v i l s t a , v i h a , v i h s t a , V i a ; 
aq := eva lm(a ) ; 
bq := eva lm(b ) ; 
i f m <= nmax and no t abbruch 
t h e n 
i f member(m, S) t hen c [ m , l ] := a q [ m , l ] 
i f no t abbruch t h e n g (m+ l , S, Sq, s t e , 
i f member(m, S) t hen c [ m , l ] := b q [ m , l ] 
i f no t abbruch t h e n g (m+ l , S, Sq, s t e , 
f i ; 
i f m > nmax and no t abbruch t hen 
b o o l := t r u e ; 
t h e t a := e v a l m ( m u l t i p l y ( i n v e r s e ( s ) , 
m a t a d d ( m a t a d d ( b d r i f t , d ) , sca la rmu l (e insnmax , - r ) ) ) ) ; 
ζ := e v a l m ( m a t a d d ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( i n v e r s e ( s ) ) , t h e t a ) , 
s c a l a r m u l ( c , - 1 ) ) ) ; 
zmat := e v a l m ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s , t r a n s p o s e ( s ) ) ) ) ; 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i l [ l , i ] := i ; # I n d e x l i s t e neu i n i t i a l i s i e r e n 
od; 
j l := 0; 
b o o l l := t r u e ; 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f member( i , Sq) t hen 
j l := j l + 1; 
i f j l <> nmax 
t h e n 
u l := i l [ 1 , i ] ; 
ζ := d e l r o w s ( z , u l . . u l ) ; 
zmat := de l rows(zmat , u l . . u l ) ; 
zmat := d e l c o l s ( z m a t , u l . . u l ) ; 

f i ; 
b e t a l ) f i ; 
f i ; 
b e t a l ) f i ; 
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i l [ 1 , i ] := 0; 
f o r j f rom i t o nmax do 
i f j O i t hen i l [ l , j ] := i l [ l , j ] - 1 f i ; 
od; 
e l s e b o o l l := f a l s e ; 
f i ; 
f i ; 
od; 
i f b o o l l t hen 
z l := e v a l m ( s c a l a r m u l ( ζ , - 1 ) ) ; 
xq := e v a l m ( l i n s o l v e ( z m a t , z l ) ) ; 
f i ; 
k l := 0; 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f member( i , S) t hen 
k l := k l + 1; 
x [ i , l ] : = xq [ k l , 1] ; 
f i ; 
od; 
f o r j f rom 1 t o nmax do 
i f member ( j , S) and no t (x [ j , 1] *c [ j , 1] < 0 or 
(x [ j , 1] > 0 and c [ j , l ] = a q [ j , l ] and c [ j , l ] = 0) or 
(x [ j , 1] < 0 and c [ j , l ] = b q [ j , l ] and c [ j , l ] = 0 ) ) 
t hen b o o l := f a l s e f i ; 
od; 
i f b o o l t hen 
f o r i f rom 1 t o nmax do 
i f member( i , Sq) t hen x [ i , l ] := 0; 
f i ; 
od; 
d foc := m a t a d d ( m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( i n v e r s e ( s ) ) , t h e t a ) , 
m u l t i p l y ( i n v e r s e ( m u l t i p l y ( s , t r a n s p o s e ( s ) ) ) , x) ) ; 
i := 1; 
w h i l e i <= nmax and b o o l do 
i f member( i , Sq) t hen 
y [ l , l ] := dfoc [ i , 1] - a q [ i , l ] ; 
y [ 2 , 1 ] := d f o c [ i , l ] - b q [ i , l ] ; 
i f no t ( y [ 1 , 1 ] >= 0 and y [ 2 , l ] <= 0) 
t hen b o o l := f a l s e ; 
f i ; 
f i ; 
i := i + 1 ; 
od; 
f i ; 
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i f boo l t hen 
abbruch := t r u e ; 
ν := e v a l m ( χ ) ; 
f i ; 
f i ; 
end ; #g 

# D a r s t e l l u n g der L i s t e n e n t w i c k l u n g 
k p o t l i s t := [ ] ; 
k p o t l i s t h i l f := [ ] ; 
l i s t i := [ ] ; 
nlmax := 3 ; 
ma := 0; 
f k := 1; 
f o r i f rom 1 t o nlmax do 
k p o t l i s t h i l f := k p o t l i s t ; 
i f i > 1 t hen 
f o r j f rom 1 t o ma do 
l i s t i := k p o t l i s t h i l f [ 1 ] ; 
k p o t l i s t h i l f := s u b s o p ( 1 = N U L L , k p o t l i s t h i l f ) ; 
l i s t i := [ o p ( l i s t l ) , i ] ; 
f k := f k +1; 
k p o t l i s t := [ o p ( k p o t l i s t ) , l i s t i ] ; 
od; 
f k := f k + 1; 
l i s t i := [ i ] ; 
k p o t l i s t := [ o p ( k p o t l i s t ) , [ i ] ] ; 
e l s e 
k p o t l i s t := [ [ 1 ] ] ; 
f k := f k +1; 
l i s t i := k p o t l i s t [ 1 ] ; 
f i ; 
ma := 2*ma + 1; 
od; 
k p o t l i s t ; 

Das Ergebnis eines Simulationsverlaufes in Gestalt der im O-l-Fall für 
unterschiedliche Konzernstrukturierungen sowie der im Intervall-Fall sich 
ergebenden Erwartungswerte des Nutzens aus den Endvermögen ist in 
Tabelle 5.1 angegeben. Simuliert w i rd im Umfang von 50 Durchläufen die 
Vermögensentwicklung für einen zweijährigen Planungszeitraum, der in 50 
äquidistante Zeit intervalle untertei l t ist. Im O-l-Fall werden sämtliche Kon-
zernstrukturen aus drei potentiellen Konzernunternehmen untersucht. Eine 
Nummerierung der Unternehmen unterstellt, repräsentiert dann bspw. {1 ,2 } 
eine Konzernstruktur, die sich aus jeweils einer 100 %-Beteil igung an den 
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Tabelle  5.1 
Erwar tungsnutzen aus der S imu la t ion verschiedener Konze rns t ruk tu ren 

Nutzen funk t ion logar i thmisch (U( χ) = ln x) „power t ype" (U(x)  = jfex»*) 
ohne Steuern m i t Steuern ohne Steuern m i t Steuern 

(st  = 0) (st  = 0,5) (st  = 0) (st  = 0,5) 
O- l -Fal l (m i t Differenzierung  von Unternehmenskombinat ionen) : 

0 14,7599325 14,7350060 3429,78255 3387,33141 

{ 1 } 14,7647063 14,7405379 3453,97393 3407,45442 
{ 1 , 2 } 14,7687214 14,7441423 3451,49332 3406,10797 

{ 2 } 14,7648285 14,7390893 3427,52351 3386,05825 
{ 1 , 3 } 14,7729338 14,7469573 3467,46430 341 7,85706 

{ 1 , 2 , 3 } 14,7773044 14,7507608 3465,80115 3416,88515 
{ 2 , 3 } 14,7729847 14,7454958 3441,28203 3396,58415 

{ 3 } 14,7676548 14,7411751 3442,99127 3397,55484 
Interval l -Fal l : 

1 14,7702152 1 14,7445621 1 3224,32848 1 3180,18123 

Unternehmen 1 und 2 zusammensetzt und bei der das Unternehmen 3 nicht 
erworben wird. Im Beispiel zeigt sich für die Kombinat ion aller drei möglichen 
Konzernunternehmen bei logarithmischer Nutzenfunkt ion der größte Erwar-
tungsnutzen aus Endvermögen, und zwar sowohl mi t als auch ohne Steuern. 
Auch bei der unterstellten Nutzenfunkt ion des „power type" ergibt sich die 
gleiche Konzernstruktur für den Steuer- und den Vor-Steuer-Fall; allerdings 
sollte sich der Konzern hierbei lediglich aus dem ersten und dem dr i t ten po-
tentiellen Konzernunternehmen zusammensetzen. Hinzuzufügen ist für den 
O-l-Fall, dass die Anwendung der logarithmischen Nutzenfunkt ion auf die 
sich aus der Opt imierung nach der „Power- type"-Nutzenfunkt ion ergebenden 
Endvermögen im Beispiel für alle Kombinat ionen zu einem geringeren Er-
wartungsnutzen geführt  hat gegenüber demjenigen, welcher sich aus der Op-
t imierung nach der logarithmischen Nutzenfunkt ion ergab. D.h., zumindest 
im vorliegenden Beispiel, führte die konsistente Opt imierung im Hinblick auf 
den logarithmischen Nutzen auch zu einem besseren Erwartungsnutzen auf 
Basis der logarithmischen Nutzenfunkt ion als eine andere Optimierung, als 
welche diejenige nach der „Power-type"-Nutzenfunkt ion herangezogen wurde. 
Das Gleiche gi l t in umgekehrter Richtung hinsichtlich der betrachteten Nut-
zenfunktionen. Im Intervall-Fall ergab die myopische Opt imierung allerdings 
im Vergleich zu den fixierten extremen Beteiligungsquoten nur ein mittleres, 
wenn nicht schlechtes Ergebnis, obwohl Letztere eigentlich dominiert werden 
sollten. Zu berücksichtigen ist hierbei allerdings, dass ein Simulationslauf für 
die Opt imierung nach der „ Power-type"-Nutzenfunktion zu einem Vermögen 
von nul l führte. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



5.5 Zur myopischen Optimierung der Konzernbeteiligungen 333 

5.5.2 Z u r Ä q u i v a l e n z der heur i s t i schen P o r t f o l i o - O p t i m i e r u n g 
u n d eines s ta t i schen O p t i m i e r u n g s p r o b l e m s 

b e i l oga r i t hm ische r N u t z e n f u n k t i o n 

Im Folgenden soll die Gültigkeit der Aussage von Anmerkung 3.2 gezeigt 
werden, d.h. dass der nach der Heuristik des Abschnittes  3.3.2.3 für die End-
vermögensoptimierung bei logarithmischer Nutzenfunktion und ohne Steuern 
im Intervall-Fall zu bildende Portfolio-Prozess  optimal für das statische Prob-
lem (VS)  ist. 

Der Wert des optimalen Portfolio-Prozesses  in t  = 0 nach der Heuristik 
entspricht analog Gl. (3.46) folgendem Ausdruck: 

po(0)  = ( a ( O y ( O ) r 1 (6(0) + δ(0)  + Ù(0) - r ( 0 ) l n ) , (5.65) 

wobei sich der optimale Schattenpreis nach Gl. (3.50) aus: 

ί>(0) = arg m i n { < » + \ || θ „ { ί ) | | 2 } (5.66) 
ueK  { ζ J 

ergibt und nach Gl. (3.80): 

711 

C/nt(z/) = ( a * ( ° ) m a X [°> " i l - m a X [°» - " Ά ) ( 5 · 6 7 ) 
i  = 1 

gilt. Der Intervall-Fall wird im Folgenden geringfügig erweitert, indem die 
Untergrenze von null verschieden sein kann und lediglich a^ < 0, i  = 1 , . . . , n i , 
vorausgesetzt wird. Im zeitlichen Kontext gilt ßi(0) = ^jp-  (i  = 1 , . . . ,πι ) . a 
bzw. β stehen für die zugehörigen ni-dimensionalen Vektoren. Der Zeitbezug 
der Prozesswerte wird vereinfachend weggelassen. 

Zu zeigen ist, dass der durch Gl. (5.65) gegebene Portfolio-Prozess  zugleich 
eine Lösung des Problems VS  ist mit w = 

Beweis: 
Zunächst ist festzustellen, dass das Problem (VS)  ein konvexes  Optimierungs-
problem ist und deshalb die nachfolgend aufgestellten Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen notwendig und hinreichend für eine Lösung des Problems sind. 
Die Lagrange-Funktion zum Optimierungsproblem (VS)  hat unter Rückgriff 
auf die in Abschnitt  3.3.2.3 eingeführte Notation die folgende Gestalt: 

L(w,  X)  = -b'w  + ^w'aa'w  + λ
1 ' (w ni - β) - A 2 ' (w ni a) (5.68) 

mit λ
1 ' = ( A i , . . . , A i l ) , , A 2 / = (Λ? , . . . , X l J sowie Λ1 = ( λ

1 ' , 0 ^ ) ' und Λ2 = 

^Λ
2 , . Aus der Lagrangefunktion nach der Definitionsgleichung (5.68) 

ergeben sich die folgenden Karush-Kuhn-Tucker-Optimalitätsbedingungen 
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(GLS Λ)527: 

f ) = 0 = - b ^ + [ ( a a ' ) w } 1 „ , + λ ' - λ * (5.69) 

dL 
Wi i=n ι + l,...,n 

0 = - ^ + [ ( σ σ > ] 1 ( n i 

0 = - ^ + [ ( σ σ > ] η ι + 1 ) 

0 = λ
1 ' (w n i - β) 

0 = - Λ
2 ' (w n i - a) 

0 < λ
1 ' 

0 < ß-w ni 

0 < Λ
2 ' 

0 < w ni - a. 

(5.70) 

(5.71) 

(5.72) 

(5.73) 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 

Aus den Gleichungssystemen (5.69) und (5.70) ergibt sich unmi t te lbar : 

w = (σσ')' 1 (b-X 1 + \ 2 ) . (5.77) 

E in Vergleich des Vektors w  nach Gl. (5.77) m i t dem Wer t des Portfol io-
Prozesses ρ in t  = 0 nach Gl. (5.65) zeigt, dass ρ genau dann Lösung des 
Problems (PS)  ist, wenn gi l t : 

bzw. wenn die Schattenpreise λ } , . . . , λ ^ , A f , . . . , λ ^ gemäß diesem Glei-
chungssystem gewählt werden können, wobei wegen ùi = λ } = Äf = 0 ( i = 
n i + 1 , . . . , η ) die letzten η2 Gleichungen bereits erfül l t  sind. Zur Überprüfung 
der übrigen Gleichungen ist auf die Opt imal i tä tsbedingungen des Vektors 
ù zurückzugreifen,  welche sich aus der Bestimmungsgleichung (5.66) erge-
ben. Entsprechend den Ausführungen des Abschnittes  3.3.2.2 m in imier t der 
opt imale Schattenpreisvektor ù des heuristischen Problems den Ausdruck 
f(i/,c(i/))  über ν  e Κ.  Die von ù erfül l ten Opt imal i tä tsbedingungen sind 
danach für alle i  G { 1 , . . . , η ι } : 

0 = - a i + [ ( σ " 1 ) / 6 > + ( σ σ
, ) " 1

ί > ] . , f ä l l s t > 0 , (5.78) 

0 = - f t + [ ( σ " 1 ) , 6 > + ( σ σ
, ) " 1

ί > ] . , f ä l l s t < 0 ; (5.79) 

für ζ G { l , . . . , r i i } m i t ùi = 0 ist der Wer t [ ( c - 1 ) ' Θ + ( σ σ ' ) _ 1
ί ) | = p i 

grundsätzl ich beliebig. Analog Abschnitt  3.3.2.2 g i l t allerdings auch hier, dass 
das Min imierungsproblem hinsicht l ich f(iy,c(iy))  bezüglich ν  konvex ist und 
die Funk t ion ein M i n i m u m b e s i t z t 5 2 8 , so dass für ùi = 0 an dieser Stelle keine 
Abst iegsr ichtung mögl ich sein darf.  Dies bedeutet, dass sowohl — a i + p i > 0 

5 2 7 Zur Schreibweise: (y) i=j k  kennzeichnet den (Teil-)Vektor zum Vektor y, der aus 
dessen Komponenten j  bis k  unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge besteht. 

5 2 8 Zur Argumentation vgl. S. 174; der Umstand, dass hier + i = . . . = i / n = 0 
vorauszusetzen ist, ist diesbezüglich unbeachtlich. 
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5.6 Zu Realoptionen auf unvollständigen Märkten 335 

als auch —ßi + Pi < 0 gelten müssen 5 2 9 . Dami t sind jedoch bei Wahl von 
Xj  = X?  = i>i  = 0 sowie mi t w = ρ die sich auf i  beziehenden Gleichungen der 
Systeme (5.69) und (5.71)-(5.76) erfüllt.  Im Folgenden sind somit die Fälle 
nicht verschwindender Komponenten des Vektors ù zu untersuchen. 

1. Fall:  v {  > 0 
M i t w = ρ = ( σ " 1 ) ' θ + (σσ')~ ι

ύ folgt aus Gl. (5.78): 

Wi  = ai. 

Damit ist die zu i gehörige Gleichung des Systems (5.76) bindend und zugleich 
ist die z-te Gleichung des Systems (5.74) nicht bindend, so dass unmit telbar 
X\  = 0 folgt. Es ist leicht nachvollziehbar, dass mi t Λ

2 = ùi  > 0 auch die 
übrigen i  zugehörigen Gleichungen des Systems (GLS A) erfüllt  sind, insbe-
sondere auch diejenige des Systems (5.69). 

2. Fall:  < 0 
M i t w = ρ = {σ~ 1)'  θ + (σσ')~ ι

ύ folgt jetzt aus Gl. (5.79): 

Wi  = ßi. 

Analog Fall  1 ergibt sich Λ
2 = 0 und λ ] = — ùi  > 0 und die i  zuzuordnen-

den Gleichungen des Systems (GLS A) sind wiederum erfüllt.  Dami t erfüllen 
w = ρ sowie X\  = m a x [ — u n d Λ

2 = max[z>^,0] (i  = 1 , . . . , n i ) das Glei-
chungssystem (GLS A), so dass die „heuristisch optimalen" Werte ρ und ù 
zugleich die Lösung des statischen Optimierungsproblems (VS)  beschreiben. 

5.6 E r g ä n z u n g e n zu R e a l o p t i o n e n 
a u f u n v o l l s t ä n d i g e n M ä r k t e n 

5.6 .1 W e r t e e ine r i n d i z i e r t e n K a u f o p t i o n u n d 
eines „ M i n i m u m " - C a l l s b e i D i v i d e n d e n a u s s c h ü t t u n g e n 

Es werden explizite Darstellungen für die Werte einer indizierten Kaufop-
t ion und einer Kaufopt ion auf das M in imum zweier Akt ien hergeleitet. Her-
leitungen ohne Dividendenprozesse sind in Korn/Korn  (1999), S. 186-188, für 
die indizierte Kaufopt ion und ebd.,  S. 188-191, für den „M in imum" -Ca l l zu 
finden. Für die indizierte Kaufopt ion soll eine hiervon abweichende Herleitung 
angegeben werden; diese ist entsprechend ausführ l ich 5 3 0 . Hinsichtl ich der „ M i -
n imum"-Kaufopt ion wi rd die Herleitung aus der zit ierten Quelle übernommen 
und lediglich um die Dividendenprozesse ergänzt. 

5 2 9 Vgl. die Gleichungssysteme (3.63) und (3.64). 
5 3 0 Dabei wird auch eine Ergänzung der in Korn/Korn  (1999), S. 188, aufgeführten 

Optionspreisformel  vermieden. Vgl. auch die Herleitung von Margrabe's  Formel [Margrabe 
(1978)] in Zimmermann  (1998), S. 211 ff. 
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Wert  der  indizierten  Kaufoption  hßall(V,  I): 
Zu berechnen ist: 

hcaii(V , I) = Eo [e~ r T max [V(T)  - J(T), 0]] . (5.80) 

Die Prozesse V(.)  bzw. / ( . ) sind grundsätzlich durch die Gl. (2.109) bzw. 
(2.110) mi t unkorrelierten Wiener-Prozessen und durch die bereits ein-
geführten Startbedingungen beschrieben. Zudem ist ein (konstanter) Dividen-
denprozess durch den Vektor der Dividendenraten δ = ( δγ,δι)'  gegeben. I m 
Folgenden werden die sich daraus für V( . ) und / ( . ) ableitenden expliziten Pro-
zessdarstellungen bezüglich Ρ sowie unter Rückgriff  auf den zum äquivalenten 
Mart ingalmaß Po gehörenden Wiener-Prozess  WQ(.)  : = (W¥(.),WQ  (.))  wie-
dergegeben. Zwischen den Wiener-Prozessen W(.)  : = W 1 (.))  und 
W 0(.)  gi l t hierbei die übliche Beziehung dW 0(.)  = dW(.)  + θ dt  m i t θ := 
σ~ ι (b  + δ — r l 2 ) . Dami t ergibt sich: 

V(T)  = V 0 e { b v ~ ^ ) T + < J l l w V { T ) = V 0e{ r~ 5v~^ )T+<Jll W^ { T\  (5.81) 

J(T) = I0e(b l ~ i Ι | σ 2 · Ι | 2 ) τ + σ 2 1 w V ( τ)+σ22 w'  (?) 

= / ο β
( Γ - < 5 / " 4 | | σ 2 · ι | 2 ) τ + σ 2 · (5.82) 

wobei b = (bv,biY  sowie σ = (σ^ · ) ^ = ι } 2 sind und σ^ (i  = 1,2) die Zeilenvek-
toren von σ  repräsentieren. Darüber hinaus gi l t : 

a n 0 \ ^ σ _ ! = ( σΰ
1 0 

σ2i &22 J V (011022) σ22 

Es wi rd nun ein weiterer Maß Wechsel auf das Wahrscheinlichkeitsmaß QM 
durchgeführt.  Hierzu wird θοΜ '·= ~ σ 2 . gesetzt und der Wiener-Prozess 
W M(·)  = über die folgende Gzrsanot»-Transformation  de-
finiert: 

dW M := dW 0 + Θ0Μ dt. 

Der Maßwechselprozess ΖΜ (·) ist ein Mart ingal, welches gegeben ist durch: 

ZM(t)  = t e ρ3^ 

Dami t gi l t nun Folgendes: 

Eo [e~ r T max [V(T)  - J(T), 0]] = EM 
e max [V(T)  - J(T), 0] 

Z M { T ) 

= EM ^ (-^+έΐΙ
σ2.Ι |2-||σ2.| |2)Τ-σ2.νΐ/ Λ /(Τ) m a x ^Y^R-ÖY-^A^+A^IIT+AU  W^T) 

_ Ι ο 6 ( τ - δ ,  + ±\\σ2.\\2)Τ+σ 2. ^A / (T ) j 0 j j 

= EM  |^e_ < 5 / Tmax ^Voe^6' ~ δ ν — /o,oJJ . 

Da das Skalarprodukt (σι . — σ2.)WM(T)  äquivalent ist dem Term 
adWd(T) mi t dem eindimensionalen Wiener-Prozess Wd(.) und mi t σ^ = 
> / ( σ ι ι — σ2 ΐ ) 2 + (σΐ2  — (J22)2, kann bezüglich des dem Wiener-Prozess Wd(.) 
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5.6 Zu Realoptionen auf unvollständigen Märkten 337 

zugehörigen Wahrscheinlichkeitsmaßes Pd die folgende Darstel lung abgeleitet 
werden: 

EQ [e~ r T max [V(T)  - J(T), 0]] 

= Ed [ e - 5 ' T m a x [ v 0 e ( 5 ' - / 0 , o ] ] . 

Die Opt ion endet im Geld, falls: 

* W d(T)  > i [ l n 

^ > ^ ψ [in ^-(δι-δν-  \σ2
ά)τ\ = : ud, 

wobei Zd die Ausprägung einer standardnormalvertei l ten Zufallsvariablen re-
präsentiert, für die Zd : = W y ^ P gi l t . Für den gesuchten Optionswert ist somit 
zunächst ein Ausdruck A\ wie folgt auszuwerten: 

Ai := V 0e~^T  f  dzd 
Ud 

= y o e - i v T j d z d  = Vo e-SvT  J d' Zd 
Ud Ud 

mit Zd : = Zd — cfdVT und folglich üd : = Ud — &dVT.  Dami t ist: 

Λι = V Qe-5v T$(-ü d), 

wobei Φ(.) die Vertei lungsfunktion zur Standardnormal Verteilung kennzeich-
n e t 5 3 1 . Ferner ist: 

oo 
A2 := -Ioe~6v T  J ^ e - i 2 ' dzd = -IQe~5lT  $>(-u d), 

Ud 

so dass der gesuchte Optionswert lautet: 

Λσα«(ν, I) = ν^~ δν Τ
Φ{-ΰ ά) - Ιοβ-διΤ

Φ(-η ά) (5.83) 

mit 

Ud  = 1 [ln ^-{δί-δν-  | ( ( σ ι ι - σ 2 ι ) 2 + σ|2)τ] , 
ν / ( ( σ ι ι - σ 2 ι ) 2 + σ

2
2 ) Γ

1 J 

üd = Ud  - Λ/((crii σ 2 ι ) 2 + σ%2)Τ. 

(Es wurde hierbei berücksichtigt, dass σι2 = 0 ist.) 

Wert  der  „Minimum"-Kaufoption  /;  7^): 
Die Bewertung des „M in imum"-Ca l l s erfolgt über den Ansatz: 

h c M n ( V > = E o [ e " r T max [min [ V ( T ) , 7 (T ) ] - 0]] . (5.84) 

531 Ygj z u jjjgj. verwendeten Dichtefunktion zur Standardnormalverteilung den Hin-
weis in Fn. 495, S. 258. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8



338 5. Anhang 

Hierfür  g i l t : 

hEc™n{V,I-I h) = Eo[e- r TV(T)l {I h<v(T )<I(T) }] 

— · 

+ £O[e r T 7 ( T ) l { j / ( <J ( T )<V(T) } ] - HE
 γΤ1{/,,.</(Τ) Λ IH<V(T)}  · 

= : ß2 = : B3 

Für die zugrunde liegenden Prozesse V( . ) bzw. / ( . ) g i l t gemäß den Gl. (3.121) 
und (3.122) sowie den Gl. (2.109) und (2.110): 

dV(t)  = V(t) (by dt  + σν dW v(t))  = V(t)  (b v dt  + an dW v(t))  , 

dl(t)  = I(t)  (bidt  + äidW^t))  = I(t)  (bj  dt  + σ2ι dW v (t)  + a22dW I(t))  , 

wobei σ : = ( σ ^ · ) ^ = ι ? 2 m i t σ η : = σγ,σ i2 : = 0,σ2 ΐ : = ρινσι  und σ22 : = 
yj  1 — ρ

2
ινσι  ist und piv  den Korrelationskoeff izienten  zwischen den Wiener-

Prozessen W V(.)  und W 1 (.) kennzeichnet. Aus der Gzrsano^lYansformat ion 
in die Wienerprozesse WQ  (.) und WQ(.)  zum Mar t inga lmaß Po — m i t Θ = 
σ

_ 1 ( 6 — δ — rl2)  — und anschließender Rücktransformat ion  in die (wieder) 
m i t PIV  korrel ierten Wiener-Prozesse WQ  (.) und WQ  (.) (bezüglich PQ) ergibt 
sich: 

dV(t)  = V(t)((r-6v)dt  + audW¥(t)^ 

= V(t)((r-6v)dt  + avdWo(tf) i ( 5 . 8 5 ) 

dl(t)  = I(t)  ( ( r - (Jj) dt  + σ 2 ι dWX(t)  + σ 2 2 d Ü t f W ) 

= I ( t ) ^ ( r - ö i ) d t - \ - ä i d W i ( t ) Y (5.86) 

Die Prozessdarstellung gemäß den Gl. (5.85) und (5.86) w i rd dem Weiteren 
zugrunde gelegt. Für den Term Β ι g i l t d a n n 5 3 2 : 

oo oo . 0 
Bi = f  f e - r T V 0 e ( r - S v - i ^ ) T + a v V T y 

a b 
1 - ο/Λ  ' 2 -2pivyz  + z ) , , JÀ e dzdy, 

2 π λ / ΐ - p j v 

5 3 2 Die hierfür  benötigte Dichtefunktion einer bivariaten Normalverteilung der Zufalls-
variablen X  und Y  ist in Fahrmeier/Künstler/Pigeot/Tutz  (2001), S. 354, angegeben durch: 

2πσχσγ yj  1 - ρ
2

χγ 

mit den Verteilungsparametern: μχ,μγ  (Erwartungswerte), σχ,σγ  (Standardabwei-
chungen) und ρχγ  (Korrelationskoeffizient).  Ein Verfahren  zur Berechnung eines 
diesbezüglichen Wahrscheinlichkeitswertes kann aus Kocherlakota/Kocherlakota  (1985), 
S. 670 f., abgeleitet werden. Vgl. jedoch insbesondere auch die in Hull  (2000), S. 272, 
beschriebene Näherung sowie die Approximation, welche sich aus der angenäherten Dichte-
funktion in Knobloch  (1998), S. 238, ergibt; zu Letzterer beachte den Hinweis in Knobloch 
(2003), S. 183. 
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wobei 

V(T)>I h Ο y > - ^ = ( \ n ^ - ( τ - δ ν - \ σ
2

ν ) τ )  = : α , 

I(T)>V(T)  z> — L ( l n g .  + (δι - δν + ±(σ? - σ
2

ν))Τ + avy/Ty)  = : 6. 

Es ist nun: 

B1 = Voe-^Tf  le-h(y-*vVTf 
i V2tt 

oo _ i ( f'/y y  ι 5 ) 
1 e 2 V x / 1 ^ V ^ j  dzdy. 

M i t der Substi tut ion: 

ζ  '•=  , (ζ Pivy ), 

so dass dz = γ/1  — p2
Ivdz  gi l t , ist mi t : 

b := / 1 _ (fr - P/vy) 

piväi  — Oy 
y/^PÌv 

- (δ! - δν  +1-(σ] - σ
2

ν))Τ 
σ^(1-ρ] ν)Τ L 2 J σ φ - Λ ν 

y 

aufgrund der Symmetrie der Dichte zur Standardnormalverteilung in Bezug 
auf den Ursprung: 

Bi = V 0e-*vT]  l^y-wVTf  f 1 d~zdy 

α \/27Γ -oo \/27Γ 

α ν2π 
Dami t gi l t : 

Βλ = V 0e~6v TP(Z l > α, Ζ — kZi < d), 

wobei Ζ für eine standardnormalverteilte Zufallsvariable steht, die als stochas-
tisch unabhängig von Z\ zu betrachten ist. Die Zufallsvariablen  Z\ und Z<i 
sind dann normalverteilt gemäß: 

Z i ) ~ N ( ( σ ν ^ ) ( 1 ~ k 

Z2J \ \ - k a v V T j ' \  - k 1 + k-

lYansformiert  man diese Zufallsvariablen entsprechend: 
^ _ ä i J l - p 2

I V ( Z 2 + ka vVT) 
Zi : = g v V t - Zi· Z 2 ••= — : 
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m i t σ := σ] + σγ — 2 ρ ι ν σ ι σ γ ,  dann zeigt sich: 

Βλ = V 0e~5v TP(Z l <ä,Z2< d), 

wobei 

α = σγ 

d = \ j l ~PÌv( d + kc rvVT) 

[in + 

und 
Ρ 

aì(l-pj v)(l  + k2) _ 
τ

7) — J-

mi t ρ := k V  , I V  = Pwai -σν  D a m i t  i s t . r σ  σ 

Bi = V Qe-5y T$ {~ p\à,d). 

steht hierbei für den Wert der Vertei lungsfunkt ion einer bivariaten 
Standardnormalvertei lung, deren Zufallsvariablen einen Korrelationskoeffizi-
enten von ρ aufweisen, an der Stelle (ä,d). 

Der Ausdruck B2 ergibt sich analog als: 

B2 = I0e-5,T$ { p\ä,d) 

mi t 

ä = τττ 
- _ ρινσγ  — σι 
Ρ σ 

Schließlich g i l t für den d r i t ten Summanden Bs zur E rm i t t l ung des Options-
wertes: 

Bs = Ihe~r TP{min  [V(T),I(T)]  > Ih) = Ihe~r TP{V{T)  > Ih,I(T)  > Ih). 

Aus der vorausgehenden Herlei tung w i rd der Term a übernommen und 
zusätzlich der Term b definiert;  für beide Terme gi l t : 

V{T)>I h Ζ 3 > - ^ { \ η ^ - ( τ - δ ν - ^ σ
2

ν ) τ ) =: α, 

I{T)>I h Ζ 4 > ^ ^ ( \ η ^ - ( τ - δ Ι - ^ σ
2

Ι ) ή =: b, 

wobei Z3 und Z4 standardnormalvertei l te Zufallsvariablen m i t einem Korre-
lationskoeffizienten  von p i v sind. Dami t ist: 

Bs = he-r TP(Z 3 > a , Z 4 > 6 ) . 
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5.6 Zu Realoptionen auf unvollständigen Märkten 341 

Tabelle  5.2 
Rückzah lungss t ruk tu ren und Ausübungsmuster a l te rnat iver 

Realopt ionen 

Szenario BPO(T) Bß£(T) H a n d l u n g zu B^(T) 
V(T)  > I{T)  > I h V{T)  - I h V(T)  - I h Prod. ; Op t . -Ausüb . ; 
V(T)  >Ih> I(T) V(T)  - I(T) V(T)  - I(T) Prod. ; Verf.  der P . -Op t i on 
I(T)  > V{T)  > I h V{T)  - I h I(T)  - Ih keine Prod. ; Op t . -Ausüb . ; 

Verk. des V o r p r o d u k t s 
I{T)  >Ih> V{T) 0 I(T)  - Ih keine Prod. ; Op t . -Ausüb . ; 

Verk. des V o r p r o d u k t s 

Ih > I{T)  > V{T) 0 0 keine Prod. ; 
Verf.  der P . -Op t i on 

Ih > V(T)  > I(T) V(T)  - I(T) V(T)  - I(T) Prod. ; Verf.  der P . -Op t i on 

Da mi t Bezug auf die Normalverteilungsdichten gi l t : P(Z3  > α, > b) = 
P(Zs  < α, Z4 < b) mi t Z3 = — Z3, Z4 = —Z4, α = —α und b = —b, ist: 

Bs = Ι^-Γ Τ
Φ

(ριν ){α,ί), 

wobei 

M i t 

ft^<n(V,/;/h) = B i + B 2 - B 3 (5.87) 

ist somit der Wert der „M in imum"-Kaufop t ion bei Dividendenausschüttungen 
vollständig beschrieben. 

5.6.2 C h a r a k t e r i s i e r u n g e ine r a l t e r n a t i v e n P r e i s o p t i o n 

I m Folgenden soll die Rückflussstruktur  der Kaufopt ion dargestellt werden, 
welcher der durch Gl. (3.128) gegebene Anspruch B p o ( T ) zugrunde liegt. 
Darüber hinaus wi rd ein analoger Ausdruck für einen bedingten Anspruch 
formuliert,  welcher aus der in Anmerkung 3.4 beschriebenen Situat ion her-
vorgeht. Diesem liegt somit eine Situat ion zugrunde, in der die betrachtete 
Unternehmung produzieren kann, indem sie sich das Vorprodukt am Mark t 
zu I(T)  oder über die Ausübung der Preisoption zu Ih beschafft.  Falls sich 
eine Produkt ion aufgrund eines gesunkenen Verkaufserlöses  des eigenen Pro-
duktes nicht lohnt, kann die Unternehmung einen Barausgleich in Höhe des 
Ausübungswertes ihrer Preisoption vom Zulieferer  verlangen. Der dadurch 
beschriebene Anspruch wi rd mi t B p Q ^ T ) gekennzeichnet. 

Der Vergleich der Ansprüche erfolgt  anhand ihrer Rückflüsse für das 
betrachtete Unternehmen, differenziert  nach den möglichen Preisszenarien 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-06-08 09:45:07

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-51630-8
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gemäß Tabelle 3.2, welche bereits die bedingten Rückflüsse zu B p o ( T ) aus-
weist. Tabelle 5.2 zeigt die Rückflüsse beider Optionen und beschreibt für 
Bp lQ-(T) die Handlung des Unternehmens. Es ist daraus zu ersehen, dass der 
Anspruch Bp lQ-(T) den Anspruch B p o ( T ) dominiert. Dies zeigt sich zunächst 
im Fall I(T)  > V(T)  > I h i da dann unmit telbar I(T)  - I h > V(T)  - I h 

gil t ; zudem beinhaltet der Anspruch B$l£(T)  im Fall I(T)  > I h > V(T) 
einen Rückfluss i.H.v. I(T)  — > 0, während der Inhaber von B p o { T ) leer 
ausgeht. Die beiden angesprochenen Fälle stehen für Situationen, in denen 
die Technologie des betrachteten Unternehmens verglichen mi t dem aktuellen 
Wert des Vorproduktes wertlos ist. I m ersten dieser Fälle ist im Rahmen des 
Anspruches B p o { T ) die Technologie nur durch die Ausübung der Preisoption 
vorteilhaft.  Hinsichtl ich des Anspruches Β ρ

1 £ ( Τ ) ist davon auszugehen, dass 
das betrachtete Unternehmen den aktuellen Wert des Vorproduktes erlösen 
kann. Dies bringt im ersten dieser Fälle mehr als eine Verwendung in der eige-
nen Produkt ion, folglich auch mehr als nach dem Anspruch Bpo(T).  Im an-
deren Fall ist damit ein finanzieller Zufluss außerhalb der eigenen Produkt ion 
erzielbar. Daraus ist nun zu folgern, dass ein für den Anspruch B p o { T ) abge-
leiteter Käuferpreis  zugleich eine Untergrenze für den dem Anspruch Β ρ

1 £ ( Τ ) 
zuzuordnenden Käuferpreis  bildet. 

Aus dem Rückzahlungsmuster der Tabelle 5.2 ist darüber hinaus zu ersehen, 
dass Folgendes g i l t 5 3 3 : 

B$£(T)  = m a x [ V ( T ) , / ( T ) ] - m i n [ I ( T ) , I H ] 

~ m a x [ m a x [V(T),  I(T)}  - I H + m a x [I H - J ( T ) , 0 ] , 0 ] , 

wodurch für die alternativ betrachtete Realoption eine analoge Darstellung 
zu Gl. (3.128) gegeben ist. Dami t ist die Dominanz des Anspruches Βρ

1£(Τ) 

gegenüber dem Anspruch Bpo{T)  auch unmit telbar zu ersehen. Allerdings 
lässt sich auf Basis dieser Darstellung nicht in einfacher Weise eine Preisun-
tergrenze für den Fall eines in Bezug auf / ( . ) unvollständigen Marktes i.e.S. 
ableiten. 

5.6.3 H e r l e i t u n g des W e r t e s 
e ine r u p - a d d C r o s s - V e r k a u f s o p t i o n 

Gegenstand der folgenden Ausführungen ist die Herleitung der Bewertungs-
gleichung (3.147) für eine up-add Cross-Verkaufsoption 534 . Ausgangspunkt ist 
der durch Gl. (3.146) gegebene Anspruch: 

BCP{T)  : = max \LH - / L ( T ) , θ ] 1 { / ( τ ) > / , , } . 

5 3 3 Vgl . Gl. (3.132). 
5 3 4 Die Herleitung ist eine Modif ikat ion derjenigen für verschwindende Dividendenpro-

zesse in Knobloch  (2003), S. 186 ff. 
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Der Wert der Opt ion muss sich somit aus dem Ansatz: 

hE
PZP(I L-J-jH)  = Eo  [ e - r T m a x [l h - / L ( T ) , θ] 1 { / ( τ ) > / , } ] 

ergeben. 

Gemäß den Gl. (3.143) und (3.122) liegen für  t e [Ο,Τ] die Prozessgleichun-
gen: 

dI L (t)  = I L (t)  (pL  dt  + a L dW L (t))  , 

dl{t)  = I(t)  (6/ dt  + σι dW 1 (t)) 

zugrunde mit den Prozessanfangswerten  IQ und Io. W L(.)  und W\.)  kenn-
zeichnen zwei ggf. korrelierte Wiener-Prozesse.  PLI{ Φ 1) steht für den kon-
stanten Korrelationskoeffizienten.  Analog der Vorgehensweise in Anhang 5.6.1 
werden die Prozesse mit Hilfe von zwei unkorrelierten Wiener-Prozessen aus-
gedrückt. Hiermit gilt (t e [Ο,Τ]): 

dI L{t)  = I L { t ) ψι,άί  + σηάνγίψ)) , 

dl(t)  = I(t)  ( 6 / dt  + σ 2 ι dW L(t)  + σ 2 2 dW J(t))  , 

wobei die Koeffizienten  der Wiener-Prozesse wie bisher in der Matr ix σ := 
(&ij)i,j=i,2 zusammengefasst sind, für die folgende Herleitung allerdings die 
Bedeutung ση '=  ctl,  &12 '= 0 , σ 2 ι := pu&i  und σ22 := \/l  ~ f>u&i 
erhalten. Aus der Girsanov-'Transformation  := (dW^.),  dW^  (.))' 
= (dW L(.),dW J(.))'  + edt  mit θ := σ~ ι(1-δ -rl 2), wobei b := und 
«:=(<$£,<$/)' sind, folgt (t  £ [0/Γ]): 

dI L{t)  = I L { t )  ((r-ö L)dt  + audWi(t))  , 

dl{t)  = I(t)  ( ( r - δι) dt  + σ 2 ι dWÌ(t) + σ 2 2 W§(t))  . 

Daraus ergibt sich die Prozessdarstellung: 

IL(T)  = /^(-^-è^OT+au^CT)^ ( 5 > 8 8 ) 

I(T)  = ( 5 > 8 9 ) 

Die Ausübungsbedingungen der Option ergeben: 

Ih > IL(T) 
Ih > /oLe ( i -—δ 

Wè{T) < 1 
σα ln è - (r - SL - i a?x ) r 

10 
V. Zi < 1 

vy Zi < 
aiiVT 

sowie analog: 

Ih < I(T) 
**  c2iWo(T)  + a22Wo  (Τ)  > \ηψ-{τ-δ Ι-\{σ1 1+σ12))Τ, 
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344 

was äquivalent ist zu 

5. Anhang 

22 > 
1 

(722 VT 
ln γ ο - { τ - δ Ι - \ (σ|χ + σ

2
22)]  Τ - σ2 iVt Zi 

Dabei kennzeichnen ζχ und 52 zwei jeweils standardnormalvertei l te Zufalls-
variablen. Es sei der Erwartungswert (unter PQ) der (diskontierten) posit iven 
Auszahlung im Falle der Ausübung wie folgt definiert: 

χι := Ihe~r TP{I h > IL{T) A I h < J(T)). 

Dann gi l t unmi t te lbar : 

xi  = he 
°L 00 

-rT J J l_e-ì(*Ì  + 2'Ì) Jf. 2 + ~z^dz 2 dz1. 

M i t der Subst i tut ion: 

1 
Z2 = 

λ / ^ ι + < 
(&2lZi  + σ22Ζ2) = -=-(σ2ΐΖΐ  + σ22Ζ2); dz2 = —- dz2, 

σι (722 

wobei die Beziehung σ / = yj σ\λ + σ\2 verwendet wurde, folgt: 

xi  = he 
°L 00 

/ / 

1 (  21 + -2-( σ/ 22-σ2ΐΖΐ) 2 ) σι — e V σ22 / 
2π <722 

dZ2  dzi 

mi t 

Ui  = -Γ-(σ2ΐ2ΐ  + <722 üi)  = —^7= 
σ/ σ /λ /Τ 

Unter Verwendung der Beziehungen zwischen den Volat i l i tätsparametern lässt 
sich schreiben: 

Xi = he f f 0 ; a β
 2( 1 ''/./> J J 2τΓλ/1 -pf , — oouj ν / 

= Ζ/χβ / 7 . e - ^ - ' ^ f t d , , , 
J - J - 27ΓΛ/ΐ-ρ2 / — oo —00 

wobei im zweiten Umformungsschri t t  die Variable 2:2 durch 2:2 subst i tuiert 
wurde, so dass die folgende Intervallgrenze en t s teh t 5 3 5 : 

oi := -ui  = 
σι VT 

In 
h 

r - δ ι - - σ ι )  Τ 

Bezeichnet Φ
ρ ( · , · ) die Vertei lungsfunkt ion der bivariaten Normalvertei lung 

m i t Korrelationskoeffizient  p 5 3 6 , dann gi l t folglich: 

X l=he-r T$ {- pL,\oL,oi). (5.90) 

5 3 5 Das negative Vorzeichen aus dz2 = —dz2 wurde durch die Vertauschung der Inter-
vallgrenzen berücksichtigt. 

536 V g l F n 5325 s. 3 3 8 . 
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Es ist nunmehr der Erwartungswert (unter Po) der (diskontierten) negati-
ven Auszahlung im Falle der Ausübung zu berechnen. Hierfür  ist der folgende 
Ausdruck auszuwerten: 

:= e~r TI L{T)P{I h > IL{T) Λ I h < 7(T)) 

= e~r TIq  J f e ^ t ' - i ^ + ^ ^ ^ e - i ^ + ^ d ^ d z ! 
— OO Ü I 

° ] j OO 1 ο ο 1 ο 

— OO XL  / 

M i t der ersten Substi tut ion: 

z\ = z\ — ση λ/Τ, so dass dz\  — dz\  gilt, ist: 
ö L OO 

f  Γ  ι - Λ Γ τ 
Χ2  = . 

-oo ü/ 

°L oo 

Hierbei sind: 

OL := OL — CIIVT  = 

σιι VT 
In h - i r - Ö L + ^ T 

UI := 
<722 λ/Τ 

Eine zweite Subst i tut ion mi t : 

1 

[ln ^ - (r [σ\ λ + σ\2) + σιισ 2ι) Τ - σ 2 ι λ /Τζ ι ] 

Ζ2 
ι/ί ^21 + σ22) 

(<?21 Zi ~l· &22Z2) "ΦΦ·  ^2 : 

<722 
[σ\ λ +σ12)ζ 2 - σ2ιζι 

führt  analog der Vorgehensweise zur Bestimmung von χ ι auf: 
Ö L oo 

X2 = ILe-*LT j j  i ^ e - ^ W - » " " " ^ ) ^ ^ , 
J r 2τγλ/1 -pf , — ooui  V H Ij  l 

mit 

ui  = 

1 
In y 1 - f r  - <$/ - ^σ? + σ ι ι σ 2 ι ) Τ 

σ /λ /Τ 
Nach der Subst i tut ion = —^2 ist folglich: 

X2 = 7 ί ' β - 6 / ' τ
Φ

( - ρ / ' / ) ( 0 £ , - ι Ι / ) . (5.91) 

Zusammenfassend ist der Wert der Cross-Verkaufsoption also gegeben durch: 

hE
P^(I L-I-Ih) = X l - X 2 = Ihe-r T&- pi' l\d ud2) - lke- öi' T&- pi' l\d z,dA) 

mit 

di = 

d2 = 
σζ,λ/Τ I i 0 " ** J 

In i k _ ( r - ΛΓ - in·? 
T - ( r - ö L - \ai)T 

d3 = 1 

r 
d4 = —^ [in  + + 

aLVf 

σι 
Dies entspricht der Formel nach Gl. (3.147). 
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