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Vorwort

Am schénsten ist immer die Belohnung nach den Miihen. Und diese Be-
lohnung wére fiir mich, wenn dieses Buch aus Sicht des Lesers, also aus Threr
Sicht, imstande ist, Erkenntnisgewinn zu schenken, die Gedanken auf neue
Ideen zu richten und vielleicht noch den einen oder anderen Beitrag zum
wissenschaftlichen Fortschritt zu leisten. Die Thematik scheint mir allemal
lohnend: Die in Theorie und Praxis géngigen Methoden der Optionsbewer-
tung und der Gestaltung von Portfolios greifen auf das Konstrukt idealer Ka-
pitalmérkte zuriick, welches realen Gegebenheiten auch als N&éherung nicht
standhilt. Welchen Wert aber besitzen Anspriiche, welche zwar relativ zu
vorhandenen Kapitalmarktpapieren formuliert werden, die aber mit diesen
nicht (vollstdndig) nachgebildet werden kénnen? Wie kann eine dynamische
Portfolio-Optimierung unter Handelsrestriktionen aussehen? Diese Fragestel-
lungen charakterisieren die vorliegende Arbeit, welche im Sommersemester
2003 als schriftliche Habilitationsleistung von der Fakultdt Wirtschafts- und
Sozialwissenschaften der Universitidt Hohenheim angenommen wurde.

»,Dem Verdienste seine Kronen“! reichend danke ich mit grofier Freude
allen, welche zum Entstehen dieses Buches beigetragen haben. Zunéchst gilt
mein besonders herzlicher Dank meinem lieben Doktor- und Habilitations-
vater, Herrn Professor (em.) Dr. Wolfgang Eisele. Er war mir, fachlich und
personlich, iiber die vielen gemeinsamen Jahre hinweg immer ein wertvoller
Riickhalt und unterstiitzte mich in jeder Hinsicht bei der Bewéltigung des
steinigen Weges zum Hochschullehrer. Ebenfalls besonders herzlich danke
ich Herrn Professor Dr. Ernst Trofimann, der in Zeiten zusétzlich hoher
Beanspruchung durch das universitdre Prorektorat die Miihe des Korreferats
wie selbstverstandlich auf sich genommen hat. Thm und den Mitherausgebern
danke ich fiir die Aufnahme der Schrift in die Reihe ,,Betriebswirtschaftliche
Forschungsergebnisse“. Herrn Professor (em.) Giinter Dufey, MA, DBA,
danke ich nicht minder herzlich dafiir, dass ich einen Sommer lang sein Gast an

! Priedrich Schiller, An die Freude (1785).
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der Business School der University of Michigan in Ann Arbor sein durfte, und
fiir die anregenden Diskussionen mit ihm ebendort.

Ich bin dankbar, meiner lieben Mutter fiir alles Gute danken zu kénnen,
das ich von ihr erfahren habe. Gleiches wiirde ich gern meinem lieben, ver-
storbenen Vater tun.

Stuttgart, im September 2004 Alois Paul Knobloch
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1. Einfiihrung

Auf den Schultern der Arbitragefreiheit glaubte man lange Zeit, auch unter
Unsicherheit einen stabilen Boden fiir die Bewertung bedingter Anspriiche
zu spiiren. Das hierauf basierende Duplikationsprinzip scheint {iberzeugend:
Wenn durch Transaktionen auf dem Kapitalmarkt das Auszahlungsprofil
des bedingten Anspruches (Option) fir sdmtliche relevanten Umweltla-
gen nachgebildet werden kann, muss der Gegenwartswert des Anspruches
dem zur Nachbildung notwendigen Ausgangsvermoégen entsprechen. Der
gedankliche Unterbau fiir dieses Bewertungsargument, welcher darin besteht,
Zahlungen zeit- und zustandsabhéngig zu begreifen, wurde durch Arrow
(1953) und Debreu (1959) gelegt!. Uber deren diskrete Modellierung von
Zeit und Zusténden ging die Entwicklung schnell hinaus zur Abbildung zeit-
und zustands-kontinuierlicher stochastischer Kursprozesse. Bis heute von
herausragender Bedeutung fiir die Modellierung von Aktienkursprozessen ist
hierbei die geometrisch Brown’sche Bewegung (Samuelson (1965)), welche
die kontinuierliche Aktienkursrendite {iber eine deterministische Zeitdrift und
eine normalverteilte Streuung um diesen Irend beschreibt?. Sie liegt dem
grundlegenden Bewertungsmodell der Optionspreistheorie von Black/Scholes
(1973) zugrunde. Danach kann das Auszahlungsprofil einer europiischen
Aktien-Kaufoption durch ein Portfolio aus einer Position im risikolosen
Bond und einer Position in der optierten Aktie nachgebildet werden. Der
fir das Duplikationsportfolio zu Beginn benttigte Betrag entspricht dem
Gegenwartspreis der Option. Das Portfolio ist in seiner Zusammensetzung
zeitkontinuierlich an die Entwicklung des Aktienkurses anzupassen. Damit
allerdings der dergestalt festgelegte Optionspreis in diesem Sinne eindeutig
ist, also sowohl von einem potentiellen Kaufer als auch von einem po-
tentiellen Verkaufer, jeweils mit beliebiger Risikopréferenz, gleichermafien
akzeptiert wird, miissen sowohl eine Short-Position in der Option durch
eine Long-Position im Portfolio als auch umgekehrt eine Short-Position
in diesem Portfolio {iber eine Long-Position in der Option hedgebar sein.
Insgesamt erfordert dies ideale Marktbedingungen: Zum einen garantiert

1 Zu der auf Arrow und Debreu zuriickgehenden Zeit-Zustands-Praferenztheorie vgl.
bspw. auch Zimmermann (1998) sowie Magill/Quinzii (1996).

2 Die Bedeutung dieses Beschreibungsmodells ergibt sich aus der Kombination von
akzeptabler respektive akzeptierter Beschreibungsgiite von Aktienkursbewegungen und sei-
ner Handhabbarkeit im Hinblick auf die Herleitung von Bewertungs- und sonstigen Er-
gebnissen. Die geometrisch Brown’sche Bewegung stellt eine Modifikation der arithmetisch
Brown’schen Bewegung dar, welche die absoluten anstelle der relativen, sich auf die Rendi-
te beziehenden Anderungen der betrachteten Prozessvariablen iiber eine Zeitdrift und eine
normalverteilte Zufallsvariable beschreibt; vgl. bereits Bachelier (1900).
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Marktvollkommenheit einen unbegrenzten (beziiglich Volumen und Vorzei-
chen), friktionslosen (u.a. keine Transaktionskosten) und kontinuierlichen
Handel in den Kapitalmarktpapieren. Zum anderen wird die Duplikation
erst dadurch moglich, dass sich der unrestringierte Handel in der Aktie auf
dieselbe Risikoquelle bezieht, die der Option unterliegt, und zugleich eine
geeignete Steuerung des Portfolio-Risikos im Hinblick auf das Optionsrisiko
erlaubt (Vollstdndigkeit des Marktes). Harrison/Kreps (1979) und Har-
rison/Pliska (1981) vertieften die arbitragefreie Bewertung unter solchen
idealen Kapitalmarktbedingungen und verallgemeinerten sie auf beliebige
bedingte Anspriiche: Danach existiert auf dem idealen Kapitalmarkt ein
eindeutiges System arbitragefreier Preise®; dariiber hinaus ist ein eindeutiges
Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Eigenschaft gegeben, dass der Preis eines
bedingten Anspruches dessen (diskontiertem) Erwartungswert unter diesem
Wabhrscheinlichkeitsmafl entspricht. Ausgehend von diesem Betrag ldsst
sich ein Portfolio konstruieren und dynamisch fortentwickeln, welches den
bedingten Anspruch dupliziert und dabei stets eine Budgetbedingung in der
Form einhélt, dass der (diskontierte) Erwartungswert des Portfoliowertes zu
einem beliebigen Zeitpunkt bis zur Félligkeit des Anspruches (héchstens)
dem Ausgangswert entspricht. Der sich daraus ergebende Vermogensprozess
ist ein (Super-)Martingal*. Angesichts der Moglichkeit, Vermogensprozesse zu
generieren, welche bedingte Anspriiche duplizieren, erscheint es nahe liegend,
die Steuerung von Vermoégensprozessen auch in anderer Hinsicht zu verfolgen.
Merton (1969, 1971) fithrte hierzu die Optimierung von Portfolio(-Prozessen)
im Hinblick auf die Maximierung des Erwartungsnutzens aus Entnahmen und
Endvermégen, also eine dynamische Portfolio-Optimierung, erstmals auf Ba-
sis kontinuierlicher stochastischer Prozesse ein®. Die sowohl fiir duplizierende
als auch fiir nutzenoptimierende Vermogensprozesse zunéchst unterstellten
idealen Marktbedingungen weichen naturgemif von realen Kapitalmarkt-
verhéltnissen ab, so dass in verschiedener Hinsicht bereits Abwandlungen des
Idealmarktes untersucht wurden. Dies betrifft z.B. die Beriicksichtigung von
Transaktionskosten, welche bei der duplizierenden respektive optimierenden
Portfolio-Bildung entstehen. Da es im fokussierten Themengebiet einer Rich-
tungsvorgabe fiir die weitere Untersuchung bedarf, wird die aus der Existenz
von Transaktionskosten entstehende Unvollkommenheit des Marktes mit den

3 Auf verschiedene stochastische Inhalte des Begriffes ,,eindeutig® soll an dieser Stelle
noch nicht eingegangen werden. Auch nachfolgend angesprochene stochastische Begriffe und
Zusammenhinge werden erst im darauf folgenden Kapitel préazisiert.

4 Der Begriff wird auf S. 35 erklirt.

5 Im Weiteren ist der Begriff der ,Portfolio-Optimierung* (fast durchweg) dyna-
misch und nicht im Sinne der statischen Portfolio-Optimierung von Markowitz (1952,
1959) — vgl. zur Monographie aus 1959 die zweite Auflage Markowitz (1991) — zu ver-
stehen, die natiirlich gleichwohl grundlegend ist; vgl. zu dieser stellvertretend fiir viele
Quellen Breuer/Giirtler/Schuhmacher (1999), Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 101 fF.,
Ross/Westerfield/Jaffe (2002), S. 242 ff. Dies gilt in gleicher Weise fiir Aspekte der
Portfolio-Steuerung nach RisikomaBgroen, wie demjenigen des Value-at-Risk, im Rahmen
des Risikomanagements; vgl. hierzu etwa FEisele/Knobloch (2000), S. 166 ff.
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sich daraus ergebenden Konsequenzen in Bezug auf die Portfolio-Optimierung
und die Bewertung bedingter Anspriiche nicht weiterverfolgt®.

Untersucht werden in der vorliegenden Arbeit die dynamische Portfolio-
Optimierung und Bewertungskonzepte fiir bedingte Anspriiche, welche in der
folgenden, zugleich den Ablauf der weiteren Untersuchung wiedergebenden
Hinsicht behandelt werden: Die Portfolio-Optimierung in ihrer (nahezu) ur-
spriinglichen Form wird zunéchst durch die Einfiihrung eines Steuersystems
und die Darstellung des sich fiir die Portfolio-Strukturierung daraus ergeben-
den Effektes ergénzt. Voraussetzung hierfiir sowie fiir das Folgende ist die
Présentation der Portfolio-Optimierung und der Bewertung bedingter An-
spriiche auf idealen Kapitalmarkten, welche ihrerseits eine Einfithrung in sto-
chastische Grundlagen erfordert. Beides erfolgt zusammen mit der Steuerer-
weiterung im zweiten Kapitel. Die dieses abschliefenden Ausfiihrungen zu
Realoptionen sind bestimmt, den — nachfolgend angesprochenen — eigenen
Beitrag zur Bewertung von Realoptionen auf unvollstidndigen Méarkten vorzu-
bereiten.

Im dritten Kapitel wird die ideale Welt aufgegeben und es werden in
Bezug auf die Portfolio-Optimierung speziell diejenigen Ansitze weiterver-
folgt, welche sich auf Beschrankungen der Handelbarkeit der Kapitalmarkt-
objekte, wie bspw. durch Leerverkaufsrestriktionen, konzentrieren. Damit be-
wegt man sich nunmehr auf Kapitalméarkten, welche eine Duplikation be-
liebiger Anspriiche nicht mehr garantieren, d.h. auf solchen, die wunvoll-
stindig sind. Die als Ausgangspunkt herangezogenen Ansitze fufien auf ei-
nem Dualansatz, welcher eine fiktive Vervollstandigung des Marktes durch die
Einfiihrung eines (mehrdimensionalen) Schattenpreisprozesses unterlegt und
damit an die auf dem Martingalkonzept beruhende Portfolio-Optimierung des
vollstéandigen Kapitalmarktes anzukniipfen vermag. Grundlegende Beitrige
wurden hierzu von Karatzas/Lehoczky/Shreve/Xu (1991)7, He/Pearson (1991)
sowie Cvitani¢/Karatzas (1992) erbracht. Neben , kleineren“ Ergénzungen der
Ergebnisse des diesbeziiglichen Schrifttums liegen eigensténdige Beitriage vor
allem in der Erweiterung des Spektrums auswertbarer Restriktionen, indem
eine Beschriankung des Verschuldungsgrades zusétzlich zum Verbot von Ak-
tienleerverkdufen der Portfolio-Optimierung auferlegt wird, und in der algo-
rithmischen Bestimmung optimaler Schattenpreisprozesse unter dieser sowie
einer weiteren im Schrifttum eingefithrten Restriktionenklasse vor. Dariiber
hinaus wird auch fiir den unvollstidndigen Kapitalmarkt die Wirkung des fiir
den vollstédndigen Markt eingefithrten Steuersystems untersucht.

Beziiglich der Beurteilung bedingter Anspriiche auf unvollstindigen Ka-
pitalmérkten werden Ansitze zur Herleitung von Preisgrenzen (z.B. Fl Ka-

6 Insofern soll der Verweis auf die ausfiihrliche Behandlung der jeweils entstehenden
Problemstellung bei Nietert (1996) bzw. Reif8 (1997) — jeweils m.w.N. — geniigen.

7 Beachte zudem die Dissertation Xu (1990), zitiert nach Karatzas/Shreve (1998),
S. 318, sowie als Ausgangspunkt des Dualansatzes Bismut (1975).
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roui/Quenez (1991, 1995)), zur priferenzabhingigen Ermittlung eines eindeu-
tigen Optionswertes (z.B. Davis (1997)) sowie des (partiellen) Hedging (z.B.
Féllmer/Schweizer (1991)) vorgestellt und diskutiert. Die im Schrifttum vor-
zufindenden Ergebnisse zur Bestimmung von Arbitragegrenzen fiir bedingte
Anspriiche bilden dann den Ausgangspunkt fiir weiterfiihrende Uberlegungen,
denen eine Interpretation des bedingten Anspruches als Realoption zugrun-
de liegt. Hierbei wird der im Wesentlichen neue Aspekt einer differenzierten
Unvollstindigkeit des Marktes eingebracht. Dahinter verbirgt sich eine Markt-
struktur, welche fiir verschiedene Wirtschaftssubjekte in ungleicher Weise un-
vollsténdig ist. Dies kann bspw. dann der Fall sein, wenn der Zulieferer eines
(Vor-)Produktes in diesem short gehen kénnte, indem er Lieferverpflichtun-
gen eingeht, die Moglichkeit hierzu fiir seinen Abnehmer jedoch nicht besteht.
Fiir unterschiedliche Auspriagungen dieser differenzierten Unvollstindigkeit
wird gezeigt, dass das Intervall arbitragefreier Preise fiir den betrachteten
Anspruch durch Vertrige in Gestalt von Abnehmeroptionen verengt werden
kann und dadurch eine Steigerung des Mindestwertes der (Real-)Option er-
zielbar ist.

Die mit der vorliegenden Arbeit verfolgte Intention besteht somit in vor
allem 6konomisch motivierten Ergdnzungen verschiedener, fiir das Themen-
gebiet grundlegender Anséitze und der Einbringung eines im Wesentlichen neu-
en Aspektes im Kontext der Bewertung von Realoptionen auf unvollstindigen
Kapitalmirkten®. Zur Vorgehensweise sei noch angemerkt, dass die als Aus-
gangspunkt dienenden Ansétze zwar auf einer zunichst allgemein gehaltenen
Modellierung beruhen, eine Konkretisierung stochastischer Prozesse sich aber
oft nicht vermeiden ldsst und dann zumeist in Richtung deterministischer
Prozesse fiir den risikolosen Zinssatz und/oder die Aktienkurse weist. Dies-
beziiglich werden insbesondere unterschiedliche Zinsmodelltypen nicht ver-
tieft?. Dariiber hinaus bleibt die Modellierung der Kapitalmarktwelt auf ste-
tige Prozesse beschrinkt; Sprungprozesse, welche der Abbildung von Diskon-
tinuitdten aufgrund plotzlich eintretender ,stark“ wertrelevanter Ereignisse
dienen, werden somit nicht betrachtet.

8 Die hierbei angestellten Uberlegungen bieten zugleich einen Erklirungsansatz fiir
Vertragskonstruktionen zwischen rechtlich und wirtschaftlich eigenstindigen Unternehmun-
gen in der Wertschopfungskette.

9 Diesbeziiglich seien Rudolf (2000) sowie Branger/Schlag (2004) als Referenzen
— wiederum m.w.N. — angefiihrt.



2. Unsichere Investitionsriickfliisse
bei idealen Kapitalméirkten

Gegenstand der folgenden Betrachtungen ist die Bepreisung bedingter,
d.h. zustandsabhéngiger Anspriiche und die dynamische Strukturierung op-
timaler Portfolios unter den idealen Bedingungen eines vollkommenen und
vollstandigen Kapitalmarktes. Die Betrachtung bedingter Anspriiche wird
unter den Idealmarktbedingungen zudem auf eine Reihe bzw. einen Strom
bedingter Zahlungen ausgedehnt, mittels welcher ein Sach- bzw. Finanz-
Investitionsobjekt reprasentierbar ist'?. Fiir die entscheidungsrelevanten Cha-
rakteristika der Investitions- bzw. Handelsobjekte wird ein Beschreibungsmo-
dell eingefiihrt, welches mit der konkret unterstellten Marktstruktur abzu-
stimmen ist.

Die Spezifikation des Beschreibungsmodells und der Marktstruktur setzt
gewisse Grundkenntnisse der Stochastik voraus. Um die Darstellung (weitge-
hend) aus sich selbst heraus versténdlich zu gestalten, bietet Abschnitt 2.1.1
deshalb zunéchst eine Einfiihrung in die notwendigen stochastischen Grund-
lagen, soweit sie eine allgemeine Charakterisierung stochastischer Prozesse —
mit einer Konkretisierung fiir Aktienkursprozesse — sowie die Besonderhei-
ten des stochastischen Kalkiils betreffen. Diese Grundlagen werden in Ab-
schnitt 2.1.2 um die Steuerung von Vermégensprozessen ergénzt, so dass
unmittelbar eine formale Charakterisierung des unterstellten Marktes ange-
geben werden kann. Insgesamt sollten damit auch die Voraussetzungen zum
Verstandnis der formalen Ausfiihrungen zur Bewertung bedingter Anspriiche
und zur Portfolio-Optimierung gelegt sein.

Im Rahmen der Investitionseinzelentscheidungen werden zustands-
abhéngige Investitionszahlungen bewertet, welche als vorgegeben in dem Sinne
zu betrachten sind, dass sie vom Investor nicht beeinflussbar sind. Die Bewer-
tung dieser bedingten Zahlungen wird hier lediglich vor dem Hintergrund
der konkreten Marktmodellierung und in der gebotenen Kiirze besprochen
(Abschnitt 2.2.2). Dies hdngt vor allem damit zusammen, dass sich das Ent-
scheidungsproblem bereits ohne allzu weit gehende Spezifikation der Inves-
torpréaferenzen im Grundsatz 16sen ldsst. Unter den Idealmarktbedingungen
wird sich fiir sémtliche, u.U. an bestimmte Umweltentwicklungen ankniipfende
Zahlungen in der Zukunft ein eindeutiger Preis zu jedem vorausgehenden Zeit-
punkt einstellen. Damit lésst sich ein konsistenter Markt- bzw. Ertragswert zu

10 Eine solche Erweiterung ist auf unvollstindigen Kapitalmérkten nicht ohne weiteres
moglich.
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jedem zukiinftigen Zahlungsbiindel ableiten, welcher seinerseits in beliebiger
Weise zustandsabhéngig in die Zukunft transferierbar ist.

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht demgegeniiber die optimale Struktu-
rierung von Portfolios im Zeitablauf (dynamische Portfolio-Optimierung, Ab-
schnitt 2.2.3). Hierbei konzentriert sich die Betrachtung im Wesentlichen auf
Handelsobjekte oder allgemeiner auf solche Gegensténde, die sich aus Sicht der
Investoren wie Aktien charakterisieren lassen. Fiir die Représentation eines
Handelsobjektes wird deshalb auf ein Modell der Wertentwicklung abgestellt,
das dem im Schrifttum bevorzugt verwendeten Modell zur Beschreibung von
zeitstetigen, stochastischen Aktienkursentwicklungen entspricht (und sich im
einfachsten Fall auf eine geometrisch Brown’sche Bewegung reduziert). Die
Wahl fiir die Ausrichtung dieses Beschreibungsmodells lasst sich zunéchst da-
mit begriinden, dass Aktien bereits selbst unmittelbare Objekte von Finanz-
investitionen sind. Dass sie dabei letztlich Anspriiche auf Sachinvestitionen
vermitteln, verdeutlicht, dass ein zur Beschreibung der realen Wertentwick-
lung von Aktien akzeptiertes Modell zugleich akzeptabel sein muss, um die
Wertentwicklung von Sachinvestitionen (zumindest in einem Konglomerat von
Einzelinvestitionen) zu reprisentieren!!. Damit erstreckt sich die Portfolio-
Optimierung nicht nur auf Finanzinvestitionen in einem engen Sinne, sondern
zudem auf durch diese représentierte Anspriiche aus Sachinvestitionen. Inwie-
weit hierdurch auch ,kleine“ Investitionen i.S. solcher Vorhaben erfasst sind,
die sich nicht auch im Rahmen einer eigenen, auf den Giitermérkten auf-
tretenden Unternehmung mit moglicher Bewertung durch den Finanzmarkt
realisieren lassen, ist allerdings fraglich. Sie werden um einer notwendigen
Eingrenzung des Untersuchungsobjektes willen implizit von der Betrachtung
ausgeschlossen'?. Die mit Aktien iiblicherweise verbundene Vorstellung ei-
ner jederzeitigen Handelbarkeit wird, ohne der Definition der vorausgesetzten
Marktgegebenheiten allzu sehr vorgreifen zu wollen, damit gleichfalls unter-
stellt. Betrachtet man Aktien wiederum stellvertretend auch fiir realiter nicht
durch Effekten reprasentierte Anspriiche auf Sachinvestitionen, so bedeutet
dies, dass aus Sicht eines beliebigen Zeitpunktes innerhalb der Laufzeit von
Investitionen zukiinftige Anspriiche aus diesen in irgendeiner Weise am Markt
bepreisbar sind, da identische Anspriiche generiert werden kénnen. Deren Ge-
genwartswerte konnen insgesamt zu einem Ertragswert des betrachteten Zeit-
punktes, mithin zum Wert der (virtuellen) Aktie zusammengefasst werden.
Fiir die diesem Kapitel zugrunde liegenden Idealmarktbedingungen erscheint
die Verdichtung eines Zahlungsstromes auf einen Einzelwert angesichts der
Vorbemerkung zu den Investitionseinzelentscheidungen als zuléssige Vorstel-

11 Das hier zugrunde liegende und vom Schrifttum bevorzugte Beschreibungsmodell
erfiillt zudem plausible Charakteristika, welche die dynamische Entwicklung eines (aggre-
gierten) Investitionsobjektes kennzeichnen. Zu grundsétzlichen Uberlegungen den betrieb-
lichen Wachstumsprozess betreffend vgl. Eisele (1974), insbesondere auch S. 2 f.

12 Es erfolgt damit zunichst bspw. auch keine weitere Differenzierung danach, wie sich
dieser Wert aus Entwicklungen von Absatzpreisen und Beschaffungspreisen fiir Produkti-
onsfaktoren ergibt; vgl. hierzu in einem einfachen Fall Dizit/Pindyck (1994), S. 179 ff.
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lung, wenngleich die Abbildung der Wertentwicklung im jeweils unterstellten
Aktienkursprozess als weitere idealisierende Annahme zu begreifen ist. Letzt-
lich bedeutet dies dann, dass auch Sachinvestitionen in Form von verschiede-
nen Aktien handelbar sind.

Abschnitt 2.2.4 kniipft an die Beurteilung von Einzelanspriichen an. Al-
lerdings werden nun keine vorgegebenen, vom Investor nicht beeinflussba-
ren Zahlungen betrachtet, vielmehr geht es um bedingte Zahlungen, welche
aus Handlungsmdglichkeiten im Bereich von Sachinvestitionen entstehen. Die
bedingten Zahlungsanspriiche werden als Realoptionen bezeichnet. Optiona-
le Elemente im Rahmen einer Investitionsentscheidung kénnen im Verschie-
ben des Investitionsbeginns, in einer von der Entwicklung der Rahmenbe-
dingungen abhéngigen Fortfiilhrung oder Beendigung der Investition, einer
voriibergehenden Stilllegung u.a.m. bestehen. Der Bewertung von Realinves-
titionen kommt in zweierlei Hinsicht Bedeutung zu: Zum einen lasst sich eine
Handlungsempfehlung im Hinblick auf die Ausiibung oder Nicht-Ausiibung
der Option ableiten, zum anderen erhthen Handlungsoptionen den Wert des
Investitionsobjektes Unternehmung, so dass sie im Rahmen einer Unterneh-
mensbewertung nicht vernachlissigbar sind'3. Abschnitt 2.2.4 dient jedoch im
Wesentlichen der Vorbereitung auf die Behandlung von Realoptionen im da-
rauf folgenden Kapitel, so dass lediglich eine knapp gehaltene Einfiihrung in
die Thematik erfolgt, zumal im Schrifttum bereits zahlreiche Abhandlungen
zur Bewertung von Realoptionen auf idealen Méarkten zu finden sind.

Die Ausfiihrungen setzen mit einer Darstellung der stochastischen Grund-
lagen ein, auf deren Geriist die dynamische Portfolio-Optimierung und die
Bewertung bedingter Anspriiche, einschlieflich Realoptionen, aufbauen.

2.1 Zur Beschreibung stochastischer Wertentwicklungen
und Spezifizierung des Marktes

Als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen dient ein Modell zur Ab-
bildung zeitkontinuierlich sich entwickelnder, zufallsabhéngiger Werte von
Handelsobjekten, die zusammen mit einer risikolosen Anlage- bzw. Ver-
schuldungsmoglichkeit den Markt fiir Investitionen konstituieren. Es werden
zunéchst die Grundlagen zum Verstdndnis der Stochastik des Marktes gelegt,
bevor dieser formal charakterisiert wird. Dabei wird zur Veranschaulichung
der stochastischen Grundbegriffe teils noch auf zeit- und zufallsdiskrete Pro-
zesse zuriickgegriffen.

13 vgl. Lucke (2001), S. 1 f.
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2.1.1 Relevante Grundlagen aus der Stochastik

Der erste Leil der stochastischen Grundlagen ist allgemeinen stochastischen
Prozessen gewidmet; er schliefit mit der Beschreibung des fiir die Modellierung
von Aktienkursentwicklungen zentralen Wiener-Prozesses (Abschnitt 2.1.1.1).
Die Modellierung der Aktienkurse ist Gegenstand des darauf folgenden Ab-
schnittes 2.1.1.2. In Abschnitt 2.1.1.3 wird der stochastische Kalkiil, im Kern
iiber die Definition des It6-Integrals und die It6-Formel, vorgestellt.

2.1.1.1 Stochastische Prozesse

Zur Abbildung der Risikosituation und deren zeitlicher Entwicklung wird
der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) eingefiihrt'4. Ausgehend von einer ge-
gebenen Menge ) reprasentiert F eine o-Algebra auf Q. Dabei ist F eine
o-Algebra auf Q genau dann, wenn Folgendes gilt:

1. 0,Q€eF,
2. AcF=>Q\Aec¥F,
3. A1,A2,...€f$Uf:1Ai€}-.

Das Paar (2, F) wird als messbarer Raum und jedes Element von F als Er-
eignis bezeichnet.

P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem messbaren Raum (2, F), d.h.
P: F —[0,1] ist eine Funktion mit den Eigenschaften:

1. P@@)=0,PKQ) =1,
2. fiir disjunkte A1, A2,... € F gilt : P(U;2, As) = > ooy P(As).

Enthdlt F alle Mengen A mit inf{P(F) | F € F,A C F} = 0, dann
heiit (2, F, P) vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Wahrscheinlich-
keitsraum ist ein spezieller Messraum (2, F, i), dessen Maf§ p eine wie folgt
definierte Funktion ist: g : F — [0, 00) mit

1. wu@) =0
2. fiir disjunkte A1, Az, ... € F gilt : u(Ui2, Ai) = Y oo, 1(As).

Die Menge F kennzeichnet unterscheidbare Ereignisse, deren Auftreten mit
dem Mafl P eine Wahrscheinlichkeitsbewertung erfahrt. Mit dem bisher ein-
gefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum bleibt die Darstellung der Stochastik aller-
dings statisch. Zur Beschreibung der Entwicklung stochastischer Variablen und
daran (unmittelbar) ankniipfender Handlungen des Investors ist die Dynamik
des Informationsstandes, d.h. der im Zeitablauf zunehmende Grad an Differen-
zierbarkeit von Ereignissen, abzubilden. Hierzu wird das folgende Hilfsmittel
eingefiihrt:

14 Zum Folgenden vgl. Bingham/Kiesel (2004), S. 30-53, Dothan (1990), S. 156-181,
Karatzas/Shreve (1991), S. 1-21, Korn/Korn (1999), S. 14-24, Jksendal (2003), S. 7-42.
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Eine Filtration {Fi}ter ist eine Familie von o-Algebren F; mit: Fy C
Fi, s <t, s,t €I, wobei I eine geordnete Indexmenge représentiert.

Im Weiteren ist bei zeitkontinuierlicher Betrachtung I ein Zeitintervall der
Gestalt [0,7] oder [0,00), bei diskreter Zeiteinteilung ist I = {1,2,...,7}
(1" = oo méglich); es wird zudem hiufig Fy die o-Algebra zur Menge {0, Q}UN
sein, wobei die Elemente der Menge N = {4 € F | P(A) = 0} als Nullmen-
gen bezeichnet werden. Dies bedeutet, dass im Zeitpunkt ¢ = 0 Ereignisse
bzw. Umweltentwicklungen, denen eine positive Wahrscheinlichkeit zuzurech-
nen ist, nicht unterschieden werden kénnen; umgekehrt sind die Ereignisse,
die fast sicher nicht eintreten, d.h. denen eine Eintrittswahrscheinlichkeit von
null beizumessen ist, bekannt. Erst im Zeitablauf werden auch Umweltentwick-
lungen mit positiver Eintrittswahrscheinlichkeit unterscheidbar. Der um eine
Filtration erweiterte Wahrscheinlichkeitsraum heifit im Folgenden filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P, {Fi}).

Manchmal ist es von Vorteil, sich die Elemente von € als Symbole fiir
(Umwelt- ) Entwicklungen vorzustellen, welche sich im Zeitablauf herauskris-
tallisieren und dadurch voneinander unterscheidbar werden. Dabei wird der
Fortschritt in der Kenntnis tiber den ,wahren“, zugrunde liegenden Entwick-
lungsstrang in der Filtration zum Ausdruck gebracht!®. Fiir bestimmte Zwecke
niitzlich erweist sich auch die Einfiihrung des folgenden Begriffes:

Das Tupel (w,t) € Q x I heifit Zustand (des Systems im Zeitpunkt ¢).
Dabei mag ein Zustand nicht von einem anderen desselben Zeitpunktes un-
terscheidbar sein; ihre Unterscheidbarkeit bestimmt sich nach der zugrunde
liegenden Filtration und ist dann gegeben, wenn es ein Element der Filtration
mit positiver Wahrscheinlichkeit gibt, in dem die jeweils ersten Komponenten
(w) nicht zugleich enthalten sind'6. Die bisher eingefiihrten Begriffe sollen an
einem einfachen, zeit- und zufallsdiskreten Beispiel veranschaulicht werden.

Beispiel 2.1 FEin diskretes Modell der Informationsentwicklung

Es werden drei Umweltentwicklungen @ = {wi,w2,ws} als moglich erach-
tet. Thre Eintrittswahrscheinlichkeiten sind durch P({w1}) = 0,5, P({w2}) =
P({ws}) = 0,25 gegeben. Um den Entwicklungen eine Bedeutung zu geben,
die sich jedoch erst im Weiteren erschliefit, werden sie wie folgt bezeichnet:

wi: Anfang gut, immer gut,
wy:  Anfang schlecht, nachher besser,
ws: Anfang schlecht, nachher schlechter.

Die zugrunde liegende Filtration ist in Tab. 2.1 dargestellt.

15 In manchen Fillen ist eine derartige Interpretation der Menge €2 jedoch zu eng, so
dass die gedankliche Konstruktion nicht allgemein von Vorteil ist.

16 Der Fall, dass diese Komponenten jeweils Elementen der o-Algebra mit Wahrschein-
lichkeit null angehéren, soll vernachlassigt werden.
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Tabelle 2.1
Informationsentwicklung in Beispiel 2.1
t= 0 1 2
{(Z),{wl,wz,wg}} {@, {w1,w2,w3} {@, {CU1,UJ2,CU3},{UJ1,CU2},
Fi {wi}, {we, wal} | {wi,ws}, {we,wa}, {wi}, {wa}, {ws}}
alles moglich Himmer gut® alles differenzierbar/
differenzierbar bekannt

In ¢t = 0 kann keine Aussage dariiber getroffen werden, in welcher Umwelt-
entwicklung man sich befindet. Die Entscheidung der Natur liegt gewisserma-
en im Verborgenen, wenn auch mit Hilfe des Mafles P wenigstens eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage moglich ist. Bei Kenntnis der Informationsentwicklung
kann zudem etwas iiber die Wahrscheinlichkeit des Eintritts der verschiedenen
Informationsstéinde in t = 1 ausgesagt werden. So besteht aus Sicht von t =0
eine Wahrscheinlichkeit von 0,5, dass sich in t = 1 die tatsidchliche Umwelt-
entwicklung bereits aufgedeckt haben wird, ndmlich dann, wenn es sich um w;
handelt (P({w:1}) = 0,5). In ¢t = 1 kann dann zwischen den Ereignissen {w;}
und {w2,ws} unterschieden und folglich das nicht Eingetretene ausgesondert
werden. Eine Wahrscheinlichkeitsaussage ist ferner in ¢t = 1 fiir die zukiinftige
Entwicklung des Informationsstandes moglich. Liegt das Ereignis {w;} vor,
kann mit Wahrscheinlichkeit 1, also ,,sicher“ davon ausgegangen werden, dass
diese Entwicklung(slinie) auch in ¢ = 2 vorherrscht. Falls in ¢ = 1 hinge-
gen das Ereignis {wo, w3} feststeht, wird sich aus Sicht dieses Zeitpunktes fiir
t = 2 mit einer unter dieser Bedingung zu ermittelnden Wahrscheinlichkeit
von 0, 5 die durch w2 und mit ebenso hoher Wahrscheinlichkeit die mit w3 ge-
kennzeichnete Entwicklung(slinie) als zutreffend erweisen. Im Zeitpunkt ¢ = 2
schliellich ist bekannt, welche Umweltentwicklung stattgefunden hat, denn
es kann zwischen allen méglichen Entwicklungen {wi},{w2} und {ws} un-
terschieden werden. Die Zustédnde des Systems zu verschiedenen Zeitpunkten
sind in nahe liegender Weise gegeben, wobei die Zustinde (ws,1) und (ws, 1)
ebenso wie die Zusténde (wy,0), (w2,0) und (ws, 0) jeweils nicht voneinander
unterschieden werden kénnen. O

Um Ereignissen Ergebnisse zuordnen zu kénnen, wird der Begriff einer Zu-
fallsvariablen eingefiihrt. Jede Zufallsvariable reprisentiert eine Funktion, die
den Elementen des Ausgangsraumes 2 Werte (im Kontext: aus dem R™) zu-
ordnet und dabei konsistent mit dem (aktuellen) Informationsstand ist, der
durch eine o-Algebra beschrieben wird. Das zweite Kriterium wird durch den
Begriff der Messbarkeit einer Funktion umgesetzt. Ist (2, F, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, dann heifit die Funktion X : Q — R™ F-messbar, wenn

XNU) = {weQ|X(w)eU} € F, YUCR", U offen,

(bzw. wenn dies fiir alle Borel-Mengen U C R™ gilt. Dabei ist, ausgehend von
der Borel o-Algebra B, die (hier) als o-Algebra iiber alle offenen Intervalle
im R™ gebildet wird, jedes ihrer Elemente eine Borel-Menge.) Die Definition
impliziert, dass zwei verschiedene Funktionswerte Urbilder haben miissen, fiir
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die Folgendes gilt: Jedes Urbild ist in einer Elementmenge aus F, die nicht
zugleich das andere Urbild enth&lt. Beide Urbilder miissen also hinsichtlich der
Ereignismengen in F differenzierbar sein. Eine Zufallsvariable ist schliefllich
eine solche F-messbare Funktion X : Q — R"™.

In analoger Weise ist eine Funktion beziiglich einer o-Algebra F;, die zu
einer Filtration {F; }+es gehort, messbar (F;-messbar). Folglich kann auch eine
Zufallsvariable auf F; definiert werden. Eine Zufallsvariable X definiert stets
ein Wahrscheinlichkeitsma pux auf dem R™ iiber!”:

px(B) = P(X"'(B)), VBeB.

wx heilt Verteilung der Zufallsvariablen X.

Bisher wurde von einem abstrakt vorgegebenen Informationsstand, re-
prisentiert durch die o-Algebra F bzw. F; (t € I), ausgegangen. An ihm hatte
sich die Definition einer Zufallsvariablen iiber die Bedingung der Messbarkeit
auszurichten!®. Demgegeniiber kann der Informationsstand aber gerade durch
die unterscheidbaren Werte einer Zufallsvariablen charakterisiert sein. In die-
sem Fall macht es Sinn, die o-Algebra auf die Zufallsvariable hin auszurichten
und hoéchstens diejenigen Ereignisse differenzierbar zu machen, in denen die
Zufallsvariable verschiedene Werte annimmt. Dies fiihrt auf das Folgende!®:

Es sei X : Q — R™ eine beliebige Funktion, dann bezeichnet o{X} die
durch X generierte o-Algebra, welche die kleinste o-Algebra auf € ist, die alle
Mengen:

X~YU), YUCR™, U offen,

enthalt.

Von besonderer Bedeutung ist ferner, ob ,, Vorinformationen“ iiber den Ein-
tritt bestimmter Ereignisse die Eintrittswahrscheinlichkeit anderer Ereignisse
beeinflussen. Hierzu wird der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit ein-
gefiihrt?°. Gegeben seien zwei messbare Ereignisse A und B aus einer Menge
F. A und B sind genau dann (stochastisch) unabhingig, wenn gilt:

P(AN B) = P(A) - P(B).
Eine Menge A = {H; | i € J} von Familien H; messbarer Mengen heifit (sto-
chastisch) unabhingig, falls fir alle Kombinationen (H;,,H;,,...,H;,) €

Hi, x Mz, X ... X H;, mit beliebigen 41,42,...,9 € J;i; # 4, Vj,l €
{1,...,k}, 5 #1, gilt:

P(H;;N...NH,)=P(H;)-...- P(Hy,).

17 vgl. @Gksendal (2003), S. 9.

18 Nach Magill/Quinzii (1996), S. 286, sollte bei exogen vorgegebener o-Algebra nicht
von einem Informationsstand gesprochen werden, vielmehr stellt sie rein formal den Defi-
nitionsbereich fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf dar.

19 vgl. @ksendal (2003), S. 8.

20 Vgl. Pksendal (2003), S. 10.
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Dann heifit eine Menge von Zufallsvariablen {X;}ics (stochastisch) un-
abhdngig, falls die Menge der generierten o-Algebren {c{X;} | ¢ € J} un-
abhéngig ist.

Im Weiteren wird entsprechend der Dynamisierung des Informationsstandes
durch die Einfithrung einer Filtration auch die Bewertung, wie sie in diesem
Sinne statisch durch eine Zufallsvariable erfolgt, dynamisiert. Dazu wird der
Begriff eines Prozesses eingefiihrt. Eine Familie von R™-wertigen Zufallsvaria-
blen {X;}ter, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert sind,
heifit stochastischer Prozess, oder kurz Prozess. Ist {F;}ies eine Filtration zu
F, dann heifit der Prozess adaptiert (an die Filtration), wenn fiir jedes ¢t € [
die Zufallsvariable X; F;-messbar ist. (Wenn im Weiteren von einem Prozess
gesprochen wird, so ist darunter ein adaptierter stochastischer Prozess zu ver-
stehen, sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird.) Ein Prozess be-
schreibt somit, welche Werte eine stochastische Variable unter verschiedenen
Umweltentwicklungen im Zeitablauf annimmt. Der aus n reellwertigen Zufalls-
variablen zusammengesetzte Prozess heifit auch n-dimensionaler Prozess. Das
zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ € I gehorige Tupel von Zufallsvariablen wird
als Spaltenvektor betrachtet. Ein deterministischer Prozess liegt vor, wenn
die Ausprigung des Prozesses fiir jeden Zeitpunkt fast sicher, also mit Wahr-
scheinlichkeit eins, genau einen Wert aufweist. Uber die Zeit hinweg kann sich
der Wert der Variablen allerdings &ndern. Ist er zudem noch zeitkonstant, soll
von einem konstanten Prozess gesprochen werden. Ferner heifit ein stochasti-
scher Prozess vorhersagbar, wenn er messbar beziiglich derjenigen o-Algebra
ist, welche durch adaptierte und linksseitig stetige Prozesse generiert wird?.
Dies bedeutet, dass die Ausprigung des Prozesses in einem bestimmten Zu-
stand aus dem zeitlich unmittelbar vorausgehenden Zustand ableitbar ist. In
einer zeitdiskreten Modellierung mit I = {0,1,2,...,n} (n = co méglich) ist
die einen vorhersagbaren Prozess {X}scs fiir den Zeitpunkt # € {1,...,n}

charakterisierende Zufallsvariable X; F;_;-messbar?2.

Wird ein Prozess fiir ein fixes w € 2 betrachtet, so entsteht eine Funktion:
t —>X¢(w), VtEI,
die als Pfad von {X;}er bezeichnet wird.

Zur Notation:

e Bei der Kennzeichnung eines Pfades wird die Abhéngigkeit von w zumeist
nicht dargestellt. Dies gilt fiir sémtliche im Weiteren behandelten Prozesse.

e Statt X; kann auch X(¢) bzw. X (¢,w) geschrieben werden.

Anstelle einer vorgegebenen Filtration kann {iber die Zufallsvariablen, aus
denen der Prozess zusammengesetzt ist, eine Filtration generiert werden. Hier-

21 Vgl. v. Weizsicker/Winkler (1990), S. 25, 111 ff., insbesondere S. 112, sowie Dothan
(1990), S. 250 ff., Holtrode (2000), S. 154.
22 Vgl. hierzu etwa Dothan (1990), S. 54.
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bei wird der aktuelle Informationsstand bestimmt durch die Ausprigungen
aller zeitlich vorausgehenden Zufallsvariablen. Dies fiihrt auf:

Fo=F=0{X;|s<t,sel}= |J o{X.}, Vtel
s<t,s€l

Erweitert man die Filtration ;X um die Nullmengen, ergibt sich die zum Pro-
zess { X }ter gehdrende kanonische oder natirliche Filtration F; wie folgt23:

Fi=c{F UN}, Vtel.

Im Zusammenhang von Prozessen ist zudem von Bedeutung, wann zwei Pro-
zesse im stochastischen Sinne als verschieden bzw. als gleich zu betrachten
sind. Hierzu werden die folgenden Begriffe eingefiihrt?4:

Gegeben seien die {Fi}ie[o0,00)-adaptierten Prozesse {X:}ic[0,00) und
{Yi}te[0,00), dann

o heifit {Y;}ie(0,00) €ine Modifikation von {X;}¢e(0,00), Wenn gilt:
P{w]| Xt(w)=Yi(w)})=1, Vt>0, und

e beide Prozesse heifien ununterscheidbar, falls

P({w| Xi(w) = Ye(w), ¥t € [0,00)}) = 1.

Sicherlich ist jeder ununterscheidbare Prozess auch eine Modifikation des an-
deren. Das Umgekehrte gilt unter der Voraussetzung, dass beide Prozesse fast

sicher rechtsstetige Pfade besitzen?®.

Beispiel 2.2 Zufallsvariable, Prozess, Pfad: Fortsetzung des Beispiels 2.1
Auf der Grundlage des Wahrscheinlichkeitsraumes, der im vorausgehenden
Beispiel eingefiithrt wurde, wird zunéchst ein Aktienkursprozess S; (t = 0, 1, 2)
beschrieben, der sich als Familie von diskreten Zufallsvariablen darstellt. Jede
dieser Zufallsvariablen kennzeichnet die Werte, die die Aktie zu den Betrach-
tungszeitpunkten annehmen kann. Abb. 2.1 zeigt den Aktienkursprozess.

Zur Vereinfachung der Notation wurde dabei der Sachverhalt Sp({w;}) =
So({w2}) = So({ws}) = 105 durch Sp(f2) = 105 beschrieben; analog steht
S1({wz,ws}) = 90 fiir S;({w2}) = S1({ws}) = 90. Durch die Aktienkurse zu

23 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 15, die jedoch die natiirliche Filtration ohne Erweiterung
definieren, aus der erst die ,,P-Erweiterung“ der natiirlichen Filtration hervorgeht.

24 Vgl. zum Folgenden Karatzas/Shreve (1991), S. 2, mit einem weiteren ,, Verschieden-
heits-/Gleichheitskriterium* und Korn/Korn (1999), S. 16, mit Bezug auf unterschiedliche
Filtrationen.

25 Ein Beispiel fiir zwei nicht ununterscheidbare Prozesse, die Modifikationen vonei-
nander sind, liegt nach Karatzas/Shreve (1991), S. 2, bei t > 0 mit den Prozessen X; =0
und Yz =0 fiir t # T und Y; = 1 fiir t = T vor, wobei T eine positive Zufallsvariable mit
stetiger Verteilung reprasentiert. Zur umgekehrten Aussagerichtung vgl. Karatzas/Shreve
(1991), S. 2.
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t= 0 1 2

S;(fw}) =120 S,({w;}) =120
P ({w1})= 05 P ({w,})=0,5

S,({w,}) =100

P ({w,})=0,25

S4(Q) = 105
P@Q)=1

Si({wy,w3}) =90

P ({(4)2, (‘)3}) = 0’5
Sy({ws;}) =80
P ({w;})=0,25

Abbildung 2.1: Aktienkursprozess im Beispiel

den Zeitpunkten ¢t = 1 und 2 sind Zufallsvariablen S; bzw. S, gegeben?S,
die zusammen mit Sy den Prozess S = {S;(w)}+=0,1,2 bilden. Ein Pfad dieses
Prozesses ist durch die Werte Sp(w), Si(w) und Ss(w) z.B. fiir wy gegeben
als: Sp(wz) = 105, Sy(w2) = 90 und Sz(wz) = 100. Dieser Pfad entspricht
einem gesunkenen Aktienkurs in ¢t = 1, der sich in ¢ = 2 wieder etwas erholt
hat. Die sprachliche Charakterisierung der Umweltentwicklungen in Beispiel
2.1 erhilt insofern ihren Sinn nur durch eine ,Bewertung“ der alternativen
Entwicklungen, wie sie durch den hier betrachteten Aktienkursprozess statt-
findet. Im Unterschied zum dargestellten Prozess, der durch die Bezeichnung
implizit als Beschreibung der Kursentwicklung einer Aktie gedeutet wurde,
miisste ein Prozess, der auf einem Kapitalmarkt mit in ¢ = 0 fiir den gesamten
Betrachtungszeitraum vorbestimmten periodigen Zinssétzen die Wertentwick-
lung eines risikolosen, zweiperioden Zerobonds beschreibt, zu jedem Zeitpunkt
in allen moglichen Umweltentwicklungen denselben Bondwert aufweisen. Der
Kursprozess eines risikolosen Zerobonds ZB = {Z By(w)}t=0,1,2 auf einem der-
gestalt festgelegten Kapitalmarkt konnte wie in Abb. 2.227 dargestellt ausse-
hen.

Der Zerobond weist eine deterministische, jedoch nicht eine konstante Wert-
entwicklung auf; vielmehr nimmt sein Wert in jeder Periode um 10% zu. Dies
entspricht gerade der Verzinsung des Zerobonds, die fiir ein solches Instrument
(vor Filligkeit) vollstindig im Wertzuwachs zum Ausdruck kommt. Demge-
geniiber werden beim Kuponbond Zinsen ausbezahlt, die unter den idealen
Bedingungen einer flachen Zinsstruktur — wie bereits beim Zerobond — und

26 Formal ist auch Sg als Zufallsvariable zu betrachten.
27 Wahrscheinlichkeiten sind bei dieser und den spéteren Abbildungen nicht angegeben.
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ZB,({w;}) =90,91 ZB,y({w1}) =100

ZB,({0,}) = 100
ZB;({w,, w3}) = 90,91
ZB,({w;}) =100

Abbildung 2.2: Wertentwicklung eines Zerobonds
bei deterministischer Zinsstruktur

bei Ausgabe und endfilliger Tilgung zu pari sowie konstantem Nominalzins-
satz gerade der marktiiblichen Verzinsung entsprechen und folglich zu keiner
Wertanderung des Bonds selbst fiihren, sofern weiterhin von deterministischen
Marktzinssitzen ausgegangen wird. Der Kursprozess eines solchen risikolosen
Kuponbonds KB = {K By(w)}t=0,1,2 sieht dann wie in Abb. 2.3 wiedergegeben
aus.

Der Kuponbond wird also durch einen konstanten Prozess beschrieben.
Die Investition in einen derartigen Kuponbond bewirkt freilich, dass dem
Anleger nach jeder Periode noch Zinszahlungen in Héhe von 10 zuflieen.
Ublicherweise werden Kuponbonds jedoch nicht durch konstante Prozesse be-
schreibbar sein; dies gilt bereits dann, wenn bei der unterstellten Ausstat-
tung des Bonds die Zinsstruktur nicht flach ist. Wenn insofern auch nicht zur
Beschreibung der Wertentwicklung von Handelsobjekten selbst, finden deter-
ministische oder sogar konstante Prozesse doch oftmals Verwendung bei der
Modellierung von Marktparametern, wie Zinssitzen, Volatilitdten u.a. Anzu-
merken ist, dass die Filtration {F; };:cr gerade derjenigen entspricht, die durch
den Aktienkursprozess generiert wird. Demgegeniiber wiirde die durch den
Kuponbond generierte Filtration die Gestalt F; = {0, {w1,w2,ws}} (Vt) ha-
ben. Hinsichtlich des Kuponbonds miisste also gar nicht zwischen verschiede-
nen Umweltentwicklungen differenziert werden, da der Wert des Kuponbonds
bereits in ¢t = 0 fiir jeden Zustand innerhalb des Betrachtungszeitraumes be-
kannt ist. Gleiches gilt fiir den Zerobond. Ferner ist mit Hilfe der generierten
Filtrationen leicht nachvollziehbar, dass der Aktienkurs zu einem beliebigen
Zeitpunkt t € {0, 1,2} vom Wert des Zerobonds ZB(t) bzw. des Kuponbonds
K B(t) unabhingig ist. Die dargestellte Wertentwicklung fiir den Zerobond
ist allerdings nicht notwendig fiir die Risikolosigkeit eines Wertpapieres. Ein
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KB, ({w,;}) =100 KB,({w;}) =100
KB,({w,}) =100

KB ({wy, w3}) = 100
KB,({w;}) =100

Abbildung 2.3: Wertentwicklung des Kuponbonds
bei deterministischer Zinsstruktur

risikoloses Wertpapier liegt bereits dann vor, wenn dessen Wert im Zeitpunkt
t € {1,2} mindestens im unmittelbar vorausgehenden Zeitpunkt ¢ — 1 bekannt
ist. Man weif} also, was man nach der einperiodigen Anlage wiederbekommt.
Dies schliefit jedoch nicht aus, dass sich die Marktverzinsung im Zeitablauf
und in Abhéngigkeit der Umweltentwicklung &ndert. Insofern kann die Wert-
entwicklung eines risikolosen Wertpapieres auch durch einen vorhersagbaren,
jedoch nicht deterministischen Prozess beschreibbar sein. Einen derartigen
Fall stellt der Kursprozess RB = {RB(w)}t=0,1,2 in Abb. 2.4 dar. Das da-
mit représentierte Wertpapier entspricht einer revolvierenden einperiodigen
Anlage-/Verschuldungsméglichkeit zum jeweils aktuellen Marktzinssatz. Die-
ser betréigt in ¢t = 0 5% fiir die erste Periode, in t = 1 bleibt der Marktzinssatz
fiir die Folgeperiode bei diesem Wert unter w;. Bei den Umweltentwicklungen
wo und wsz hingegen steigt der Zinssatz fiir einperiodige Anlagen/Kredite auf
7% fiir die zweite Periode. Eine stochastische Zinsentwicklung vor Félligkeit
wiirde sich allerdings in Bezug auf den zuvor beschriebenen Zerobond (sowie
den Kuponbond) im Wege der Diskontierung insbesondere in ¢t = 2 anfallender
Zahlungen in einem nicht vorhersagbaren Kursprozess niederschlagen. [

Die in Beispiel 2.2 beschriebenen Aktienkurs- und Bondwertentwicklungs-
prozesse dienen ebenso wie Entwicklungsprozesse von Marktparametern der
Modellierung von Marktgegebenheiten. Sie werden hier insofern als gegebe-
ne, natirliche Prozesse bezeichnet. Demgegeniiber konnen durch Handelsak-
tivitaten des betrachteten Investors, also aus der Zusammenstellung verschie-
dener Handelsobjekte, denen jeweils ein natiirlicher Prozess zugrunde liegt,
und deren Umschichtung neue, kiinstliche Prozesse gebildet werden. Sie wer-
den generierte oder auch gesteuerte Prozesse genannt, da die dynamische Zu-
sammenstellung im Rahmen der dynamischen Portfolio-Optimierung auf die
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t= 0 1 2

RB,({w;}) = 105
RB,({w,,0;}) = 105

Abbildung 2.4: Kursprozess eines risikolosen Wertpapieres
bei stochastischer Zinsstruktur

RBy({w;}) = 110,25

RB,({w,}) = 112,35

RB,({w;}) =112,35

Erfiillung eines bestimmten Zielkriteriums hin ausgerichtet wird. Im voraus-
gegangenen Beispiel kénnte bspw. mit einem Anfangsvermogen von 205 ein
generierter Prozess durch Kauf einer Aktie und eines risikolosen Kuponbonds
im Nennwert von 100 gebildet werden. Der generierte Prozess ergibt sich dann,
sofern keine Umschichtungen im Zeitablauf erfolgen, ,additiv* aus den beiden
dargestellten Prozessen der Aktie und des Kuponbonds.

Die bisherige Beschreibung von Prozessen und der sie konstituierenden Zu-
fallsvariablen beschrankte sich darauf, zu differenzieren, welche Umweltent-
wicklungen im Zeitablauf unterscheidbar werden, welche Werte die Zufallsva-
riablen dabei annehmen kénnen und welche Wahrscheinlichkeit dem Auftre-
ten dieser Werte zuzumessen ist. Zur Charakterisierung von Prozessen sind
demgegeniiber auch Aussagen wiinschenswert, die aus Sicht eines beliebigen
Zeitpunktes wahrend der Prozesslaufzeit die weitere, zukiinftige Entwicklung
bis zu einem anderen definierten Zeitpunkt der Laufzeit (oder bis zu deren
Ende 7') nicht mehr lediglich brutto i.S. aller Moglichkeiten, sondern kom-
primiert beschreiben. Hierzu gehort bspw. eine Aussage iiber die Richtung,
in die sich die Werte eines Prozesses bewegen (1rend). Grundlegend fiir die
Ableitung eines solchen Trends ist eine Statistik zu einer Zufallsvariablen, die
ein (wahrscheinlichkeits)gewichtetes Mittel iiber die méglichen zukiinftigen
Auspragungen der Zufallsvariablen représentiert. Diese Statistik wird als Er-
wartungswert bezeichnet. Der Erwartungswert lokalisiert in gewisser Weise die
Verteilung der Zufallsvariablen?®. Der Begriff des Erwartungswertes wird im
Folgenden eingefiihrt; ihm wird fiir die weiteren Ausfithrungen eine zentrale
Bedeutung zukommen.

28 Vgl. Bingham/Kiesel (2004), S. 39.
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Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X (: € — R™) aus Sicht von
t =0 (E[X,]) ist definiert als:

EX,] = / _Xe(w) dP(),

sofern die rechte Seite Lebesgue-integrierbar ist ([ cq | Xs(w) | dP(w) < o00).
E[X,] kennzeichnet den Erwartungswert auf Basis des Informationsstandes
in ¢t = 0 und kann deshalb préziser als E[X, | Fo] geschrieben werden.
Analog hierzu kann aber auch zu jedem t = 0 nachgelagerten Zeitpunkt
t* (0 < t* < 1) ein Erwartungswert gebildet werden, der ein gewichtetes
Mittel zur Zufallsvariablen X (t* < s <1') aus Sicht des gegeniiber dem Zeit-
punkt ¢t = 0 erweiterten Informationsstandes des Zeitpunktes t = t* darstellt.
Der erweiterte Informationsstand wird durch die Filtration J;« beschrieben.
Folglich kann zu jedem Ereignis B € Fy+, dessen Eintritt in ¢ = ¢* festge-
stellt wird, ein Erwartungswert {iber die Ausprigungen der Zufallsvariablen
X gebildet werden, fiir den nur die auf Basis der Vorkenntnis noch méglichen
Umweltentwicklungen in Betracht zu ziehen sind, d.h. alle w € B. Er ergibt
sich aus folgender Beziehung:

E[X, | B|dP(w) = / X (w) dP(w).

weB wEB

Hiermit kann unter den Voraussetzungen X, > 0, E[X,] < oo ein Maf?® Q
auf dem messbaren Raum (2, i) definiert werden durch®C:

Q(B) = E[X, | B|P(B) = /EB X,(w)dP(w) VB € Fi.

Dabei gilt VB € Fi: Q(B) = 0, falls P(B) = 0. Gilt diese Beziehung zwischen
den Maflen @ und P, so wird gesagt: Q ist absolut kontinuierlich beziiglich
P, in Zeichen Q < P. Gelten Q < P und P < @, dann heiflen beide Mafle
dquivalent. Dies bedeutet, dass sie dieselben Mengen mit Maf null (,, Nullmen-
gen“) besitzen. Damit ist das folgende ,, Theorem“ anwendbar3!:

Satz 2.1 (,Theorem von Radon-Nikodym*“)
Es gilt @ < P auf der o-Algebra G genau dann, wenn es eine G-messbare
Funktion f : Q — RT gibt mit:

Q(B) = /GB f(w)dP(w), VBEeG.

f ist bis auf Bereiche mit Maf8 null eindeutig und heiffit Radon-Nikodym-
Ableitung von Q nach P (f = %25—),

29 Vgl. die Definition eines MaBes S. 24.
30 Zum Folgenden vgl. insbesondere Bingham/Kiesel (2004), S. 42-48.
31 Vgl. Bingham/Kiesel (2004), S. 43, Dothan (1990), S. 208.
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Nach dem Theorem von Radon-Nikodym gibt es folglich eine nicht negati-
ve Funktion (Radon-Nikodym-Ableitung) E[Xs | Fi+] : @ — R%, die Fis-
messbar ist und fiir die Folgendes gilt:

E[Xs | Fix]dP(w) = Xs(w)dP(w), VB € Fis.
B B

weE weE

Kann X, auch negative Komponenten aufweisen, gilt aber E[| X5 || < oo,
kann analog dem beschriebenen Vorgehen iiber die Zerlegung Xs = X} —
X7 (X}, X7 > 0) die Funktion E[X; | Fi] : @ — R™ mit E[X; | Fus] =
E[X] | Fis] — E[X] | Fi+] gebildet werden®2.

Die Funktion E[X | Fi+] : © — R™ heifit bedingter Erwartungswert von X
beziiglich F;+33. Da der bedingte Erwartungswert E[X, | F+] Fi«-messbar
ist, représentiert er eine Zufallsvariable auf F;+. Fiir s = t* wére demge-
geniiber keine Unsicherheit iiber den Wert von X, gegeben, vielmehr ist die
Ausprigung von X, bekannt, so dass E[X; | Fs] = X, geschrieben werden
kann.

Anmerkung 2.1

Gilt fir das durch die Radon-Nikodym-Ableitung bestimmte Maff @, dass
Q(Q) =1 ist, dann ist dber die Ableitung ein neues Wahrscheinlichkeitsmaf
definiert. Dadurch wird ein Wechsel zwischen den Wahrscheinlichkeitsmaflen
mdoglich, worauf spater noch zurickgegriffen wird.

Fiir das Weitere wird eine Prozessklasse von grofier Bedeutung sein, die wie
folgt definiert wird: Ein stochastischer Prozess {X;}:cs; auf einem filtrierten
Wabhrscheinlichkeitsraum (2, F, P, {F;}) heifit Martingal (beziiglich {F;}ier
und P), wenn

1.  X; Fi-messbar ist, Vt € I,

2. E[||X;]|] <oo, Vtel, und

3. E[Xs|F] =X, Vs >t, t el fast sicher.

Gilt in 3.: E[Xs | Ft] < X3, dann wird {X;}1es ein Super-Martingal ge-
nannt; gilt hingegen F[X, | F;] > X;, dann ist {X;}:er ein Sub-Martingal.

Beispiel 2.3 (Bedingter) Frwartungswert und Martingal: Fortsetzung des
Beispiels 2.2

Fiir den Aktienkursprozess des Beispiels 2.2 kann fiir die Zufallsvariable S, ein
Erwartungswert im Zeitpunkt ¢ = 0 sowie seinerseits als Zufallsvariable ein
bedingter Erwartungswert fiir den Zeitpunkt ¢ = 1 ermittelt werden. Beides
wird in Abb. 2.5%% wiedergegeben. E[S2 | F1]({w2,ws}) = 90 steht wiede-
rum kurz fiir E[Sy | F1]({w2}) = E[S2 | Fil{ws}) = 90, und E[S;] bedeutet

32 Vgl. Bingham/Kiesel (2004), S. 47.

33 Vgl. auch @ksendal (2003), S. 309 f.

34 In der Abbildung ist das Symbol fiir die Filtration lediglich durch F in Kursivschrift
angegeben.
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E[S, | F] ({ws}) =80

Abbildung 2.5: Bedingter Erwartungswertprozess zum Aktienkursprozess

bei dieser Kurzschreibweise E[Sy | Fo](2). Aus der Darstellung wird deut-
lich, dass mit Hilfe des bedingten Erwartungswertes einer Zufallsvariablen X
ein (messbarer) Prozess {E[X; | Fi]}ter, t<s definiert werden kann. Bestimmt
man noch den Erwartungswert der Zufallsvariablen S; als E[S;] = 105, so
zeigt sich, dass Vs, t € I, s > t gilt: E[Ss | Ft] = S:. Der Aktienkurspro-
zess des Beispiels ist folglich — S; ist Fi-messbar und E[| S |] < oo (jeweils
Vt) — ein Martingal. Dariiber hinaus ist, wie sich leicht nachvollziehen lisst,
auch der Prozess { E[S2 | Ft]}ter, t<2 ein Martingal. Es ist jedoch unmittelbar
einsichtig, dass Letzteres generell gilt, wie im Folgenden gezeigt wird. O

Satz 2.2 Bedingter Erwartungswertprozess als Martingal

Fiir jede F- bzw. Fs -messbare Zufallsvariable X 5) mit bedingtem Erwartungs-
wert E[X(5 | Fi], t € I(t < s), ist der hierdurch charakterisierte Prozess
{E[X(s) | Ftl}ter,t<s ein Martingal.

Beweis:
Nach Definition ist der bedingte Erwartungswert E[X() | F;] F;-messbar
(Vt). Der iibrige Beweisteil ergibt sich im Wesentlichen daraus, dass

E[E[X(s) | Fr] | Ft] = E[X(s) | Ft], fast sicher,

mit ¢ < r < s bzw. t < r ist3®. Denn nach Definition des bedingten Erwar-
tungswertes muss fiir jedes B € F; C F,., P(B) > 0, gelten:

/ BB | 7| 7] dPW) = / X dP() = / X | ] dP)

35 Bingham/Kiesel (2004), S. 49 f. Zur Verdeutlichung sei deren sich auf diese Beziehung

erstreckender Beweis, angepasst auf den gegebenen Kontext, wiederholt.
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Aus der (fast sicheren) Eindeutigkeit der Radon-Nikodym-Ableitung ergibt
sich folglich das unmittelbar vorausgehende Postulat. Damit gilt auch:

Aus der Voraussetzung des bedingten Erwartungswertes E[|X(q)|] < oo
folgt:

E[|E[X(s) | Fi]l] = E[|E[X(s) | ]| | Fol
S BIE[X o] | Ft] | Fo] = E[|X(s)| | Fo] = E[|X(5)[] < c0. O

Eine weitere Charakterisierung eines stochastischen Prozesses ist durch die
Frage moglich, ob die Eintrittswahrscheinlichkeit zukiinftiger Ereignisse und
damit zusammenhingender Prozesswerte bereits durch den gegenwértigen
Wert der Prozessvariablen vollstdndig beschrieben ist oder ob die bisherige
Entwicklung bis zu diesem Wert eine weitergehende Information beinhaltet,
die zu einer anderen Beurteilung {iber die (bedingten) Eintrittswahrscheinlich-
keiten zukiinftiger Ereignisse fiithrt. Aus 6konomischer Sicht sind Marktprozes-
se oft sinnvollerweise so zu definieren, dass auf sie der erste Fall zutrifft. Denn
dann koénnte aus vergangenen Entwicklungen nicht auf den zukiinftigen Ver-
lauf von Marktparametern bzw. Handelsobjekten geschlossen werden; die In-
formation aus der Vergangenheit ginge vollstdndig in den Gegenwartswert des
Parameters bzw. Handelsobjektes ein. In einem solchen Fall liegt ein schwach
informationseffizienter Markt3¢ vor. Im Hinblick auf stochastische Prozesse
wird die gerade formulierte Bedingung als Markov-Eigenschaft von Prozessen
eingefiihrt.

Sind f : R™ — R eine beliebige beschrinkte Borel(-messbare) Funktion und
{Xi}t>0 ein n-dimensionaler, adaptierter Prozess auf dem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, P, {F:}), dann heifit der Prozess {X;};>0 Markov-
Prozess (beziiglich der Filtration {F;}+>0), wenn gilt37:

E[f(X:) | Fs) = E[f(X:) | Xs], fast sicher, Vs, t,t > s.

Mitunter kann es sinnvoll sein, einen Prozess vom Eintritt bestimmter Ereig-
nisse abhéngig zu gestalten. Dies kann bereits fiir die zweckméfige Definition
natiirlicher Prozesse gelten. Obwohl fiir die Modellierung des Kursverlaufes
einer Aktie gewohnlich ein Prozess zugrunde zu legen ist, der stets ein Auf
und Ab des Kurses erméglicht, ist von einer solchen Prozessformulierung ab-
zuweichen, sobald die Aktie wertlos wird38. Dann sollte der Wert der Aktie
fiir den restlichen Planungszeitraum den Wert null aufweisen. Ebenso kann
allgemein ein untergegangenes Vermogen nicht wieder einen positiven Wert
erreichen. Umgekehrt kann ein bestimmter, erreichter Vermoégenswert Anlass
geben, sich nicht weiter einer unsicheren Entwicklung auszusetzen3®. U.a. der
Umsetzung derartiger Restriktionen dient die folgende Definition.

36 Vgl. bspw. Magill/Quinzii (1996), S. 306 ff.; zu verschiedenen Effizienzcharakterisie-
rungen von Kapitalmérkten vgl. Ross/Westerfield/Jaffe (2002), S. 343 ff.

37 vigl. Elliott (1982), S. 190.

38 Sofern dieser Fall in der Modellierung vorgesehen ist.

39 Vgl. hierzu und zum Folgenden bspw. Bingham/Kiesel (2004), S. 82-88, Karat-
zas/Shreve (1991), S. 6, Korn/Korn (1999), S. 21 ff.
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Es sei (Q, F, P, {F:}) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifit ei-
ne F-messbare Zufallsvariable 7 : @ — I (mit I = [0, 00) oder {0,1,2,...,00})
Stoppzeit, wenn gilt:

{r<ty={weQ|r(w)<t}eF, Vtel

Sei ferner {X;}ier ein adaptierter Prozess, dann ergibt sich in Verbindung
mit der Stoppzeit 7 daraus ein neuer, der gestoppte Prozess { Xiar}ter tiber:

Xi(w), firt < 7(w),

Xenr(w) = {Xf(u)(u)% fir t > 7(w).

»Halt¢ folglich die Stoppzeit 7 den Prozess {X:}ier in einem bestimmten
Zustand (wq,t*) ,an“, so stoppt sie den Prozess zugleich fiir alle Zustéinde
(wa,t*), die vom ersten in ¢t = t* gem&B der Filtration {F;}ter nicht differen-
zierbar sind. Das Anhalten eines Prozesses mit Hilfe einer Stoppzeit erfolgt
damit stets auf Basis des aktuellen Informationsstandes, ohne dass sich erst
zukiinftig verzweigende Entwicklungen differenziert werden kénnten®. Zur
Stoppzeit 7 kann eine o-Algebra F. angegeben werden, in der die Ereignis-
se erfasst sind, deren Eintreten oder Nicht-Eintreten in 7, also dem (von w)
abhéngigen Stoppzeitpunkt, entscheidbar ist. Aufgrund der Entscheidbarkeit
in 7, muss dies auch fiir alle nachfolgenden Zeitpunkte gelten. Das fiihrt auf4!:
Die o-Algebra F, (zur Stoppzeit 7) ist definiert als

Fr={AeF|An{r<t}eF, Vtel}.

Damit ergibt sich die gestoppte Filtration {Frat}ter mit Hilfe der Stoppzeit
TAt (:= min(r,t)). F, lasst sich auch in der Weise charakterisieren, dass (zwei
Umweltentwicklungen) wy und wq, die zum selben Zeitpunkt t* gestoppt wer-
den und gemé&fl Fi« nicht unterscheidbar sind, auch in der Zukunft (¢ > t*)
nicht mehr unterschieden werden kénnen. Die Filtration {Frat }ter enthélt in-
sofern gegeniiber der Filtration F; weniger Information, als darin zum selben
Zeitpunkt t* (< t) gestoppte (Entwicklungen) w; und ws nicht mehr diffe-
renziert werden kénnen, wenn sie nicht bereits in F;« differenzierbar waren.
Es kann nunmehr gefragt werden, ob die Martingaleigenschaft eines Prozesses
durch das Anhalten verindert wird. Hierzu gilt der folgende Satz*2.

Satz 2.3 Doob’s optional sampling theorem®3

Ist {X:}ee(o,00) €in Techtsstetiges Martingal, d.h. alle Pfade sind rechtsstetige
Funktionen der Zeit, und sind 71 < 1o zwei Stoppzeiten, dann gilt:

E [Xiary | Finr) = Xear, fast sicher, t € [0,00).

Analoges gilt, falls {X:}iepo,00) €in rechtsstetiges Sub- oder Super-Martingal
18t.

40 Es werden also Situationen ohne Vorausschau in die Zukunft abgebildet, vgl. Bing-
ham/Kiesel (2004), S. 83.

41 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 8, Korn/Korn (1999), S. 22.

42 Zur Formulierung bei zeitdiskreten Situationen vgl. Elliott (1982), S. 9, 22.

43 Vgl. mit Beweisen Elliott (1982), S. 36, Karatzas/Shreve (1991), S. 19 f., Korn/Korn
(1999), S. 22.
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Im Rahmen der Voraussetzung dieses Satzes bleibt folglich die (Super-,
Sub-)Martingaleigenschaft durch das Stoppen erhalten. Mit Hilfe der Stopp-
zeit kann der Martingalbegriff durch die Einfithrung so genannter lokaler Mar-
tingale sogar noch etwas weiter gefasst werden.

Ein zur Filtration {; };c; adaptierter Prozess {X[°°};cr heifit lokales Mar-
tingal (beziiglich {F:}ier), falls es eine nicht fallende Folge von Stoppzeiten
{Tk}kGN gibt mit

T, — 00, fast sicher fiir k — oo,

so dass { X3¢, }ier {Fi}ter adaptiert und Vk € N ein Martingal ist.

Jedes Martingal ist auch ein lokales Martingal; das Umgekehrte gilt nicht*4.
Fiir beschriankte lokale Martingale lasst sich eine Aussage beziiglich ihrer all-

gemeinen Martingaleigenschaft, wie im Folgenden beschrieben, angeben.

Satz 2.4 Fatou’s Lemma*®

Ist auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (U, F, P,{Ft}ie(0,00))
{&n}n=1,2,.. eine Folge von nicht negativen, F-messbaren Zufallsvariablen,
dann gilt:

E [nminfgn |.7—'t] <liminfE[¢, | 7] (¢t >0).

Anmerkung 2.2
Satz 2.4 gilt auch fir jede nach unten durch eine reelle Konstante —k (k > 0)
beschrinkte Folge von Zufallsvariablen {&n}n=12,... .

Beweis: _
Mit &, =&,+k,n=1,2,..., existiert nach Fatou’s Lemma eine nicht negative
Folge von Zufallsvariablen, so dass fiir ¢t > 0 gilt:

E [nm infp_oo En | .7-}] —k + E [liminfp o0 &n | 7]

< —k+liminfn_oo E [6n | F4] = liminfp oo E [én | .7-}] .
O

Ist {X(t)}+>0 ein nicht negatives lokales Martingal, so kann mit ei-
ner Stoppzeit T, die Zufallsvariable X (¢ A 7,) fir beliebiges reel-
les t als Zufallsvariable im Sinne des vorausgehenden Satzes betrach-
tet werden. Dann ist E[X(t) | Fs] = FE[liminfrce X(EAT)|Fs] <
liminf, oo E[X(EAT) | Fs] = liminf, oo X (s A 7,) = X(s). Entsprechen-
des gilt, wenn {X(¢)};>0 nach unten beschrankt ist. Daraus folgt unmittel-
bar®®:

44 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 24, sowie mit Gegenbeispiel Dothan (1990), S. 242, 240 f.

45 Vgl. Dothan (1990), S. 243 f., und Williams (1991), S. 52 f.

46 Vgl. ausfiihrlicher zur gerade skizzierten Herleitung der Aussage zu nicht negativen
Martingalen Dothan (1990), S. 243 f.
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Satz 2.5
Jedes nach unten beschrinkte lokale Martingal ist ein Super-Martingal; ins-
besondere ist jedes nicht negative lokale Martingal ein Super-Martingal.

Zum Ende des Abschnittes ist noch auf den Messbarkeitsbegriff bei zeitkon-
tinuierlichen Prozessen einzugehen; ferner wird ein spezieller, kontinuierlicher
Prozess eingefiihrt, dem bei der Modellierung stochastischer Aktienkurs- und
vergleichbarer Wertentwicklungen eine tragende Rolle zukommt: der Wiener-
Prozess.

Ein stochastischer Prozess { X;}ic[0,00) auf dem filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, F, P, {Ft}te[0,00)) heiBt47:

e messbar, wenn die Abbildung:

[0,00) x Q2 — R"
(s,w) — Xs(w)

B([0,00)) ® F — B(R™)-messbar ist,
e progressiv-messbar, wenn fiir alle ¢ > 0 die Abbildung:

0,t] xQ — R"
(s,w) — Xs(w)

B([0,t]) @ F: — B(R™)-messbar ist.

Dabei gilt AQB=0{AxB|Ac A, BecB}*.

Die Messbarkeit von Prozessen weitet den bisher eingefithrten Begriff in
zeitlicher Hinsicht aus. Dabei ist jeder progressiv-messbare Prozess auch
messbar und jeder messbare Prozess besitzt eine progressiv-messbare Mo-
difikation®. Zudem ist jeder rechts- oder linksstetige, adaptierte Prozess
progressiv-messbar und jeder progressiv-messbare Prozess auch (messbar
und) adaptiert®®. Ist dariiber hinaus 7 eine Stoppzeit und {Xt}ee[0,00)
ein progressiv-messbarer Prozess, dann ist auch der gestoppte Prozess
{Xtnr}te[o,00) Progressiv-messbar beziiglich {]:t}te[o,oo)SI' Ein besonderer,
(progressiv-)messbarer Prozess ist der folgende.

Ein eindimensionaler Wiener-Prozess, auch eindimensionale Brown’sche
Bewegung genannt, ist ein reellwertiger, adaptierter Prozess W = {W;}¢>0 auf
dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P, {J:t}te[O,oo)) mit den folgen-
den Eigenschaften:

47 Vgl. zum Folgenden bspw. Korn/Korn (1999), S. 36.

48 Vgl. Dothan (1990), S. 187.

49 Vgl. bspw. Korn/Korn (1999), S. 36.

50 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 4 f.

51 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 9, Korn/Korn (1999), S. 37.
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—

. Wy = 0 fast sicher,
W= Ws~N(0,t—3s) fir0<s<t,

. Wi — W unabhéngig von W, — W, fir 0 <r <u < s < t,

= W N

. {Wi}i>0 besitzt stetige Pfade, Vw € Q.

(N(p,0%) kennzeichnet die Normalverteilung mit Erwartungswert g und
Varianz o?).

Ein n-dimensionaler Wiener-Prozess (n-dimensionale Brown’sche Bewe-
gung) ist ein R™-wertiger Prozess, dessen n Komponenten jeweils unabhéngige
eindimensionale Wiener-Prozesse sind. Die n-dimensionale Brown’sche Bewe-
gung (n > 1) generiert eine Filtration {ﬂw}tzo, die, erweitert um die Null-
mengen der o-Algebra F°2, die natiirliche Filtration zur Brown’schen Bewe-
gung, die Brown’sche Filtration, ergibt>. Die Brown’sche Filtration {F;};>0

ist rechts- und linksstetig in folgendem Sinne®*:

Fi = Fes :zm]:t+e und F; = Fy- ZZU(U]:S)’WEO’

e>0 s<t
wobei t~ =0, wenn t = 0.

Ferner soll gesagt werden, dass eine Filtration {F;}:>¢ die tblichen Bedin-
gungen erfiillt, wenn sie rechtsstetig ist und Fp sdémtliche Nullmengen von F
enthilt. Die Brown’sche Filtration ist folglich eine Filtration, die die iiblichen
Bedingungen erfiillt. Ferner ist der Wiener-Prozess ein Markov-Prozess®. Der
Wiener-Prozess soll im Folgenden noch etwas néher betrachtet werden. Hierzu
wird der Begriff der Variation (auf kompakten Mengen) eingefiihrt.

Fiir gegebenes t > 0sei IT = {to,t1,...,tm} mit 0=ty <t; < ... <ty =t
eine Zerlegung des Intervalls [0,¢] mit der Weite ||II|| := maxi<k<m |tk —
ti—1|; ferner seien fiir die folgenden Ausfithrungen zwei stetige Martingale
{X:}t>0 und {Y;}:>0 gegeben, die guadrat-integrierbar®® sind, d.h. fiir die
E[X?], E[Y{#] < oo fiir t > 0 gilt. Dann heifit der Prozess:

m
VtX(H) = Z Ith - th—1|
k=1

(totale) Variation von {X:}i>o beziiglich der Zerlegung I1. Die totale Variation
des Prozesses {X;}+>0 ist gegeben durch:

V¥ = sup V¥ (I0).
II

52 Zur Erweiterung der durch die Brown’sche Bewegung generierten Filtration um die
Nullmengen vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 89 ff.

53 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 17.

54 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 89 ff., Korn/Korn (1999), S. 18.

55 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 75, Dksendal (2003), S. 115 f.

56 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 30.
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Es sei nun: .
VtXY(H) = Z(th = X)) (Yo, = Yery)-
k=1
Es gibt dann einen bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutigen, adaptierten Pro-
zess®’
(X,Y] = ||1_l[ilrln 0Vtxy(l'l) Grenzwert in Wahrscheinlichkeit, ¢ > 0,

mit [X, Y]y = 0, P-fast sicher, der stetig ist, fiir t > 0 endliche totale Variation
besitzt und mit dem der Prozess
(XY): — [X,Y]s, t >0, ein Martingal ist.

[X,Y]; (t > 0)58 wird quadratische Kovariation von {X;}:>0 und {Y;}1>0 ge-
nannt. Grenzwert in Wahrscheinlichkeit bedeutet dabei, dass fiir Zerlegungen
II von [0,¢] zu beliebigen ¢ > 0, 7 > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt®®: Aus
||| < & folgt P(|V;XY (IT) — [X,Y]s| > €) < n. Speziell ist der Prozess

m

(X, X = ||1_l[ilrln E (X¢, — Xt,_,)° Grenzwert in Wahrscheinlichkeit, ¢ > 0,
—0
k=1

die quadratische Variation des Prozesses {X;};>0. Entsprechend ist X2 —
[X, X]: (¢t > 0) ein Martingal. Anstelle von [X, X]; wird auch kurz [X]; ge-
schrieben, analog d[X]; statt d[X, X]; fir das zeitliche Inkrement der quadra-
tischen Variation des Prozesses {X;}:>0.

Satz 2.6 Fir die quadratische Kovariation gilts°:
X,¥]e = 2(X + Y]~ [X = Y]), %20,
Beweis:
$([(X+Y]—[X -Y])
= % <kZ_:1(th- + Ytk - th—1 - Ylk—1)2 - kZ_:l(th - Ytk - th—1 + Ylk—1)2>

m
}T kZ_:I((th - th—1)2 + 2(X¢k - Xlk-—l)(ylk - Ylk-—l) + (Ytk - Ylk—l)z
_T£th - th—l)z + Z(th - th—1)(ytk - Ytk—1) - (Ytk - Ytk—l)z)

I
™
>

|
>
I
e

|
=
;

=[X,Y). O

57 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 35.

58 [X,Y]¢ (t > 0) kennzeichnet hierbei einen Prozess, welcher auch durch {[X,Y]:}+>0
dargestellt werden kann.

59 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 32; der Konvergenzbegriff kénnte mit Blick auf
die Anwendung in Verbindung mit der quadratischen Kovariation von Wiener-Prozessen
auch schirfer als gleichmafige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit formuliert bzw. gefor-
dert werden, vgl. Dothan (1990), S. 169 f., zum nachfolgend bezeichneten Spezialfall der
quadratischen Variation. In diesem Fall wire zu fordern, dass die Bedingung zu beliebigen
€>0,17>0undt € [0,T] fiir ein § > O gilt.

60 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 31, mit anderer Ausgangsdefinition, sowie S. 36,
Problem 1.5.14.
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Der Prozess der quadratischen Variation zum (stetigen, quadrat-integrier-
baren) Wiener-Prozess {W; };c(o, 1) ist®!:

W, W), =t, Vtelo,T).

Ferner besitzen zwei stochastisch unabhéngige Wiener-Prozesse {W,:}tle[0 ]
und {W:}?c (o 1) eine quadratische Kovariation von null®?, d.h.

W, w3, =0, vtelo,T).
Folglich sind die Prozesse W2 — t und WW2 (¢t > 0) Martingale.

Trotz beschrankter quadratischer Variation besitzt der Wiener-Prozess kei-
ne endliche totale Variation; es gilt also fot |[dW,| = oo, Vt > 0%. Dies
erfordert bei der Integration mit Wiener-Prozessen eine besondere Integral-
Definition, das so genannte It6-Integral, welches im Weiteren eingefiithrt wird.
Zuvor wird die Einfithrung des Integralbegriffes durch den folgenden Ab-
schnitt noch stérker motiviert. Dessen Gegenstand ist die Entwicklung eines
Modells fiir Aktienkurse (und #hnliche Wertentwicklungen), deren stochasti-
sche Wertdnderungen mit Hilfe von Wiener-Prozessen beschrieben werden und
tiir deren dynamische Darstellung der angesprochene Integralbegriff Verwen-
dung findet. Die Manipulation stochastischer Prozesse, die im Kern auf einem
Wiener-Prozess basieren und als It6-Prozesse bezeichnet werden, fiihrt auf
Prozesse, welche wiederum derselben Klasse angehéren und sich aus der im
darauf folgenden Abschnitt dargestellten It6-Formel ergeben.

2.1.1.2 Die Modellierung der Aktienkurse

Da im Schwerpunkt der Betrachtung Handels- bzw. Bewertungsobjekte ste-
hen, deren Wertdynamik derjenigen von Aktien entsprechen soll, widmen sich
die folgenden Ausfiihrungen der Modellierung von Aktienkursen — allerdings
lediglich soweit dies fiir die weitere Darstellung von Relevanz ist.

Ein grundlegendes Modell zur Beschreibung des Kursverlaufes einer Aktie
ist das folgende:
St

In 2t
nS0

= St = SOeEt+ch,, (2.1)

i)t"‘O'Wt

wobei Sy, Sy fiir die Aktienkurse zu den Zeitpunkten ¢ bzw. 0, B(> 0) eine
konstante Driftrate und o einen konstanten Volatilitdtsparameter, ggf. zur

61 Zum Beweis vgl. Dothan (1990), S. 173 f.

62 Zum Beweis vgl. Irle (1998), S. 211 f., i.V.m. Bingham/Kiesel (2004), S. 51-53, zur
Verbindung der dort verwendeten Konvergenzbegriffe.

63 Vgl. Dothan (1990), S. 178 f.
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Verstdarkung (o > 1) bzw. Abschwichung (o < 1) des Wiener-Prozesses
{Wi}t>0, bezeichnen. Der dergestalt charakterisierte stochastische Prozess
{Si}e>0 heifit geometrisch Brown’sche Bewegung®. Er entsteht unter der An-
nahme, dass die zeitkontinuierliche Rendite aus der Investition in die Ak-
tie normalverteilt ist. Sie schwankt um ein erwartetes Wachstum von b pro
Zeiteinheit. Die Schwankungen werden bestimmt durch den Wiener-Prozess
{W¢}t>0 und sind damit normalverteilt mit einer zeitproportional anwachsen-
den Varianz von o?t, welche man sich (wegen des zentralen Grenzwertsatzes)
auch als Varianz der Summe einer Vielzahl von (beliebig verteilten) Rendi-
tesnderungen vorstellen kann®. Die Rendite wird folglich iiber eine Drift so-
wie eine ,,Stérung“ beschrieben, die zufillige, kontinuierlich auftretende und
unerwartete Umwelteinfliisse (ohne eigenen Irend) abbildet. Dabei sind die
einzelnen Stérungen in Gestalt von Trendabweichungen als unabhéngig von-
einander zu betrachten%.

Mit einer solchen Modellierung der Aktienkurse sind verschiedene, weitere
Aspekte verbunden:

e Der Bezug der Normalverteilungsannahme auf Renditednderungen und
nicht etwa auf absolute Anderungen beinhaltet Folgendes: Zum einen wird
ein Vergleich verschiedener Aktien als Finanzanlagealternativen aus Sicht
der Investoren auf deren Renditecharakteristika (Erwartungswert, Risiko
— reprasentiert durch die Standardabweichung bzw. Varianz der Rendi-
ten) abstellen, da fiir sie die absolute Hohe des Aktienkurses ohne Belang
ist67, sofern das Investitionsvolumen bei entsprechender Stiickelung des In-
vestitionsobjektes beliebig gewahlt werden kann. Zum anderen zeigt obige
Gleichung fiir den Aktienkurs, dass dieser auch bei groflen negativen Wer-
ten des verstirkten Wiener-Prozesses, also bei sehr negativen Werten der
(kontinuierlichen) Rendite, nicht negativ wird.

e Da das Zufallselement in der Entwicklung der Aktienrendite durch den
Wiener-Prozess bestimmt wird, handelt es sich sowohl bei der Renditeent-
wicklung als auch bei dem daraus abzuleitenden Prozess der Aktienkursent-
wicklung um Markov-Prozesse. Die geometrisch Brown’sche Bewegung be-
schreibt folglich eine Aktie, die einen schwach informationseffizienten Markt
(gef. neben anderen Instrumenten) konstituiert®®.

e Dariiber hinaus wird der Aktienkursverlauf iiber einen zeit- und wertkon-
tinuierlichen Prozess beschrieben. Dies erscheint insofern gerechtfertigt, als

64 Der Bezug auf normalverteilte Aktienkursrenditen und die damit verbundene
Einfiihrung der Brown’schen Bewegung zur Beschreibung von Kursprozessen gehen auf
Samuelson (1965) zuriick.

65 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 13 f.

66 Der Wiener-Prozess ist der einzige kontinuierliche Prozess, der unabhingige
Zuwichse aufweist, die nicht von zeitlich vorausgehenden Realisationen abhéngen und einen
Erwartungswert von null besitzen, vgl. Jksendal (2003), S. 22 i.V.m. S. 21.

67 Vgl. Hull (2000), S. 225.

68 Vgl. Hull (2000), S. 219. Vgl. auch den Hinweis in Fn. 36, S. 37.
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wertdndernde Umwelteinfliisse permanent auftreten kénnen und die vom
Markt hierfiir vorgenommene Preisinderung letztlich jeden beliebigen re-
ellen Wert (mit verbleibendem positiven Wert, s.0.) annehmen kann. Dies
trifft auch auf Wertédnderungen von Investitionsobjekten zu, deren Wert-
entwicklungen sich analog denen von Aktien beschreiben lassen. Sieht man
die Prozesscharakteristik in Verbindung mit einer (noch zu stellenden) An-
forderung an den Markt, ndmlich die permanente und im Hinblick auf den
Wertebereich von Preisen unrestringierte Handelbarkeit, zeigen sich gewis-
se Einschréankungen gegeniiber realen Verhaltnissen, die in Bezug auf Ef-
fekten jedoch sicherlich nicht allzu gewichtig sind, da diese u.U. bereits
an Bérsen unterschiedlicher Zeitzonen gehandelt werden und die Wertdis-
kretisierung®® i.d.R. sehr fein ist. Dabei auftretende Diskrepanzen werden
im Weiteren als vernachlissigbar erachtet. Dass insofern die Wertentwick-
lung nicht eins zu eins beobachtbar und vergleichbar ist und dies in einem
nicht unwesentlichen Mafle bei nicht borslich gehandelten Objekten der
Fall sein wird, sollte nicht priméar durch eine angepasste Modellierung der
Wertentwicklung, sondern durch eine adiquate Beschreibung der Markt-
verhéltnisse beriicksichtigt werden. So gesehen erscheint der vorgestellte
Wertentwicklungs-Prozess, der auch im , Verborgenen“ stattfinden kann,
als durchaus realititskonform™. Dem steht letztlich auch nicht entgegen,
wenn die Beschreibung des Marktes idealisierend bleibt, wie dies fiir einen
beziiglich der Marktliquiditat unelastischen Preis der gehandelten Objekte
zutreffen mag™.

Die Herleitung des Aktienkurses S; nach Gl (2.1) war mdglich, da die
Koeffizienten o und b (ebenso wie Sp) Konstanten waren, so dass galt:

InS; = [ydInS,=InSo+ [, bds+ [y adW,

InSo +bt + 0 f§ AW, =InSo + bt + aWs.

Sind die Koeffizienten o und b hingegen ihrerseits zeitabhingige, sto-
chastische Prozesse, ist dieses Vorgehen nicht mehr moglich, da das Integ-

ra. g\s s eme Interpretation als hvuemann- oder Lebesgue-dtieltjes-
1 [3 o(s)dW"™ keine Interpretation als Ri der Lebesgue-Stielt]

Integral besitzt. Es ist folglich eine andere Integral-Interpretation, das It-
Integral einzufithren, mit dem durch

¢ t_ ¢
/ dlnS; = InSo +/ b(s)ds +/ o dW;
0 0 0

e S = Soef‘i b(s) ds+[§ o (s) dW. (2.2)

69 Vgl. hierzu Hull (2000), S. 218.

70 Vgl. jedoch die nachfolgenden Ausfithrungen.

71 Zur Preisdimension der Wertpapierliquiditit vgl. Kempf (1999), beschreibend insbe-
sondere S. 25 ff.

72 Genauer miisste geschrieben werden: o(w, s).

73 Vgl. bspw. Korn/Korn (1999), S. 29 ff.
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ein Aktienkurs S;, bzw. S(t) oder S(w,t), bestimmt wird. Die Markov-
Eigenschaft des Aktienkurses bleibt allerdings lediglich dann erhalten, wenn
die ihn bildenden Prozesse ebenfalls diese Eigenschaft aufweisen. Im Folgenden
wird jedoch allgemein lediglich vorausgesetzt, dass die Prozesse progressiv-
messbar und damit sogar nicht notwendig Markov-Prozesse sind.

Die durch Gl. (2.2) wiedergegebene Modellierung ldsst im Grundsatz
vielgestaltige Aktienkursprozesse zu. Dariiber hinaus wird auch beziiglich
des risikolosen Zinsprozesses, mithin des Bonds, a priori lediglich von dessen
progressiver Messbarkeit ausgegangen. Auf die dadurch mit einbezogenen,
unterschiedlichen Zinsprozesse und die damit zusammenhéngenden Zins-
strukturmodelle kann allerdings nicht vertiefend eingegangen werden”. Das
oben eingefiihrte Grundmodell zur Beschreibung der Aktienkursbewegung,
die geometrisch Brown’sche Bewegung, wird als Spezialfall insbesondere dann
eine Rolle spielen, wenn die Operationalisierung von Portfolio-Prozessen nicht
ohne eine Spezifizierung von Modellparametern auskommt. Vor dem Hinter-
grund der oben angefithrten Eigenschaften dieses Modells erscheint dies oft
vertretbar”®. Nicht zuletzt von daher diirfte sich auch die vielfache, wenn nicht
zentrale Verwendung des Modells in der Bewertung von Optionen erkldren,
soweit analytische Optionspreisformeln hergeleitet werden”. Allerdings exis-
tieren auch Modellierungsansétze, welche vorzufindende Unzuldnglichkeiten
bei der Beschreibung von Aktienkursbewegungen abzubauen versuchen. Ins-
besondere belegen empirische Untersuchungen eine héhere Wahrscheinlichkeit
extremer Aktienrenditen als dies die Normalverteilung impliziert””. Komple-
xere Modellgestaltungen, zum Teil unter Riickgriff auf diskrete stochastische
Komponenten, zeigen eine vorteilhaftere Anpassung an reale Aktienkursbewe-
gungen’®, gerade hinsichtlich der duBeren Renditebereiche. Die Erhéhung der
Anpassungsgiite an empirische Daten durch komplexere Modellierungen geht

74 Vgl. hierzu Sandmann (2001), S. 321 ff., sowie, insbesondere m.w.N., auch Rudolf
(2000). Vgl. bereits die Abgrenzung in Kapitel 1, S. 20.

75 Zu einer weitgehend positiven Beurteilung dieses Prozesses hinsichtlich der Abbil-
dung realer (Aktienkurs-)Marktdaten vgl. Wilmott/Howison/Dewynne (1999), S. 22; vgl.
demgegeniiber Eberlein/Keller (1995), S. 284.

76 Vgl. nicht nur das grundlegende Modell der Optionsbewertung nach Black/Scholes
(1973), sondern auch die weiterfiihrenden Modelle zur Bewertung exotischer Optionen, wel-
che sich bspw. in den Darstellungen von Wilmott/Howison/Dewynne (1999), S. 197 ff., Hull
(2000), S. 458 ff., Korn/Korn (1999), S. 175 ff., wiederfinden.

77 Vgl. bspw. Eberlein/Keller (1995).

78 Dies wurde bspw. fiir das ,, Variance Gamma*“-Modell gezeigt, welches eine Gamma-
verteilte Varianz einer Normalverteilung fiir die Aktienkursrendite zugrunde legt; vgl. hier-
zu Madan/Seneta (1990). Vgl. Eberlein/Keller (1995) und Eberlein/Keller/Prause (1998)
zur Ersetzung der Brown’schen Bewegung durch einen Sprungprozess, so dass die Akti-
enkursrenditen einer hyperbolischen Verteilung folgen. Eine Modellierung kontinuierlicher
Aktienkursrenditen mit Spriingen und bei stochastischer Volatilitdt sowie eines stochasti-
schen Zinsprozesses formulieren Bakshi/Cao/Chen (1997). Unter Einbeziehung ihres Ansat-
zes bieten sie einen umfassenden Vergleich zwischen verschiedenen Modellierungen anhand
empirischer Daten.
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vielfach jedoch auf Kosten der Handhabbarkeit der Modelle’®. Um bspw. im
Bereich der dynamischen Portfolio-Optimierung konkrete Ergebnisse erzielen
zu kénnen, wird deshalb zumeist der Riickgriff auf die einfache Modellstruktur
der geometrisch Brown’schen Bewegung vonnéten sein. Von daher erfordern
die aus einer bestimmten Anwendungssicht formulierten, einschrénkenden
Spezifikationen der zugelassenen Prozesse gewisse Zugestdndnisse bzw. eine
Fokussierung der Modellierung. Insbesondere bleiben hier Sprungprozesse au-
Ber Betracht®. Wie bereits erwihnt, ist zur Auswertung des Terms der rech-
ten Seite von Gl. (2.2) eine besondere Integral-Definition nétig. Diese wird
nunmehr entwickelt.

2.1.1.8 Stochastisches Integral und It6-Formel

Allgemeine Voraussetzung fiir das Folgende ist ein filtrierter Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P, {¥:}), dessen Filtration die iiblichen Bedingungen
erfiillt. Ggf. verwendete Wiener-Prozesse seien adaptiert an diese Filtrati-
on. Fiir das zu definierende Integral werden zunéichst so genannte einfache
Prozesse im Integranden betrachtet3!.

Ein Prozess {X:}:c[o,00) heifit einfach, wenn es eine streng monoton wach-
sende Folge reeller Zahlen {t;}i=0,...,co mit to = 0 und eine Folge beschrénkter
Zufallsvariablen {£;}i=o,...,co mit & Ji,-messbar gibt, so dass sich {X;}+¢[0,00)
darstellen lasst als:

Xe(w) = Eo(W)lo(t) + Y &)1, e4,1(1), 0<t< o0, Ywe Q.
1=0
(Bemerkung: Von Bedeutung ist hierbei, dass §; im gesamten Intervall (¢;,;11]
bekannt ist, da die Zufallsvariable F;,-messbar ist. Es werden folglich die ,,lin-
ken“ Werte des Integranden zur Berechnung des Integrals herangezogen®2.)
Fiir den gerade beschriebenen, einfachen Prozess {X;}ic[o,r) hat das stocha-

stische Integral I;(X) die folgende Gestalt®3:

¢
L(X) := /Xs dWs := ZEi(WtAti+1 — Wine;), t€[0,T).
)

i>0

79 Die Frage nach einer diesbeziiglichen Kosten/Nutzen-Uberlegung wird von Baks-
hi/Cao/Chen (1997), S. 2004, gestellt.

80 Vgl. zu diesen bspw. Dizit/Pindyck (1994), S. 167 ff.

81 Zur Herleitung des Ito-Integrals vgl. Korn/Korn (1999), S. 29-48, und @ksendal
(2003), S. 21-37, sowie mit allgemeineren Prozessen als dem Wiener-Prozess im Integranden
Karatzas/Shreve (1991), S. 128-148, und v. Weizsdcker/Winkler (1990), S. 77-110.

82 Das zu entwickelnde Integral beruht letztlich auf Integranden in Gestalt vorhersag-
barer Prozesse.

83 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 32, Dksendal (2003), S. 23.
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Dieses stochastische Integral ist ein stetiges Martingal mit Io(X) = 0%4; es
ist also insbesondere adaptiert® und folglich auch progressiv-messbar.

Eine Erweiterung ist zunéchst auf die folgende Prozess-Klasse moglich:

L = {{Xt}te[O,T] ist reellwertiger, stochastischer Prozess |
{Xt}te(o,r) progressiv-messbar, E [fOT X? dt] < oo} .

Es gilt dann®: Ist {X,};c0,7) € £ (1" > 0), dann gibt es eine Folge einfacher
Prozesse {Xt(")}?;ol"""’o, so dass:

T
lim E [ (X{™ - X,)%dt =0.

n—00
0

Zu dieser Folge einfacher Prozesse gibt es eine Folge stochastischer Integrale
I,(X™) (t € [0,7]) mit einem Grenzwert I;(X) in £ in folgendem Sinne®”:

E<|It(X)—It(X("))|2) 0, n— oo

Dieser Grenzwert kann als stetiges Martingal gew&dhlt werden, das bis auf
Ununterscheidbarkeit eindeutig ist®®; zudem ist er quadrat-integrierbar® und
es gilt die Ité-Isometrie:

E[L(X)’]=E [/des] , telo,T).

Der durch I;(X) (t € [0,77]) gegebene Grenzwert fiir den Prozess { X };ejo,7] €
L wird stochastisches oder Ité-Integral genannt und es wird geschrieben:

t
/ XsdW, = I,(X).
0

Aufgrund des folgenden Satzes gilt ferner, dass jedes quadrat-integrierbare,
beziiglich einer Brown’schen Filtration adaptierte Martingal {M;};c[o,7] eine
Darstellung als M; = I;(X), t € [0,17], mit einem {X;}:c[0,1] € £ besitzt.

84 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 137 f., Korn/Korn (1999), S. 33.

85 Vgl. Jksendal (2003), S. 30.

86 Vgl. mit Beweisen Karatzas/Shreve (1991), S. 135, Korn/Korn (1999), S. 40 f.
87 Vgl. zum Grenzwertbegriff Bingham,/Kiesel (2004), S. 51-53.

88 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 138 f., Korn/Korn (1999), S. 42 ff.

89 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 138 f., sowie zum Begriff S. 41.
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Satz 2.7 Martingaldarstellungssatz von It6*°

Es seien {Filieio,r) die Brown’sche Filtration zur d-dimensionalen
Brown’schen Bewegung {Wi}icpr) und {Mi}icpor) ein beziglich der
Brown’schen Filtration adaptiertes Martingal mit:

E[M?] < o0, te€0,T].

Dann  existiert ein progressiv messbarer, d-dimensionaler Prozess
{ireepry = {(W1,..., Ya)i}licpo,r), der bis auf Ununterscheidbarkeit
eindeutig ist, mit {¢; ¢ }sepr) € £, 1=1,...,d, und

M, = Mo + / W (s) AW (s).

Erginzung:
Ist {My}se(o,1) ein lokales Martingal beziglich der Brown’schen Filtration, fir
das obige Bedingung nicht zu gelten braucht, dann hat es eine solche Darstel-

lung mit einem Prozess {1 }iepo,r) (i = 1,...,d), fir den fOT | (t)]|? dt < oo
(fast sicher) gilt.

Das bisher fiir Prozesse aus £ im Integranden eingefiihrte Integral kann
noch fiir eine groflere Prozessklasse (mittels Lokalisation) formuliert wer-
den, welcher auch der in der vorausgehenden Ergénzung angefiihrte Prozess
{¥t}tcpo,1) angehort®!. Definiert man fiir die erweiterte®® Prozessklasse:

H = {{X:i}icjo,7) ist reellwertiger, stochastischer Prozess |
{X¢}tejo, 1) pProgressiv-messbar, f(;‘r X2dt < oo, P — fast sicher }

eine Folge von Stoppzeiten 7, (n € N) gemif:

t
Tn(w) =n/\inf{0 <t< oo /X?(w)ds(w) > n} ,
0
so dass 7, — 00, fast sicher fiir n — oo, dann kann zu jedem {X;};e0,7) € H
eine Folge von Prozessen {Xt}ggfo ] in £ wie folgt angegeben werden:

XM (W) i= Xe(W) ey (wyse, 0< < 00
Damit lasst sich das stochastische Integral definieren als:
L(X) =1, (X(")) . 0<t< .

I;(X) ist ein stetiges, lokales Martingal.

90 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 182 ff., Korn/Korn (1999), S. 81 ff., Jksendal (2003),
S. 51-54; die Erginzung entspricht Korn/Korn (1999), S. 86 (Korollar 53).

91 Vgl. zur Erweiterung des Integrals Korn/Korn (1999), S. 46 ff.

92 Zu L C H vgl. Dothan (1990), S. 191.
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Nach Einfiihrung des stochastischen Integrals kann nun der zentrale Satz
von It6 angefithrt werden, zu dessen Vorbereitung lediglich noch der Begriff
eines It6-Prozesses benstigt wird®3. Ein Prozess {X:t}t>0 heifit It6-Prozess,
falls er darstellbar ist als:

t d t
X: = Xo +/U(s) ds + Z/V,(s) dW;(s), P-fast sicher, t > 0.
0 =1y

Dabei sind: Xy Fo-messbar, {U;}1>0 und {V;;}¢>0 progressiv-messbare Pro-
zesse mit fJ|U(s)|ds < oo und fé V2(s)ds < oo, P-fast sicher, fiir alle
t > 0,7 = 1,...,d. Ein m-dimensionaler It6-Prozess besteht aus n eindi-

mensionalen It6-Prozessen. Das Integral fot U(s)ds ist im Lebesgue-Stieltjes
Sinne definiert®4.

Zur Notation:

o Mit {X;};>0 Ité-Prozess und {Y:}:>0 progressiv-messbarer, reellwertiger
Prozess gilt®®:

t t d t
/0 Y(s)dX(s) = /0 Y(e)U(s)ds+ /0 Y (s)Vi(s) dWi(s).

o X; bzw. X(¢) (t € I) konnen im Folgenden auch anstelle von {X;}:cs ste-
hen, sofern sich die Unterscheidung zwischen einem (gesamten) Prozess,
welcher hierbei durch ein beliebiges ¢ aus einem ggf. implizit gegebenen
Wertebereich représentiert wird, und seiner Auspréigung als Zufallsvariable
zu einem speziellen Zeitpunkt ¢ aus dem Zusammenhang ergibt. Dariiber
hinaus steht fiir den Prozess X (¢) (¢ € I) mitunter auch kurz X(.).

o Allgemein wird eine Integralgleichung wie die obige bezeichnet durch:

d
dXy =U(t)dt+ Y Vi(t) dWi(t).

i=1

Satz 2.8 [t6-Formel (Satz von It6)%°

o Findimensionale Formel:
Sind { X }i>0 ein Ité-Prozess (wie zuvor beschrieben) und f : [0,00) x R —
R eine im ersten Argument einmal, im zweiten zweimal stetig differenzier-
bare Funktion, d.h. f € CH2([0,00) x R), dann gilt (P-fast sicher, t > 0)

fLX@) = f(O,X(O))+Oftft(s,X(S))dHOftfx(s,X(S))dXs

+1 Of‘fxx<s,x<s)>d[x,X1s,

93 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 48 f., Pksendal (2003), S. 44 sowie 48.

94 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 23.

95 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 49.

9 Vgl. zu Darstellung und Beweis Karatzas/Shreve (1991), S. 149-153, Korn/Korn
(1999), S. 50-60, und Jksendal (2003), S. 44-49.
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wobei f(t, X (t)) wieder ein Ité-Prozess ist. Der quadratische Variationspro-
zess hat in diesem Fall die Gestalt: d[X, X]; = Z?:l V2(s)ds.

e Mehrdimensionale Formel:
Sind {X()}es0 = {(X1(t),..., Xn(t)) }t>0 ein n-dimensionaler Ité-
Prozess mit X;(t) = X,-(O)+f0t Ui(s) ds+Z;l=1 fot VijdWi(s), i=1,...,n
und f : [0,00) x R® — R eine im ersten Argument einmal und in den

Argumenten 2,...,n + 1 zweimal stetig differenzierbare Funktion — kurz
ebenfalls f € CH2([0,00) x R®) —, dann gilt (P-fast sicher, t > 0):

ft,Xa1(2),...,Xn(®) = f(O,Xl(O),...,Xn(O))+{tft(s,X1(s),...,Xn(s))ds

43 [ (5200, X)) dXi(6)

@
:I

+; 3 ffxx (5, X1(8), . ., Xn(8)) d[Xi, Xj]s-

,7=10

Ft, X1(t), ..., Xn(t)) ist wieder ein It6-Prozess und die quadratische Ko-
variation ist d[X;, X;]¢ = ZZZI Vi (t) Vi () dt.

Aus der It6-Formel ergibt sich unmittelbar Folgendes:

Satz 2.9 Produktregel oder Partielle Integration®”
Sind {X1(t) }1>0 und {X2(t)}e>0 zwet [té-Prozesse mit:

X1(t) = Xi1(0) +jU1(s) ds + Zd:ft i(8)dW;(s), P-fast sicher, t >0,
0 i=10

X2(t) = X2(0) +ftU2(s) ds + Zd:ft Vai(s) dWi(s), P-fast sicher, t > 0,
0 i=10

dann gilt mit f(X1(t), X2(t)) = X1(t)X2(t):

Xl(t)Xz(t) = Xl(O)Xz(O) +be1(S) dXz(S) +£X2(S) Xm(S) +£d[X1,X2](S)

X1 (O)Xz(O) + j <X1 (S)Uz(s) + Xz(s)Ul (S) + l=zd:1 Vu(s)Vzi(s)) ds

E 5 (X (8)Vails) + Xa(s)Vaa(s)) dWils).

=10

Gegeniiber der gewohnlichen Produktregel ergibt sich ein ,,Zusatzterm“ aus
der quadratischen Kovariation. Der It6-Kalkiil besitzt demnach eigene Re-
chenregeln. Dies verdeutlicht das folgende einfache Beispiel.

97 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 155, Korn/Korn (1999), S. 60.
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Beispiel 2.4 It6-Kalkil am Beispiel’®
Fiir den It6-Prozess X; = W; = fOt dWs, t > 0(Xop = 0), ergibt sich mit
f(X) = X? Folgendes:

[\

t t t
Wf=f(Xt)=0+/2W3dws+1/2ds=2/wsdws+t.
0 0 0

Somit gilt
t

1o 1
/Wdes = Wi -5t
0

Gegeniiber der iblichen (Riemann-)Integration tritt der ,,Zusatzterm* %t, also
eine zusdtzliche Zeitdrift, auf. O

Mit Hilfe der It6-Formel kann nunmehr der Aktienkursverlauf nach GL
(2.2) als It6-Prozess beschrieben werden. Sind b(¢),o(t) € £ und W (¢) (¢t > 0)

ein eindimensionaler Wiener-Prozess, dann ist fiir t > 0 X (¢) = fot b(s)ds +
fot o(s) dW (s) ein It6-Prozess und S(t) = S(0)eX® ist gegeben durch:

Sit) = S0)+ / 5(0)e*® dX(s)+% / 5(0)e™®) d[X, X](s)
& S@k) = S(O)+/ <S(s)l~)(3)+%5(s)a2(s)> ds+/S(s)a(s) dw (s).

In Kurzschreibweise gilt also — mit Anfangswert S(0):

ds(t) = S(t) | (b(t) + %az(t))dt +o(t)dw(t) | . (2.3)
= b(t)

Der Aktienkursprozess besitzt eine Zeitdrift von S(t)b(t)dt (= S(t)(b(t)
+30?(t)) dt), wobei im Weiteren der Prozess b(.) als erwartete Driftrate be-
zeichnet werden soll. o(.) wird Volatilitits-Prozess genannt. Der Aktienkur-
sprozess S(t) = S(0)elo (t(s)=3o@®) ds+[jo()aW(s) (¢ > 0) ist folglich auch
durch die stochastische Differentialgleichung (2.3) (im Sinne von Ununter-
scheidbarkeit) gegeben. Umgekehrt kénnte man auch von der stochastischen
Differentialgleichung, mithin der durch sie représentierten Integralgleichung,
ausgehen und einen Prozess suchen, der sie erfiillt. Fiir einen speziellen Typ
von stochastischen Differentialgleichungen gibt der folgende Satz eine Lésung
an.

98 Vgl. Jksendal (2003), S. 29, 45.
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Satz 2.10 Variation der Konstanten nach Korn/Korn®®

Gegeben seien eine d-dimensionale, an die Filtration {Fi}i>0 adaptierte
Brown’sche Bewegung W(t) (t > 0) und die ein- bzw. d-dimensionalen,
progressiv messbaren Prozesse A(t), a(t), ¥(t) = (Vi(t))i=1,..d, ¥(t) =

(Wi(t))iz1,...a (¢ > 0) mit [y (JA(s)] + la(s)]) ds < oo und S0, [7 (¥3(s)
+1[1i2(s)) ds < oo, P-fast sicher, fir alle t > 0. Dann ist die Losung der
stochastischen Differentialgleichung:

dx(t)
X(0)

(AD)X () +a(t)) dt + (X ()P’ (t) +¥'(t)) dW (2),
z (Anfangsbedingung)

bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig gegeben durch den adaptierten Prozess:

X(t)—za)( +f ()(a(s> W (eu(s) ds+ [ ﬁws)dww)).

Dabei ist: 1 1
[ s)—1 $)12) ds+ [ ¥/ (s s
20 _ (A= HIv@I?) dot [ ¥ (0 aw ) (t30).
Z(t)(t > 0) ist zudem Losung der Gleichung dZ(t) = Z(t) (A(t)dt +¥'(t)
dW (t)) mit Z(0) = 1.

Zu der bisher eingefithrten Aktie, symbolisiert durch ihren Kursprozess
S(.), soll noch eine risikolose Anlage- bzw. Verschuldungsmoglichkeit, ein
Bond, hinzukommen. Der Wertprozess des Bonds {So(t)}:eo, 1) ergibt sich
aus folgender Differentialgleichung:

dSo(t) = So(t)r(t) dt

mit einem progressiv-messbaren Prozess r(t)(> 0;¢t € [0,17), fiir den gilt:
fot r(s)ds < oo (t € [0,17]). (Hierbei wird auf das endliche, abgeschlossene
Intervall [0,7] Bezug genommen.) Mit Hilfe des risikolosen Bonds soll nun

der diskontierte Aktienkursprozess (( )) (t € [0,17) betrachtet werden. Durch

Anwendung der It6-Formel, die sich wegen der Risikolosigkeit des Bonds starkt
vereinfacht, ergibt sich:

(5m) = 04 (5)+ m@esw o

- S0
= S (GO -r®)dt+oaw (). (2.4)

Dabei wurde d (So(t)> §01(rt)so (t)r(t)dt = 5 (t)r(t) dt verwendet.

Die erwartete Driftrate des diskontierten Aktienkursprozesses (b(.) — 7(.))

99 Vgl. Korn/Korn (1999), S. 62 f., insbesondere auch zum Beweis, der durch Anwen-
dung der Ité6-Formel zu fiihren ist.
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entspricht einem hoheren erwarteten Riickfluss der Aktienanlage gegeniiber
der risikolosen Anlageméglichkeit, sofern b(.) > r(.) gilt. Der im diskontier-
ten Aktienkursprozess ausgedriickte Barwert der Aktienanlage wichst dann
im Erwartungswert mit der Zeit. Die Abweichungen von diesem Erwartungs-
wert werden wiederum durch die Brown’sche Bewegung W (.), verstérkt oder
vermindert durch den Wert des Prozesses o(.) und proportional zum aktu-
ellen Niveau des Barwertes, bestimmt. Es kann nun gefragt werden, ob der
diskontierte Aktienkursprozess dergestalt formuliert werden kann, dass der
erwartete Anstieg des Prozesses nicht iiber eine Driftrate, sondern durch
ein modifiziertes Wahrscheinlichkeitsmafl erfasst wird, beziiglich dessen der
Prozess zum Martingal wird. Damit wéren fiir Martingale abgeleitete Aus-
sagen auf den betrachteten Prozess anwendbar. Der Martingaldarstellungs-

satz legt dabei nahe, nach einer Darstellung d (&) = &(t) dWy(t) —

So(t)
mit geeignetem Prozess G(.) und einem an die Filtration {F;}c[o,r) adap-
tierten Wiener-Prozess {Wy(t)}:efo,7] — zu suchen. Sollen die , Ausschlége*

des Zufallselementes in der gleichen Gréflenordnung wie vor der 'Transfor-
mation bleiben und soll sich daher die Transformation lediglich auf die
Drift des Prozesses beziehen, ist 5(.) = o(.) zu fordern!®’. Dann miisste
a(t) dWo(t) = (b(t) — r(t)) dt + o(t)dW (t) gelten. Fiihrt man nun den Pro-
zess O(t) := o7 1(t)(b(t) — r(t)) (t € [0,1]) ein, so bleibt die Frage, ob durch
dWo(t) == o= 1(t)(b(t) — r(t))dt + dW(t)(t € [0,1]) ein Wiener-Prozess
beziiglich der (urspriinglichen) Filtration {F;}+c[o,r] charakterisiert ist. Durch
das Folgende erweist sich eine Iransformation, fiir die diese Frage zu bejahen
ist, auch fiir mehrdimensionale Prozesse als moglich.

Dazu werde ein Prozess {Z(t)}:cjo,r] wie folgt definiert: Ausgehend
von einem progressiv messbaren, d-dimensionalen Prozess {Y(t)}¢c[o,) mit
fot [|Y(s)||?ds < oo (t € [0,7]), P-fast sicher, und einem d-dimensionalen
Wiener-Prozess sei der Prozess Z(.) durch die folgende stochastische Integral-
gleichung:

d t
Zo(t)=1-3 / Zo(s)Yi(s) dWi(s) (t € [0,T]) (2.5)
i=17%
gegeben. In Differentialschreibweise entspricht dies dZg(t) = —Zg(t) Y (¢)’

dW (t) mit der Anfangsbedingung Z,(0) = 1. Die Losung der Gl. (2.5) ist
nach Satz 2.10 gegeben durch:

Zo(t) = e~ 2 o IVOIZ ds=Jg Y (£)dW(s) (4 < [0, 7).

Zo(.) ist als Ito-Integral ein nicht negatives, stetiges, lokales Martingal. Nach
Satz 2.5 ist Zy(.) folglich ein Super-Martingal. Ist Zy(.) dariiber hinaus ein
Martingal, dann gilt E[Zo(t)] = 1 (¢ € [0,7])'°'. Die Martingaleigenschaft

100 Auf die Problematik des Grades der Identitit braucht hier nicht eingegangen zu
werden.
101 gl Karatzas/Shreve (1991), S. 191.
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wird im Weiteren benétigt, so dass hierfiir zunéchst noch eine hinreichende
Bedingung hinsichtlich des Prozesses Y(.) angegeben wird.

Erfiillt der Prozess Y'(.) fiir ein endliches, nicht negatives 1" die Nowikov-
Bedingung'®?:
E [e% I ||Y(s>||2ds] < oo,
so ist der Prozess Zy(.) ein Martingal.

Wenn Zy(.) ein Martingal (mit E[Zy(t)] = 1,t € [0,1]) ist, dann kann
hiermit ein zu P Aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafi Py auf der Filtration
{Ft}tepo,1), beziiglich welcher der Wiener-Prozess {W (t)}:c[o,r) adaptiert ist,
angegeben werden. Zunéchst wird fiir beliebiges 7'(> 0) definiert:

PO,T(A) =F [].AZO(T)] , VAEe€ Fr.

Das fiir 1" definierte Wahrscheinlichkeitsmaf ist konsistent!%® in dem Sinne,
dass gilt:
PO,T(A) = Po,t(A), VA ¢ ft, te [O, T],

so dass der Zeitindex wegfallen kann. Da Zy(.) ein Martingal ist, gilt fiir je-
den Zeitpunkt ¢ (€ [0,17) folglich auch dPy(A) = Zo(t)dP(A) (A € F). Dies
kann fiir ¢ = 1" ohne weiteres geschrieben werden, so dass Zp(1") der Radon-
Nikodym-Ableitung %]]Dé’- entspricht. Es wird nun der Erwartungswertoperator
beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies Py durch Fp[.] gekennzeichnet. Mit
dem Martingal Zp(.) und mit 0 < s < ¢ <7’ gilt fiir eine F;-messbare Zufalls-
variable Y, fiir die Eo[|Y|] < oo ist, die Regel von Bayes'%:

BolY | ] = ——E[Y Zo(t) | Fs], P — baw. Py — fast sicher.
Zo(s)
Die Gleichung gilt ebenfalls, wenn s und ¢ Stoppzeiten sind, die die angegebene
Voraussetzung erfiillen'%®. Nach Einfiihrung des Prozesses Zy(.) kann zum

Ausgangsproblem einer geeigneten Prozesstransformation der folgende Satz
angegeben werden.

Satz 2.11 Girsanov, Cameron/Martin'®® (Satz von Girsanov)

Ist der durch Gl. (2.5) definierte Prozess Zy(.) ein Martingal und ist W(.) ein
d-dimensionaler Wiener-Prozess mit Brown’scher Filtration {Fi}iejo,1), dann
st der durch:

t
Wo,i(t) = Wi(t)+/Yi(s)ds, 1<i<d, teo,T),
0

definierte Prozess {Wy(t)}iejo,1) ein d-dimensionaler Wiener-Prozess, wel-
cher beziiglich der Filtration {F;}icpo,1) adaptiert ist.

102 Vgl. Karatzas/Shreve (1991), S. 198 f.

103 vgl. Korn/Korn (1999), S. 107.

104 Vgl. zu Satz und Beweis Karatzas/Shreve (1991), S. 193.

105 Vgl. mit Beweis Korn/Korn (1999), S. 108.

106 vgl. Bingham/Kiesel (2004), S. 198 f., Duffie (1996), S. 288 f., Karatzas/Shreve
(1991), S. 190 ff.
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Der Martingaldarstellungssatz (Satz 2.7) gilt beziiglich des neuen Wahrschein-
lichkeitsmafles Py analog, wobei es fiir das Weitere geniigt, auf Prozesse im
Integranden abzustellen, deren Komponenten der Prozessklasse H, wie auch
der den Prozess Zy(.) definierende, d-dimensionale Prozess Y (.), angehéren?”.
Zu beachten ist allerdings, dass Zy(.) ein Martingal ist.

Satz 2.12 Martingaldarstellungssatz beziiglich P18

Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.11 besitzt ein Prozess {Mo(t)}se(o,1)
der beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies Py ein Martingal ist, die Darstel-
lung:

¢
Mo (t) = Mo(0) + / ©'(8)dWo(s), 0<t<T, fastsicher,
0

wobei ¢(.) ein progressiv messbarer, R%-wertiger Prozess mit fOT [le(s)||*ds <
00 1st.

Im Falle des bereits betrachteten diskontierten Aktienkursprozesses ist bei
Anwendung des Satzes von Girsanov Y (t) = 0(t) = % (t € [0,17) zu
setzen; dann gilt (¢ € [0,77):

So(t) So(t)
= S0 - @) de+ oft)aWa(t) - (5(1) - (1) )

- %dt) AW (t).

J ( 5(¢) ) — SO (bt) = r() dt + o(t) AW (1))

Der diskontierte Aktienkursprozess ist beim Wahrscheinlichkeitsmafl Py,
beziiglich welchem Wy(.) ein adaptierter Wiener-Prozess ist, ein Martingal
— wobei o(.) € L vorausgesetzt war.

Zum Ende dieses Abschnittes soll noch auf ein fiir die Herleitung optimaler
Portfolios im Zeitablauf wichtiges Hilfsmittel eingegangen werden. Es handelt
sich um die stochastische Steuerung, welche bei bestimmten Parameterpro-
zessen die Ermittlung eines optimalen Steuerungsprozesses erlaubt. Die sto-
chastische Steuerung beruht auf der Herleitung der Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung, einer partiellen Differentialgleichung zur Bestimmung eines Steue-
rungsprozesses, der ein Kostenfunktional minimiert bzw. eine Gewinnfunkti-
on maximiert. Das zugrunde liegende Problem und der Lésungsansatz sollen
nunmehr dargestellt werden, wobei die Allgemeinheit bereits auf das fiir die
weitere Verwendung notwendige Mafl reduziert wird. Die Darstellung folgt
Korn/Korn (1999), S. 259 ff. — nahezu identisch —, so dass auf die dort zu
findenden Beweise verwiesen wird!%?.

107 Vgl. hierzu die Ergénzung zu Satz 2.7.

108 Vgl. zu Satz und Beweis Karatzas/Shreve (1998), S. 24 f.

109 Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung wird auch in @ksendal (2003), S. 238 fF.,
hergeleitet. Vgl. zu einer ausfiihrlichen Behandlung der stochastischen Steuerung mit all-
gemeineren Existenzbedingungen Fleming/Rishel (1975), insbesondere S. 155 ff.
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Gegeben sei ein n-dimensionaler It6-Prozess X; (¢ € [0,17]), basierend auf
einem d-dimensionalen Wiener-Prozess W;, mit:

dXt = b(t,Xt,’U,t)dt+0’(t,Xt,’U,t)th, (26)

wobei fiir die Koefizientenfunktionen gilt: b : [0,7] x R® x U — R™ und
o : [0,7] x R* x U — R™? sind progressiv messbar, stetig und fiir fe-
stes u € U in den ersten n + 1 Argumenten (im Inneren des Definiti-
onsbereichs) stetig differenzierbar; daruber hinaus gelte mit einer Konstan-
ten k: |G+ 121l < &, 15211+ 1551 < &, lIb(t, X, 0]l + llo(t, X, u)|| <
EQ+|1X] + ||u||) 10 (bzw u(t)) 1st ein progressiv messbarer Prozess, fiir
den gilt: vy € U C Rd (t € [0,7]) (U abgeschlossen). Ferner muss mit u¢
die stochastische Differentialgleichung (2.6) mit dem Ausgangswert(vektor)
X(0) = z eine eindeutige Losung besitzen und es gilt fiir alle k& € N bzw.

tel0,1]: [fo |u(s)|kds] <oound E [ sup |X(s)|* | R, X(t) =Z| < o0,
s€(t,T)

wobei der letzte Ausdruck den Erwartungswert des Supremums aus Sicht des

Zeitpunktes t bei einem dann gegebenen Ausgangswert(vektor) Z kennzeich-

net; ein solcher Erwartungswert wird auch durch E%#[...] ohne den Bedin-

gungsteil in den eckigen Klammern dargestellt.

Der Prozess X(.) soll nur so lange einer Steuerung unterliegen, bis der Pla-
nungshorizont erreicht ist (¢ = 1") oder der Prozess bereits zuvor auflerhalb
eines vorgegebenen, offenen Bereiches (O C R™, offene Menge) gerat. Ab-
schluss und ,Rand“ von O werden durch O bzw. 00 symbolisiert. Ist bspw.
X (.) ein Vermdgensprozess, wie im nachfolgenden Abschnitt spezifiziert wird,
dann kénnte O = R, 4 sein. Danach wiirden nur (echt) positive Vermégen ge-
steuert; das Erreichen eines Vermdgens von null wiirde zu einem Abbruch der
Steuerung fithren. Die Menge der zuléssigen Steuerungen u(.), die bei einem
Anfangsvermogen x, welches sich im Steuerbereich O befindet, zum Zeitpunkt
t € [0,7] starten, wird mit A(¢,z) gekennzeichnet. Mit X(f) = Z sei nun
T(t,z) :=inf {t > £ | (t, X (t)) € [£,7") x O} der aus Sicht von ¢ zukiinftige!!!
Zeitpunkt, zu dem der gesteuerte Prozess X (.) den Steuerungsbereich verlésst,
dann wird folgendes Kostenfunktional betrachtet:

J(E,z,u(l) = E? l/ L(s, X (s),u(s))ds + F(r, X (1))

L(.,.,.) und F(,.) sind einwertige, stetige Funktionen, die laufende bzw.
finale, resp. Abschlusskosten reprasentieren und auf [0,7] x O x U bzw.
[0,77 x O fiir ein natiirliches N und ein k£ > 0 folgende Bedingungen erfiillen:
IL(t,z,u)| < k(1+|z|VN +ulN), |F(tz)| < k(1+|zV). Die Steuerung
dient damit der Losung eines stochastischen Optimierungsproblems, bei

110 Als Matrixnorm liegt die Spektralnorm zugrunde, d.h. es gilt |o| =
max;e(y,...,d} VAio'o, wobei A; (i = 1,...,d) die Eigenwerte der d x d-Matrix o’c be-
schreiben; vgl. Biining/Naeve/Trenkler/Waldmann (2000), S. 211.

111 Dabei soll 7 = ¢ nicht ausgeschlossen sein.
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dem sowohl kontinuierliche, ggf. unmittelbar mit der Steuerungsmafinah-
me selbst verbundene Kosten als auch solche, die beim Abbruch auftreten,
beriicksichtigt werden kénnen, wobei L(.,.,.) = 0 oder F(.,.) = 0 jeweils
moglich sind. Das stochastische Steuerungsproblem stellt sich nun wie folgt
dar:

i J(0,z,u(.))-
2Rl ) T )

Der sich bei kostenminimierender Steuerung ergebende Wert des Kosten-
funktionals wird Wertfunktion genannt und stellt sich bei beliebigem An-
fangsvermégen zu einem Zeitpunkt innerhalb des Planungszeitraumes (¢, z) €
[0,7) x O dar als:

V(t,z) = u(.)flérzl‘\f(t,:c) J(t, z,u(.)).

Da die Optimierung anstelle von L(.,.,.) und F(.,.) auch mit —L(.,.,.) bzw.
—F(.,.) durchgefiihrt werden kann, ist ein entsprechendes Maximierungspro-
blem in das beschriebene Minimierungsproblem iiberfiihrbar; es wére somit
im Folgenden analog zu l6sen. Eine Lésung des Minimierungsproblems kann
nun iiber folgenden Ansatz gesucht werden. Hierzu wird der folgende Operator
definiert:

A*G(t,x) = Gult,z) + %sz a5 (t, 2, w)Gx,,x, () + sz bi(t, 2, u)Gx, (1, 2),
wobei G € C12(Q), (t,z) € Q mit Q := [t,1)) x O sowie a := oo’ und u € U.
C12(Q) stehe fiir die Menge der Funktionen {iber Q, die im ersten Argument
einmal, in den {ibrigen Argumenten zweimal stetig differenzierbar sind. Be-
zeichne 0Q := ([, 1) x 80) U ({I'} x O) den ,Rand“ des Steuerbereichs, so
dass Q = QU AQ, dann gilt:

Satz 2.13 Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung*'?
Lést G € CY4(Q) auf Q stetig mit |G(t,z)| < k(1+ |z|N) fir k > 0 und
natirliches N die Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)-Gleichung:

inf (A*G(t, ) + L(t,z,u)) =0, (t,2)€Q,
G(t,z) = F(t,z), (t,x) € 0Q,
und ezistiert fir alle (t,z) € Q ein u*(.) € A(t,z) mit
u’(s) € argmin (A*G (s, X"(s)) + L (s, X" (s), w)) (2.7)
fir alle s € [t,7(s,X*(s))] mit X*(.) als dem gemdfy Gl (2.6) zu u*(.)
gehdrenden Prozess, der gesteuert werden soll, dann ist:
G(t,x) =V(t,x) = J(t,z,u* ().
Findet man folglich eine Funktion G(.,.), die die Hamilton-Jacobi-Bellman-

Gleichung in der angegebenen Weise erfiillt, hat man zugleich die Wertfunkti-
on zum Minimierungsproblem gefunden. Die optimale Steuerung, die letztlich

112 Formulierung nach Korn/Korn (1999), S. 266 f.
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allerdings das ,,Optimierungsziel“ reprisentiert, ist eine Funktion der Funkti-
on G(.,.) und ihrer Ableitungen. Das Vorgehen zur Lésung des Optimierungs-
problems setzt daran an und besteht zundchst darin, die optimale Steuerung
in Abhingigkeit der Zeit und der Unbekannten G, Gy, Gx und Gxx 1! iiber
die Bedingung (2.7) zu bestimmen und nach Einsetzen in die HJB-Gleichung
die sich ergebende partielle Differentialgleichung (kurz PDE fiir partial diffe-
rential equation), wenn moglich, zu 16sen?!4.

Damit ist die stochastische Steuerung, soweit hier benétigt, eingefiihrt. Im
Folgenden soll es darum gehen, wie auf Basis natiirlicher stetiger Prozesse
kiinstliche generiert werden. Konkret soll auf Basis einer bestimmten Zahl
von am Markt gehandelten Aktiengattungen und einer risikolosen Anlage, al-
so von natiirlichen Prozessen, beschrieben werden, wie sich ein (kiinstlicher)
Vermogensprozess in Abhéngigkeit einer dem aktuellen Informationsstand an-
gepassten, also ebenfalls als Prozess zu formulierenden Handelsstrategie er-
gibt. Der Vermogensprozess wird folglich durch Transaktionen auf dem vor-
handenen (Kapital-)Markt gestaltet, so dass zunéchst der Markt selbst sowie
der Handel auf ihm einzufiihren sind. Es liegt allgemein eine zeitkontinuier-
liche Modellierung zugrunde, wie sie durch die Beschreibung des Aktienkurs-
prozesses bereits vorbereitet wurde.

2.1.2 Unterstellte Marktgestalt und Vermoégensprozess

Die Spezifikation der Marktgestalt betrifft zun&ichst die Konkretisie-
rung der Handelsobjekte und des Informationsstandes bzw. der Informa-
tionsentwicklung, die mit der ,am Markt befindlichen“, durch die Han-
delsobjekte bestimmten Unsicherheit verbunden ist. Die Moglichkeiten des
Handels auf dem Markt werden durch die Festlegung eines Handelsrah-
mens beschrieben. Fiir diesen wird zwischen einem allgemeinen und einem
vorldufigen Pramissensatz unterschieden. Wiahrend der allgemeine Handels-
rahmen fiir die Untersuchung eines unvollstindigen Kapitalmarktes beibe-
halten wird, wird im vorldufigen Handelsrahmen speziell ein vollstadndiger
Kapitalmarkt unterstellt. Hinsichtlich der sowohl im allgemeinen wie im
vorlaufigen Handelsrahmen genannten Prémissen der Arbitragefreiheit und
der Vollstéandigkeit sind formale Préazisierungen vorzunehmen, fiir die der
Begriff eines (zuldssigen) Vermogensprozesses einzufiithren ist. Im Anschluss
an den Préamissenkanon werden deshalb Vermogensprozesse dargestellt sowie
arbitragefreie und vollstdndige Kapitalmérkte formal charakterisiert. Gene-
rell erfolgt eine kontinuierliche Modellierung der Unsicherheit, welche durch
Wiener-Prozesse generiert wird.

113 Die moégliche Mehrdimensionalitat soll dabei in der Schreibweise verkiirzend beriick-
sichtigt sein.

114 Vgl. diesbeziiglich und zu Anmerkungen hinsichtlich der Existenz einer Losung
Korn/Korn (1999), S. 270 f.
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Allgemeine Charakteristika des im Folgenden zugrunde liegenden Marktes
M3t sollen wie folgt gegeben seinl!®:

1. Informationsstand und -entwicklung:
Ausgehend von einem endlichen Planungszeitraum 1" und einem geeigne-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) ist die Informationsentwicklung ge-
geben durch die Brown’sche Filtration {F;}icjo,r) zum d-dimensionalen
Wiener-Prozess {W; };¢[0,7], dessen Komponenten stochastisch unabhéngig
sind. Der Informationsstand und das Wissen um die Stochastik seiner wei-
teren Entwicklung sind allen Marktteilnehmern kostenfrei zugdnglich.

2. Handelsobjekte und ihre Preise: Es existieren!6:
— ein risikoloser Bond Sy(.), dessen Wertentwicklung iiber den konti-
nuierlichen Prozess des risikolosen Zinssatzes r(.) durch die stochasti-
sche Differentialgleichung dSo(t) = So(t)r(t) dt beschrieben wird, so dass
So(t) = Sp(0)elom()ds gilt (¢ € [0,77]). Aus Griinden einer vereinfachten
Notation wird dabei von Sy(0) = 1 ausgegangen. Risikolose Anlagen wer-
den durch den Kauf, Kreditaufnahmen durch Verkauf bzw. Emission des
Bonds abgebildet. Der risikolose Zinssatz entspricht folglich zugleich einem
Haben- und einem Soll-Zinssatz; ferner
— risikobehaftete Anlagen, im Weiteren auch als Aktien bezeichnet, deren
Wert sich geméf:

dSi(t) = Si(t) (b,(t)dt + i aij(s) dW] (8)

& Si(t) = Sl(o)e.ll’.(bi(S)—%Zf,‘=la,?_,(s))ds+2f,‘=1.l}{ a5 (s) dW; (s)

(i=1,...,m 0<t<T)

entwickelt und die einen kontinuierlichen Dividendenstrom in Hohe von
»Si(t)0;(t) dt“ mit dem n-dimensionalen Prozess der Dividendenraten

6(.) = (0:i(.))i=1,..,n aufweisen. Der n-dimensionale Vektor der Drift-
raten b(.) = (b;(.))i=1,..n sowie der n x d-wertige Volatilitétsprozess
o() = (aij(.))g._ill ..... ~ seien ebenso wie die Prozesse r(.) und 6(.) pro-

gressiv messbar. Zudem erfiillen sie f0T|r(t)|dt < 00, f0T||b(t)||dt <

00, fOT [|6(¢)||dt < oo und Y7, Z?Zl OT oZ(t)dt < oo, jeweils P-fast
sicher. Hinsichtlich der Wertebereiche wird vorausgesetzt: 9;(t,w), b;(t,w) :
0,7 x Q - R; rt,w), 05(t,w) : 0,1 xQ - Ry (i =1,...,n;j =
1,...,d)'17; 0, (.) steht kurz fiir den i-ten Zeilenvektor von of(.). Ferner ist
der Vektor der Aktienpreise am Planungsbeginn S’(0) = (S51(0),. .., S,(0))

115 Vgl. zur formalen Spezifikation in den ersten beiden Punkten Karatzas/Shreve
(1998), S. 4 f.

116 Piir die weitere Betrachtung wird der Zeitparameter des Kursprozesses zu einem
Wertpapier des Kapitalmarktes nicht mehr als Subskript verwendet. Dieses dient vielmehr
der Differenzierung von Prozessen.

117 Das zweite Argument (w) wird wiederum zur Vereinfachung der Notation nicht auf-
gefiihrt.
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in jeder Komponente strikt positiv (S(0) > 0). Die Individuen sind Preis-
nehmer, d.h. die Marktteilnehmer haben (durch den Handel o.a.) keinen
Einfluss auf die Wertpapierpreise.

3. Allgemeiner Handelsrahmen:
Es findet ein permanenter Handel statt. Die Wertpapiere sind beliebig teil-
bar; ihre Preise konnen beliebige nicht negative, reelle Werte annehmen. Es
gibt keine Transaktionskosten. Arbitragemdglichkeiten sind ausgeschlossen.
(Die formale Beschreibung einer Arbitragemoglichkeit erfolgt im Zusam-
menhang der nachfolgenden Darstellung von Vermégensprozessen'!8.)

4. (Vorldufige) Erweiterung des Handelsrahmens:
Der betrachtete Kapitalmarkt ist vollstindig; d.h. insbesondere, dass die
Wertpapiere (Aktien, Bond) in unbegrenzter Héohe handelbar und Leer-
verkdiufe erlaubt sind!19.

5. Marktteilnehmer:
Als Marktteilnehmer treten vornehmlich natiirliche Personen (Individuen)
auf. Die Individuen werden als nutzenmazierend unterstellt. U.U. ist jedoch
eine Unterscheidung zwischen Marktteilnehmern in Gestalt natiirlicher Per-
sonen und Unternehmen nicht nétig. Die bisher beschriebene Marktgestalt
gilt dann fiir Individuen und Unternehmen gleichermafen.

Der Primissenkanon bedingt, dass der betrachtete Markt Mv¥% ein voll-
kommener Kapitalmarkt ist!?°. Allerdings wird die Annahme eines keinen
Restriktionen unterliegenden Handels bei der Betrachtung unvollstdndiger
Kapitalmérkte aufgegeben werden; insofern ist die ,, Erweiterung des Handels-
rahmens® als ,vorldufig® zu betrachten. Eine Operationalisierung des nut-
zenmaximierenden Verhaltens der natiirlichen Personen erfolgt spéter.

Auf dem Markt MYS' werden die n + 1 Prozesse {y;(t)}o<t<r und
{ﬂ'i(t)}OStST = {(pi(t) Si(t)}OStST (7, = O,l,...,n) betrachtet. Es wer-
den damit die n-wertigen Prozesse ¢(.) = (1(.),...,¢n()) und n(.) =
(m1(), ... () gﬁir fixes t als Spaltenvektoren) gebildet, so dass jeweils
P-fast sicher gilt!2!:

/0T|7r0(t)+1r'(t)1n||r(t)|dt < oo, (2.8)

/ TR OO0 +50) - r1)|dt < oo, (2.9)
0

118 Dje explizite Formulierung der Arbitragefreiheit erfolgt affirmativ, da sie zudem der
Definition eines vollstandigen Kapitalmarktes zugrunde liegen wird.

119 Dariiber hinaus miissen in einer noch zu spezifizierenden Weise ,,geniigend geeigne-
te“ Wertpapiere vorhanden sein, so dass siamtliche am Markt relevanten Risiken dadurch
handelbar werden.

120 Vgl. bspw. Franke/Haz (2004), S. 153, 343 f., sowie auch Neus (2001), S. 332. An-
zumerken ist, dass aufgrund des allgemeinen Informationsstandes homogene Erwartungen
der Marktteilnehmer bestehen. Die Existenz bzw. Nicht-Existenz von Steuern soll spiter
behandelt werden.

121 vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 6 f.
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/0 o/ Or@IFdt < oo (2.10)

Die Prozesse ¢(.) und 7(.) sollen progressiv messbar sein. 1, steht fir den
n-dimensionalen Vektor, dessen Komponenten simtlich den Wert 1 aufweisen;
das Subskript zur Kennzeichnung der Dimension des Vektors kann weggelas-
sen sein, wenn sich diese aus dem Zusammenhang ergibt. (Analog wird im Fol-
genden der Vektor O,y verwendet.) Die Prozesse ¢(.) und 7(.) représentieren
die Zusammensetzung des Portfolios des betrachteten Investors fiir den Zeit-
punkt ¢; ¢(.) wird als Handels-Prozess, w(.) als Portfolio-Prozess (in Abso-
lutbetrigen) bezeichnet. Die Komponente ¢;(.) (¢ = 0,1,...,n) des Vektors
(00(.),1(.)s---,0n(.)) gibt die Anzahl der Grundeinheiten — Sy(.) fiir den
Bond und S;(.) fiir die Aktien — des Wertpapieres i (€ {0,1,...,n}) an, mit
der dieses im Portfolio gehalten wird. m;(.) steht analog fiir den (Absolut-
)Betrag, der in die Wertpapiergattung investiert ist. Vorldufig kénnen die
einzelnen Prozesse beliebige reelle Werte annehmen, wobei ¢g(t) < 0 bzw.
mo(t) < 0 einen Kreditbestand im Zeitpunkt ¢ und ¢;(t) < 0 bzw. m;(t) < 0
einen Bestand an leerverkauften Aktien der Gattung ¢ € {1,...,n} kenn-
zeichnen. Im Mittelpunkt der folgenden Betrachtungen werden oft Portfolio-
Prozesse in Absolutbetridgen bzw. daraus im Folgenden abgeleitete Portfolio-
Prozesse in Relativbetrégen stehen, ohne dass die Unterscheidung zu Handels-
Prozessen jedoch von Relevanz wére. Bei der Formulierung von Handelsre-
striktionen im Rahmen der Behandlung unvollstindiger Kapitalmarkte er-
langt die Differenzierung Bedeutung.

Da ein Portfolio-Prozess das Investitionsverhalten eines Investors wi-
derspiegelt, hdngt von der Wahl dieses Prozesses unmittelbar dessen
Vermogensentwicklung ab. Die Entwicklung des Vermogens wird durch
einen Vermogensprozess beschrieben. Hierfiir wird zunéchst ein kumulierter
Gewinn/Verlust-Prozess G(t) (t € [0,1) wie folgt definiert:

dG(t) = mo(t)r(t)dt+¢ (t)dS(t) +7'()6(t) dt

= mo(t)r(t)dt+ Y i) Si(t) ((bi(t) + 8:(t)) dt + 0. (t) AW (2))

i=1

= mo(t)r(t) dt + ' (t) ((b(t) + 6(t)) dt + o (t) AW (2)). (2.11)

Der Term A beschreibt den Vermogenszuwachs, der aus risikoloser Anlage
(mo(t) > 0) bzw. aus Verschuldung (mo(t) < 0) erwéchst. Der Ausdruck B
steht fiir den Zuwachs, der aus Aktienkursinderungen resultiert, und C be-
schreibt den Zu- bzw. Abfluss aus Dividendenertrigen, die jeweils proportional
zu dem in eine Aktiengattung investierten Betrag sind; bei einem Leerverkauf
in der Aktie ¢ wirkt die Dividende als Vermégensabfluss, sofern 4;(.) > 0.

Zur Veranschaulichung des dargestellten kumulierten Gewinn/Verlust-
Prozesses fiir den kontinuierlichen Fall soll der Prozess noch fiir eine zeit-
diskrete Situation beschrieben werden. Zu beachten ist dabei insbesondere,
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dass das stochastische Integral {iber die linken Intervallgrenzen als It6-Integral
definiert wurde. Die Beschreibung setzt an den am Ende eines jeden Teil-
intervalls entstandenen Gewinn bzw. Verlust an, der bei der Bestimmung
von Gg;skr.(t) zu kumulieren ist. Fiir einen diskretisierten Planungszeitraum
0=ty <t; <...<tyn =1 kann der Gewinn/Verlust des Zeitpunktes tx
gegeniiber dem vorausgehenden Zeitpunkt tx—1 (k = 1,...,m) als folgende
Differenz dargestellt werden:

Giskr.(tk) — Gaiskr. (te—1) =

o(te—1)(So(tr) — So(tk-1)) + Y @i(tk-1) (Si(tk) — Si(tk-1))

=1

+ ) 8i(tk-1)Si(th-1)-

i=1

Der Betrag D := o(tr_1)So(tx) + Z 0i(te—1)Si(tx) + Z 0i(tk—1)Si(tk-1)

entspricht dem aus der Portfoho-Blldung intg_ nunmehr fur den Zeitpunkt
tx zur Verfiigung stehenden Betrag, welcher zusammen mit einem ggf. auf-
tretenden exogenen Zu- oder Abfluss E;, das im Zeitpunkt ¢ fiir die Neu-
strukturierung des Portfolios vorhandene Vermdogen représentiert. Die neue
Struktur des Portfolios spiegelt sich im Handelsprozess ¢(t) wider, so dass

n

gelten muss: D + Fy, = @o(tr)So(tk) + Y. vi(tr)S:i(tx). Gilt fiir jeden Zeit-
i=1

punkt ¢, (k=1,...,m):

Gaiskr. (tk) f:l (Gaiskr.(tj) — Gaiskr.(tj—1)) = po(tk)So(te) + f:l @i(te)Si(tx)
j= =

mo(te) + éwi(tk>

sowie Gaiskr.(0) = m(0) + D7 m(0) = 0, so dass das zu einem belie-
bigen Zeitpunkt vorhandene Vermégen ausschliefilich durch bis dahin rea-
lisierte Gewinne und Verluste zustande gekommen ist — d.h., dass E;, =
0,k=0,1,...,m ist —, dann heifit der Portfolio-Prozess (mq(.), 7’(.))’ selbst-
finanzierend. Dies wird fiir den kontinuierlichen Fall wie folgt formuliert:

Ein (kontinuierlicher) Portfolio-Prozess (mo(.), 7’(.))" heifit selbst-finanzie-
rend, falls
G(t) = mo(t) + 7' (t)1n, VYt e€[0,T),
und G(0) = mp(0) + n’(0)1, = 0, P-fast sicher. Hierbei gilt G(t) =
Jy dG(s) (t € [0,1]) mit dG(s) gemaB Gl (2.11).

Das tatsichliche Vermogen eines Investors zum Zeitpunkt ¢ wird iiblicher-
weise nicht ausschlieflich durch die Anlage-/Verschuldungspolitik, sondern
auch durch exogene Zahlungen beeinflusst. Als solche sollen im Weiteren ein
Anfangsvermégen x (> 0) als exogene Einzahlung im Zeitpunkt ¢ = 0 sowie
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ein kontinuierlicher, von der Umweltentwicklung moglicherweise abhéngiger
Konsumprozess c(t,w), kurz c(t) (t € [0,17]), eingefiihrt werden. Damit ist ein
Vermégensprozess X (.) definierbar.

Ein Konsumprozess {c(t)}icjo, 7] ist ein {Fi}ie(o,7)-Progressiv messbarer,
nicht negativer, reellwertiger Prozess mit fOt c(s)ds < oo, fast sicher!??
dariiber hinaus wird Ey [ fot c(s) ds] < 0o vorausgesetzt. Bei gegebenem An-

fangsvermégen z (> 0) und fiir einen Konsumprozess c¢(.) stellt sich der
Vermdagensprozess {X (t)}1epo, 1) dar als:

X(t)=o— /c(s) ds+G(t), te[0,T), (2.12)
0

wobei G(.) den kumulierten Gewinn/Verlust-Prozess darstellt, der sich
aus dem Portfolio-Prozess (mo(.),n’(.))’ ergibt. Der dergestalt definier-
te Vermogensprozess ist stetig bei den im Weiteren gewéhlten Portfolio-
Prozessen. Bezeichnet I'(.) allgemein einen Einkommensprozess mit geeigne-
ten Eigenschaften, der fiir die hier anzustellenden Betrachtungen die Gestalt
i) =z - fot c(s)ds(t € [0,77) annimmt, dann heifit der Portfolio-Prozess
(mo(.), 7' (.))" T'(.)-finanziert, wenn gilt:

X(t) =mo(t) +7'(t)1n, te[0,T] (2.13)

Zur Kennzeichnung der Abhéngigkeit des Vermogensprozesses von Anfangs-
vermogen, Konsumprozess und Portfolio-Prozess wird ggf. X7 (.) geschrie-
ben. Da sich my(.) {iber Gl. (2.13) aus X (.) und =(.) ergibt, steht =(.) allein
auch stellvertretend fiir den (gesamten) Portfolio-Prozess!?3. Mit Hilfe von
Gl. (2.11) kann aus Gl. (2.12) der Vermogensprozess in Differentialform wie
folgt angegeben werden:

dX(t) = —c(t)dt+dG(t)
= —c(t)dt + mo(t)r(t) dt (2.14)
+7'(8) ((b(t) + 6(t)) dt + o (t) dW(t)) (2.15)

Damit lasst sich der diskontierte Vermdgensprozess S (t) (t € [0,17) be-
schreiben, der fiir die weitere Betrachtung von besonderem Interesse ist. Da

d (Sol(t)) =-5 (t)r(t) dt*?* und X (t) = mo(t) + '(t)1, (¢t € [0,1]) gelten,
ist fiir t € [0,17]:

d<;,i((?)> - 5 (t) dX(t)+X(t)d<S (t)> +0

)
= St w0
((b(E) + 8(t) — (£)1n) dt + o (£) AW (2)). (2.16)

122 Sofern der Bezug zum relevanten Wahrscheinlichkeitsma8 unmittelbar hergestellt
werden kann, wird ggf. auf dessen Angabe verzichtet.

123 Es wird hierbei die Schreibweise von Karatzas/Shreve (1998), S. 11, ibernommen.

124 ygl. 53.
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Dies ergibt mit %(00)) = z die folgende Darstellung fiir den diskontierten

Vermégensprozess (t € [0,1):

+ / Sol(s)w'(s)a(s)dW(s). (217)

Mit z = 0 und ¢(.) = 0 ist der diskontierte kumulierte Gewinn/Verlustprozess
daraus ableitbar als (¢t € [0,71]):

X00m() Gt _
So(t) ~ So(t)

0/ S5 () (ble) +6(6) = r(5)1n) ds + O/ 5" @) W (e). (219

Vor dem Hintergrund, dass als exogener Zahlungsstrom wéhrend des Pla-
nungszeitraumes lediglich ein Vermogensabfluss fiir den Konsum des Inves-
tors stattfindet und ein zukiinftiger Konsum nicht von einem Dritten ge-
schenkt wird, ist ein negatives Vermégen nicht moglich!2. Ein Portfolio- und
Konsum-Prozess soll deshalb nur dann zuléssig sein, wenn der zugehorige
Vermogensprozess nicht negativ wird. Insbesondere sind somit auch nur solche
Portfolio-Prozesse zulissig, bei denen der kumulierte Gewinn/Verlust-Prozess
nach unten beschrinkt ist!?6. Es wird somit fiir ein Konsum-/Portfolio-
Prozesspaar (c(.),n(.)) definiert:

(c(t),m(t)) zuldssig < X®7(t)>0, Vte][0,T],fast sicher.

Im Folgenden werden nur zuléssige Konsum-/Portfolio-Prozesspaare betrach-
tet bzw. fiir den kumulierten Gewinn/Verlust-Prozess nur zuléssige Portfolio-
Prozesse, welche sich auf den zugrunde liegenden Vermoégensprozess bezie-
hen. Fiir ein zum Anfangsvermogen z (> 0) zuldssiges Konsum-/Portfolio-
Prozesspaar (c(.),7(.)) wird (c(.),m(.)) € A(x) geschrieben. Falls fiir einen
Zeitpunkt ¢ X (f) = 0 gilt, muss auch c(t) =0 (¢ € [{,1]) (fast sicher) gelten.

Anstelle des Portfolio-Prozesses in Absolutbetrigen wird mit Bezug auf den
Vermogensprozess im Weiteren héufig auch der Portfolio-Prozess in Relativbe-
tragen {p(t)}tejo,r) verwendet, der auch als Prozess der Portfolioanteile, kurz

125 Vermogensprozesse werden spiter auch zur Beurteilung von (bedingten) Zahlungen
herangezogen, welche auch negativ sein kénnen. Dann ist die Nicht-Negativitdtsbedingung
des Vermogensprozesses insofern nicht hinderlich, als der Gegenwartswert der negativen
Zahlung als negativer Wert eines vorzeichenverkehrten Riickflusses betrachtet und in dieser
Hinsicht mit einem nicht-negativen Verschuldungsprozess gerechnet werden kann.

126 Dies entspricht der Bedingung zur Vermeidung einer so genannten ,doubling stra-
tegy“, bei der aus ,nichts“ ein beliebiges positives Endvermégen mit Wahrscheinlichkeit
eins erzeugbar ist; vgl. hierzu Karatzas/Shreve (1998), S. 8 ff., sowie Duffie (1996), S. 103 f.
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Anteilsprozess, bezeichnet wird. Dieser ist wie folgt gegeben:

L - fi <
ey i= { FETOF Q0SS (2.19)

1 firrx <t<T.

Dabei ist 7x := inf{t € [0,7] | X(¢) = 0} eine Stoppzeit mit 7(w) := oo,
wenn X (t,w) > 0, Vt € [0,71]. Dadurch gelten die Integrierbarkeitsbedin-
gungen, die an den Portfolio-Prozess in Absolutbetrigen gestellt wurden,
insbesondere Gl. (2.10)!?". 7(.) und p(.) werden beide im Weiteren auch
kurz Portfolio-Prozesse genannt. Die Festlegung des Wertes fiir X(.) = 0
ist willkiirlich; bei nicht vorhandenem Vermégen wird bei einem beliebigen
(endlichen) Wert fiir p(.) stets der Absolutbetrag von null investiert.

Es ist nahe liegend zu fordern, dass die Portfolio-Prozesse zusammen mit
den den Handelsobjekten zugrunde liegenden, natiirlichen Prozessen so ge-
staltet sein miissen, dass auf dem Markt MY$t keine Arbitrage moglich ist.
Die Bedingung eines arbitragefreien Marktes kann {iber selbst-finanzierende
Portfolio-Prozesse (bzw. Handels-Prozesse) folgendermaflen formuliert wer-
den:

Ein Markt MVt ist arbitragefrei, wenn es keinen selbst-finanzierenden
Portfolio-Prozess (mo(.), 7’(.))’ gibt, so dass gilt!?8:

P(G(T) > 0) = 1 und P(G(T) > 0) > 0,

wobei G(0) = 0, P-fast sicher. Eine Verletzung dieser Bedingung wiirde be-
deuten, dass allein durch Transaktionen am Kapitalmarkt, d.h. ohne eigenen
Kapitaleinsatz, ein positives Endvermogen in Umweltzustinden mit (insge-
samt) positiver Eintrittswahrscheinlichkeit erzielbar wire, ohne dass (in an-
deren Umweltzustinden mit positiver Eintrittswahrscheinlichkeit) Verluste
in Kauf zu nehmen wéiren. Dementsprechend koénnten fiir den betrachteten
Markt MV$t Portfolio-Prozesse (bzw. Handels-Prozesse) ausgeschlossen wer-
den, die eine solche Arbitrage-Moglichkeit beinhalten. Es wiirde sich jedoch
nicht als sinnvoll erweisen, die Menge der Handels-Prozesse einzuschrénken,
soweit es sich zumindest um zuléssige handelt. Die Arbitragefreiheit des Mark-
tes sollte demgegeniiber durch eine ,austarierte“ Parameterkonstellation der
Handelsobjekte sichergestellt werden, aufgrund derer mit dem grundsétzlich
erlaubten Handel keine risikolosen Gewinne erzielt werden kénnen. Eine hin-
reichende Bedingung hierfiir ergibt sich aus dem Folgenden.

127 Vgl. hierzu mit Beweis Karatzas/Shreve (1998), S. 263 ff.

128 vgl. Bingham/Kiesel (2004), S. 106, Karatzas/Shreve (1998), S. 11, unter Einbezie-
hung eines Konsumprozesses auch Korn/Korn (1999), S. 97, und bei moglichem negativen
Anfangsvermégen Dothan (1990), S. 299.
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Satz 2.14 Ezistenz eines Risiko-Marktpreisprozessest?®
Gibt es einen progressiv messbaren, d-dimensionalen Prozess {0(t)}icjo,), fir
den (fast immer) gilt:

b(t)+6(t) —r(t)ln = o(t)0(t), P-fast sicher, (2.20)
T
/llf)(s)ll2 ds < oo, P-fast sicher, (2.21)
0
sowre - -
E [e—fu’ o' () dW (s)— % [ ||o<s>||2ds] —1, (2.22)

dann ist der Markt MVt arbitragefrei. 0(.) heifit (d-dimensionaler) Risiko-
Marktpreisprozess.

Umgekehrt existiert auf einem arbitragefreien Markt MVSt stets ein Prozess
0(.), der Gl. (2.20) erfillt.

Beweis: zum ersten Teil130

Nach dem Satz von Girsanov (Satz 2.11) kann mit 6(.), wie angegeben, der
d-dimensionale Wiener-Prozess Wy(t) definiert werden als:

Wolt) = W(2) + / 0(s)ds, te[0,T]. (2.23)

Mit Zo(1) = e~ 1o O dW()=3 [ 110(s)II* ds gt das zugehoérige Wahrschein-
lichkeitsmafl gegeben durch Py(A) = E[14Z(T)] (A € Fr). Dann nimmt der
diskontierte kumulierte Gewinn/Verlust-Prozess nach Gl. (2.24) die Gestalt:

Gt

Mg () = 5@

t

- 0/ #(s)ﬂ'(s)a(s) AW, (s), t € [0, ], (2.24)
an. Da G(.) fiir zuldssige Portfolio-Prozesse nach unten beschrankt ist, gilt
dies auch fiir den diskontierten Prozess %()) Aus Fatou’s Lemma bzw. Satz
2.5 ergibt sich dann, dass die rechte Seite von Gl. (2.24) ein Super-Martingal
. I G G oy -

ist. Somit gilt: F [#(tt))] < S“L(%)) = 0(t € [0,1]). Falls G(I') > 0, P-fast
sicher, sein soll, muss also G(1') = 0, P-fast sicher, gelten. Zur umgekehrten
Beweisrichtung siehe Karatzas/Shreve (1998), S. 12-14. O

Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass Zp(.) ein Martingal ist, be-

steht darin, dass 6(.) die Novikov-Bedingung (E [e%-ﬁ;r“"(s)nz ds] <oo>

t131

erfillt*°*. Ist der Portfolio-Prozess w(.) in diesem Fall, wobei speziell

129 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 12, 14 f. Vgl. zur Aussage auch Harrison/Kreps
(1979), S. 395 ff.

130 vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 14 f.

181 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 17. Zur Novikov-Bedingung vgl. auch S. 55.
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E [Z?Zl ijl 1T oi(s) ds] < oo unterstellt wird, von der Gestalt, dass

M (.) ein Martingal ist, dann heifit der Portfolio-Prozess Martingal erzeu-
gend, wobei dies den Prozessvektor 7(.) im engeren Sinne und im weiteren
Sinne fiir (mg(.), 7'(.)) umfasst.

Anmerkung 2.3
Auf einem arbitragefreien Markt kann 6(t) wie folgt eindeutig gewdhlt werden
Mit K(o(t)) := {z € R? | o(t)z = 0,} und K+(o(t)) := {y € R? | y/'z =
0, Vz € K(o(t))} gibt es, fast sicher, genau ein 0(t), das Gl. (2.20) erfiillt und
fiir das

0(t) € K*(a(t)), fast sicher, (2.25)
und fast immer gilt'32. Ist {0(t)}sepo,r) ein Prozess, der Gl (2.20) i.0.S.
erfillt, dann ist 6(t) = projics(o())0(t) (t € [0,1]) ein Prozess, der zudem
die Bedingung (2.25) erfillt. Mit Hilfe dieses im positiven Maf eindeutigen
Prozesses 0(.) wird nun ein Kapitalmarkt spezifiziert.

Ein Kapitalmarkt heifit standardisiert'33, wenn

e er arbitragefrei ist,

e die Anzahl der risikobehafteten Anlagen (Aktien) n nicht grofer als die
Dimension d des zugrunde liegenden Wiener-Prozesses ist (n < d) sowie

o fiir den nach den Gl. (2.20) und (2.25) (fast) eindeutigen Prozess 6(.) gilt:
T
/ 16(8)|[? dt < oo, fast sicher, (2.26)
0

und Zo(t) = e 3 o 18(s)11? ds— [ 6/ (s) AW (s) (t € [0,7]) als hiermit
definierter Prozess ein Martingal ist, wobei speziell die Bedingung
[Zz 1 EJ 1 0 ai(s) ds] < oo erfiillt sein soll.

Der diskontierte Vermégensprozess = S ( )' nach Gl. (2.17) hat beziiglich
des Wahrscheinlichkeitsmafles Py mit dem Wiener-Prozess Wy(.), der durch
Gl. (2.23) mit dem gerade beschriebenen Prozess (.) definiert ist, die folgende
Darstellung (¢ € [0,7):

o~

X(t) / c(s)
5a(0) 0/ SICR
(2.27)
&4_ c(s) ds = x+/ 7' (s)a(s) dWo(s). (2.28)

So (t) J So(s)

\_/

132 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 12-16.
133 Nach Karatzas/Shreve (1998), S. 17, mit geringfiigiger Erginzung im dritten Punkt.
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Die linke Seite von Gl. (2.28) reprisentiert hierbei ein lokales Martingal. Unter
Verwendung des Prozesses Zy(.) lésst sich allerdings auch mit Bezug auf das
urspriingliche Wahrscheinlichkeitsmaf3 P eine Darstellung des diskontierten
Vermogensprozesses als lokales Martingal erreichen. Hierzu wird mit Hilfe der

It6-Formel der Prozess {ZO(t)é(O_((tt))}te[O,T] als It6-Prozess dargestellt. Dabei
wird der Prozess { Ho(t)}:e[o,7) definiert als:

Zo(t)

Ho(t) = So(t) .

Hy(.) heifit Zustandspreis-Dichte-Prozess. Thm kommt im Weiteren die Rol-
le eines Diskontierungsprozesses zu. Da unter den hier gesetzten Annah-

men Sy(t) = S’O(O)eftf r(s)ds > 1 und da ferner Zy(t) ein nicht-negatives
Super-Martingal mit Zy(0) = 1 ist (¢ € [0,17]), gilt E[Ho(1)] < oo und

E [foT Hy(t) dt] < o034, Fiir den Prozess Hy(.) gilt fiir ¢t € [0,7] definitions-

gemésf:
Ho(t) = e~ TS r(s)+516()11%) ds— [ 6'(s) dW (s) (2.29)

sowie in Differentialschreibweise:
dHo(t) = —Ho(t)(r(t) dt + 6'(t) dW (t)). (2.30)

Aus Gl. (2.16) und dZo(t) = —Zo(t)0' (t) dW (t), wobei o(t)0(t) = b(t) + 6(t)
—r(t)1y, ist, folgt (¢ € [0,17]):

a(2053)

= Zo(t)d (qu,((?)

) z ((2 dZo(t) +d [ ] )

= Zo(d) <— O g+ (1) (b(t) + 8(t) — r(H)1n) dt + o(t) dW(t)))

So(t) So(t)
-z ((tt)) Zo(9'(8) AW (1) - Zo(t) 5 (t)" () (1)) dt
- ‘éﬂ’% oft) dt + ﬁjEfZ [7' (W) (t) — X(£)6' (1) dW (t).

Mit dem Zustandspreis-Dichte-Prozess sowie der Anfangsbedingung

ZO(O)%O((())—)) = z ergibt sich die Vermdégensgleichung fiir t € [0,1] als:

Ho(t) X (t) + / Ho(s)e(s)ds =z + / Ho(s) [7'(s)o(s) — X(s)6'(s)] dW(s). (2.31)

Fiir zul4ssige Portfolio-Prozesse ist die linke Seite von Gl. (2.31) nicht negativ,
folglich auch die rechte. Daraus ergibt sich, dass der Term der rechten Seite

134 Damit sind die Voraussetzungen 2.1 — 2.3 in Karatzas/Shreve (1998), S. 91, erfiillt.
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dieser Gleichung ein nicht negatives lokales Martingal, nach Satz 2.5 also ein
Super-Martingal ist. Folglich gilt die Beziehung!3®:

E

T
/ Ho(s)e(s) dt + Ho(T)X”'"(T)] <z (2.32)
0

welche als Budget-Restriktion bezeichnet werden soll. Mit Bezug auf das Wahr-
scheinlichkeitsmafl Py lautet die sich unmittelbar aus Gl. (2.28) ergebende
Budget-Restriktion:

[et) . X®om(T)
Eo L S Yt o ] <e (2.33)

Die Budget-Restriktion nach Gl. (2.32) bringt zum Ausdruck, dass der Erwar-
tungswert des verbarwerteten zukiinftigen Konsums und des verbarwerteten
Endvermégens die Anfangsausstattung nicht {ibersteigt. Die Verbarwertung
wird dabei durch Multiplikation des Konsums zum Zeitpunkt ¢ € [0,7"] und
des Endvermégens in 1’ mit dem zeitpunktgerechten Wert des Zustandspreis-
Dichte-Prozesses Hg(.) erreicht. Die Wahlmdglichkeit des Investors bei vor-
handenem Anfangsvermégen beschrénkt sich folglich auf eine Verlagerung
von Konsum bzw. Endvermégen in zeitlicher Hinsicht und/oder zwischen
Umweltentwicklungen. Umgekehrt kann man sagen, dass ein nach zeitlichem
Anfall und Umweltwicklung bedingt angestrebter Konsumstrom und ein um-
weltbedingt formuliertes Endvermégen nur bei entsprechend grofler Anfangs-
ausstattung moglich sein kénnen. Eine Anfangsausstattung, die die Budget-
Restriktion fiir einen vorgegebenen Konsumstrom c¢(.) und ein vorgegebenes
Endvermégen B (> 0) erfiillt, bietet allerdings noch keine Gewé#hr dafiir, dass
die angestrebten Zielprozesse auch tatséchlich erreichbar sind. Dies héngt von
der Marktstruktur, konkret davon ab, ob die auf dem Markt verfiigbaren
Handelsobjekte und der Handelsrahmen es gestatten, dass jede Kombination
von Konsumprozess und Endvermégen (c(.), B) grundsétzlich generierbar ist.
Wenn dies gegeben ist, spricht man von einem vollstédndigen Kapitalmarkt.
Ein solcher wird im Folgenden formalisiert.

Zuvor soll allerdings noch darauf hingewiesen werden, dass auf einem ar-
bitragefreien Kapitalmarkt generell héchstens so viele risikobehaftete Han-
delsobjekte betrachtet werden miissen, dass die Unsicherheitsquellen, soweit
erfassbar, auch vollstandig erfasst sind. Bei der hier gegebenen Modellierung
mit einem d-dimensionalen Wiener-Prozess kénnen folglich maximal d Unsi-
cherheitsquellen erfassbar sein. Damit sind auch héchstens d, jedoch geeignet
gewahlte Handelsobjekte zu betrachten, um sdmtliche, grundséatzlich nach-
bildbaren Umweltentwicklungen abbilden zu kénnen. Es kann, und wird im
Weiteren, also ohne Beschrankung der Allgemeinheit von n < d ausgegan-

135 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 92.
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gen'®®. Die Auswahl der betrachteten Handelsobjekte ist so zu treffen, dass
zu keinem Zeitpunkt die weitere bedingte Entwicklung eines dieser Objekte
durch die jeweils anderen nachgebildet werden kann. Im Falle n > d wére eine
solche Nachbildung stets moglich, so dass mindestens n — d risikobehaftete
Wertpapiere redundant sind. Ob genau diese Anzahl redundant ist oder eine
groflere Zahl, bestimmt sich nach der Vollstandigkeitseigenschaft des Kapital-
marktes, der im Folgenden nachgegangen wird.

Gegeben sei eine Fp-messbare Zufallsvariable B(w) = Bt (w) — B~ (w),
wobei BT (w) = max(B(w),0) und B~ (w) = max(—B(w),0), fiir die
Ey [g%‘ﬂ—)] < oo gilt und fiir die #}) fast sicher nach unten beschrankt

ist (gBgy < k < 00, fast sicher, k € Ry); ferner seien 2+ = Ep [%] (>0)
und z~ = Ep [%] (>0).

Ein Kapitalmarkt heifit vollstindig, wenn er standardisiert ist und es
zu jeder solchen Fr-messbaren Zufallsvariablen B zum Anfangsvermdogen
x = T — z~ einen Portfolio-Prozess (mq(.), 7’(.)) gibt, so dass (mo(.), 7'(.)) =
(& (), 7)) = (75 (), 7 (.)) ist und die Prozesse (rj(.),7*(.)) und
(5 (.), 7= (.)’) in Bezug auf Vermdgensprozesse X= 7" () bzw. X= 07 ()
zuldssig sind, wobei fiir sie gilt:

x=Ho ()= Bt und X* 0" (T)=B~, jeweils fast sicher,
#(t)X’”*O"’(t) = #(t) (XI+*°"’+(t) D (t)) , 0<t<T, Iistfastsicher
nach unten beschrénkt;

damit ist auch:
X®%™(T) =B, fast sicher.

Mit Gl. (2.28) ist X*%™(1") = B, fast sicher, dquivalent zu:

B

T
So(T) ””+0/#(3)7T'(5)0(5) dWoy(s), fast sicher. (2.34)

In diesem Zusammenhang ist darauf hinzuweisen, dass aufgrund der An-
merkung 2.2 und wegen Satz 2.5 die Budget-Restriktion (2.32) bzw. (2.33)
auch fiir ein moglicherweise negatives, jedoch nach unten beschrianktes B,
wie fiir die Definition des vollstindigen Kapitalmarktes vorausgesetzt, erfiillt
ist!37. Ein vollstindiger Kapitalmarkt kann im Kontext der gegebenen Han-
delsobjekte auch alternativ charakterisiert werden, wie dies durch den folgen-
den Satz ausgedriickt wird.

136 Zur formalen Rechtfertigung dieser Voraussetzung vgl. Karatzas/Shreve (1998),
S. 15 f.
137 Vgl. auch Karatzas/Shreve (1998), S. 19. Zudem ist hier Sp(t) > 1, Vt € [0, T].
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Satz 2.15 Alternative Charakterisierung des vollstindigen Kapitalmarktes'3®
Die folgenden Aussagen beziiglich eines standardisierten Kapitalmarktes sind
dquivalent:

1. Der Kapitalmarkt ist vollstindig.

2. Fiir jede Fr-messbare Zufallsvariable B mit Ey [s!%%] < 0o gibt es zum
Anfangsvermégen x = Fy [%} einen Martingal erzeugenden Portfolio-

Prozess (.), der Gl. (2.34) erfillt.

3. Die Anzahl der auf dem Kapitalmarkt gehandelten Aktien stimmt mit der
Dimension des zugrunde liegenden Wiener-Prozesses iberein (n = d) und
der Volatilitdtsprozess o(.) ist fast immer, fast sicher nicht singuldr.

Beweis:

Zu 1. und 2.1%:

Ist der Kapitalmarkt vollstéindig und ist B Fpr-messbar mit Ey [%} < 00,

dann gibt es einen Portfolio-Prozess (mo(.), 7’(.)), der sich aus zwei beziiglich

der Vermogensprozesse X= 0™ () und X2 07 () — z* und =~ wie de-

finjert — zuléssigen Prozessen (g (.),7*(.)’) und (7 (.),7(.)") zusam-

mensetzt (durch (mo(.),7'(.)) = (ng (.),7+(.)") — (75 (), 7 (.)")). Zudem ist
z,0,7

XT(t)(t)(O < t < T) nach unten beschrinkt. Fiir (m(.),n’(.)) gilt (fast

sicher):

%&:;t) =z +/ Sol(s) 7' (s)o(s) dWo(s), t € [0,T],

z,0,7
wobei aufgrund der Beschrénktheit von XT()(') nach unten und nach Satz

t
2.5 der Prozess [ Sol(s) m'(s)o(s) dWy(s) (t € [0,71]) ein Super-Martingal ist.
0

$,0,1r Al

Da fir t = 1' Eg [XsTl()l)] = Ep [%] = z gilt, hat das Super-
¢

Martingal M{(t) := [ Sol(s)ﬂ"(s) o(s)dWy(s) (¢ € [0,77) den konstanten
0

Erwartungswert null. Damit ist es ein Martingal und =(.) ist folglich Martin-
gal erzeugend.

Umgekehrt ist die Bedingung Ejy H%_)] < oo fiir Fr-messbare Zufallsva-

riablen B erfiillt, fiir die gilt: % ist (fast sicher) nach unten beschrinkt

138 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 22, 24.
139 Die Beweisidee ist in Karatzas/Shreve (1998), S. 22, zu finden; der Beweis wurde an
die modifizierte Vollsténdigkeitsdefinition angepasst.
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und z := Ey [%] < oo. Fiir diese B existiert somit nach Voraussetzung
ein Martingal erzeugender Portfolio-Prozess (mo(.), 7’(.)) mit:

T
B 1 , .
So(T) v 0/ mw (8)a(s) dWo(s), fast sicher.

Bildet man hiervon den bedingten Erwartungswert zum Zeitpunkt ¢ € [0,77],
dann zeigt sich:

X0 (1) ~ t ) , ) . |
S0 T O/ So(s) " (s)o(s) dWo(s) = Eo {m | ft} —z, fast sicher.

B " "
Da Fy [m | .7-}] voraussetzungsgemaf nach unten beschrinkt und « end-

lich ist, ist auch der diskontierte Vermogensprozess XS (t)(t) (t € [0,17)

(fast sicher) nach unten beschrankt, insbesondere auch fiir ¢t = 1". Ferner gilt
X0 (1) = B, fast sicher. Da zudem X 07" (1) = B* und der Kapital-
markt generell als arbitragefrei vorausgesetzt wird, kann der Portfolio-Prozess
7(.) in die Prozesse 7+ (.) und 7~ (.) mit (.) = 7+ (.) — 7~ (.) zerlegt werden,
so dass 7% (.) zuldssig in Bezug auf X* %7 (.) ist.

Zu 1./2. und 3.:

Ausgehend von n = d und einem (fast sicher, fast immer) nicht singuléren

Volatilititsprozess o(.)140 ist fiir jedes Fr-messbare B mit Eq [%] < 00

durch My(t) := Ey [% | .7-}] (t € [0,17) ein Martingal gegeben (Satz 2.2).
Dieses Martingal besitzt nach Satz 2.12 eine Darstellung:

t
Mo(t) = Mo(0) + / @' (s)dWy(s), 0<t<T, fastsicher,
0

wobei fo lle(s)||?ds < oo (0 <t < T). Ein Martingal erzeugender Prozess,
der Gl. (2.34) erfiillt, ist dann gegeben durch 7'(t) := Sy(t)¢’ (t)o~1(t) (0 <
t <T). m(.) ist zudem ein Portfoho-Prozess, da aufgrund der Stetigkeit des

Vermégensprozesses « + fo S ( ) 7' (s)o(s) dWy(s) (0 <t < T, der ein Ito-
Prozess ist, i.V.m. mit der Integrierbarkeitsbedingung hmsmhtllch des Prozes-
ses 7(.) zunédchst Ungl. (2.8) gilt. Dariiber hinaus ist wegen fo lle(s)]|? ds <
oo und der Beschrianktheit von Sp(.) mit ¢ = 7" auch Bedingung (2.10)
erfiillt. Da auf dem standardisierten Kapitalmarkt zudem fOT [|10(s)]|?ds < oo

ist, gilt auch fOT |7 (s)(b(s) + 6(s) — r(s)1ly)|ds = fOT So(s)¢'(s)0(s)ds <

maxo<s<t So(s) - [ |lo(s)||2ds - [y 116(s)||2ds < oo, also Ungl. (2.10)141.

140 Die erste Beweisrichtung folgt mit Anpassungen Karatzas/Shreve (1998), S. 25 f.
141 vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 26.
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Umgekehrt!4? sei durch {e1,...,eq} eine Basis des R? gegeben; ferner seien
K(o(t)) := {z € R?| o(t)z = 0,} der Kern zur Matrix o(t) und K*(o(t))
der Untervektorraum der zum Kern orthogonalen Vektoren. Dann ist durch
o(t) = proj,c(a(t))(el(a(t))) (t € [O,T]) mit (o) = min{i € {1,,d} |
Projx(o)(ei) # 0} fir (o) # {04}, l(0) := 1, sonst, ein beschrankter, pro-
gressiv messbarer Prozess'4® gegeben. Es gilt ¢(t) € K(o(t)) und K(o(t)) #
{04} = ¢(t) # 0 (0 <t <7T). Mit diesem Prozess wird die Fr-messbare

Zufallsvariable B definiert iiber B := Sy(1") [1 + fOT @'(s) dWO(s)], so dass
wegen der Beschrinktheit und Messbarkeit von ¢(.) Ey [%} < oo und

Ey [%] = 1 gilt. Nach Voraussetzung existiert dann ein Martingal erzeu-
gender Portfolio-Prozess 7(.), so dass (fast sicher) gilt:

T ) / i r /
[ g e = gy -1 = [ 60 i)

Da die bedingten Erwartungswerte beider Integrale Martingale sind, miissen
t t

die Integrale [ #(S)ﬂ"(s)o(s) dWo(s) und [ ¢'(s) dWy(s), mithin die Integran-
0 0

den (fast sicher) iibereinstimmen, so dass o’ ()7 (t) = So(t)¢(t), fast immer,
fast sicher. Mit R(o’) := {0’y | y € R™} gilt somit ¢(¢t) € R(c'(t)). Da je-
doch R(0") = K+ (o) ist'*4, muss #(t) € KH(a(t)) A ¢(t) € K(o(t)) gelten.
Einzig ¢(t) = 04 erfiillt diese Bedingung, woraus nach Konstruktion von ¢(t)
unmittelbar (o (t)) = {04} folgt. Somit gilt n = d und o(.) ist fast immer,
fast sicher nicht singuldr. O

Obwohl sich die Definition des vollstindigen Kapitalmarktes lediglich auf
Zufallsvariablen bezieht, die beziiglich der o-Algebra Fr messbar sind, sind
auf einem solchen Kapitalmarkt auch frither fillige (Vermégens-)Anspriiche
erreichbar. Hierzu dient der folgende Satz, der ein Korollar zu Satz 2.15 ist.

Satz 2.16 FErreichbarkeit von Zahlungen wdhrend des Planungszeitraumes
Ist MYt ein vollstindiger Kapitalmarkt, dann gibt es zu jeder Fi-messbaren

Zufallsvariablen B(t), wobei Ey [lB(t)l] < oo und % nach unten be-

Su(t)
schrinkt (¢t € [0,17) gilt, einen (Martingal erzeugenden) Portfolio-Prozess

142 Die zweite Beweisrichtung entspricht mit kleineren Erginzungen Karatzas/Shreve
(1998), S. 26, und wird der Vollsténdigkeit halber hier wiedergegeben.

143 Vgl. zur Herleitung insbesondere der letztgenannten Eigenschaft Karatzas/Shreve
(1998), S. 13, 26.

144 Hierzu sei zunichst r € R(o’) betrachtet. D.h. 3y € R™ : o'y = r; ferner gilt
Vz € K(0) : ox = Oy, so dass auch 'z = (¢'y)'z = y'ox = 0 und folglich r € KL (o).

Umgekehrt sei 7 € K1 (o), und es sei Rang(c) = m < d. Dann ist Dim(K (o)) = d—m. Die
Spaltenvektoren von ¢’ bilden ein Erzeugendensystem fiir den Untervektorraum R(c’) des
R? mit Dim(R(o’)) = m. Da samtliche Spaltenvektoren von o’ orthogonal zu jedem Vektor
z € K(o) sind, gilt dies auch fiir jeden Vektor 7 € R(c’). Wegen Dim(R(c"))+Dim(K(o)) =
d, besitzt jeder Vektor z € R? eine Darstellung z = 7 +z mit # € R(0’) und z € K(0). Fiir
ein beliebiges r € K1 (o) gilt somit r € R(o").
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{(mo(s), 7' () }sefo,g, s0 dass mit x = Ey [%] gilt:

X®0T(t) = B(t), fast sicher. (2.35)

Beweis:

Satz 2.16 ergibt sich aus Satz 2.15 (3.), indem ein Martingal erzeugender
Portfolio-Prozess {(mo(s),n’(s))}o<s<¢ wie im zweiten Beweisabschnitt zu
letztgenanntem Satz konstruiert wird. [

Gemafl Satz 2.16 sind auch beliebige Konsumprozesse auf einem
vollstandigen Kapitalmarkt erreichbar und somit bewertbar. Damit ist der
Markt spezifiziert, auf dem Investitionsentscheidungen zu treffen sein sol-
len. Geht man von allgemeinen Investitionsobjekten aus, so miissen deren
Zahlungscharakteristika folglich dergestalt sein, dass sie in zeitlicher und sto-
chastischer Hinsicht im zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraum messbar
sind. Dabei ist natiirlich zu beriicksichtigen, dass der hier gewahlte Kapi-
talmarkt in verschiedenerlei Hinsicht spezifisch ist. Drei wesentliche Punkte
seien hier angefiihrt: Zunéchst wurde eine zeitlich und stochastisch kontinu-
ierliche Modellierung herangezogen'#®. Ferner blieben Sprungprozesse aufier
Acht, mithin wurden wegen des (ausschliefilichen) Bezuges auf eine durch
Wiener-Prozesse generierte Stochastik stetige (Vermégens-)Ergebnisprozesse
unterstellt. Dariiber hinaus wurden Transaktionskosten vernachléssigt. Z.T.
aus Vereinfachungsgesichtspunkten, insbesondere hinsichtlich des letztgenann-
ten Punktes, basiert die Wahl fiir die bis dato entwickelte Modellierung jedoch
auch auf dem Bestreben, einen geeigneten Modellrahmen fiir Investitionsent-
scheidungen zu finden, im Rahmen derer die zu beurteilenden Investitionen
kontinuierlichen Wertschwankungen ausgesetzt sind, die sich in ihrer Sum-
me, insbesondere fiir grofvolumige und sich aus zahlreichen Determinanten
zusammensetzenden Investitionen, zu einem stetigen Wertprozess verdichten.
Exogene Schocks, die eine entsprechende sprunghafte Wirkung auf den Wert
eines Investitionsprozesses ausiiben und infolgedessen mittels Sprungprozes-
sen abzubilden wiren, werden deshalb fiir ,gewthnliche“ Investitionseinzel-
und Portfolioentscheidungen nicht einbezogen. Da diese Effekte realiter aller-
dings nicht auszuschlielen sind, erfolgt wiederum aus Vereinfachungsgriinden
eine gewisse Einschrankung gegeniiber wirklichen Sachverhalten, insbesondere
bei Betrachtung von Investitionen, welche kleineren, sprunghaften exogenen
Einfliissen ggf. stirker ausgesetzt sind. Im folgenden Abschnitt werden nun In-
vestitionsentscheidungen in Gestalt der Bewertung bedingter Anspriiche sowie
der Zusammenstellung von Portfolios auf einem vollstdndigen Kapitalmarkt
ndher betrachtet.

145 Vgl. zu einer diskreten Modellierung eines Finanzmarktes mit Betonung von Gleich-
gewichtsaspekten Magill/Quinzii (1995), insbes. S. 211 ff.
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2.2 Investitionsentscheidungen auf dem
vollstindigen Kapitalmarkt

2.2.1 Vorbemerkungen zu Investitionseinzel- und
Portfolio-Entscheidungen im gegebenen Kontext

Bei Investitionseinzelentscheidungen sind (bedingte) Zahlungen aus ei-
ner Investition als gegeben vorauszusetzen. Es geht im Rahmen einer zah-
lungsorientierten Sichtweise dann darum zu beurteilen, ob die durch ihre
Zahlungsreihe bzw. ihren Zahlungsstrom reprisentierte Investition — un-
ter Beriicksichtigung der zeitlichen und stochastischen Transferméglichkeiten
des Kapitalmarktes hinsichtlich einzubringender und aus der Investition
zuriickflielender Finanzmittel — angenommen oder verworfen wird. Die In-
vestitionszahlungen sind dabei nicht durch Mafinahmen des Entscheiders
beeinfluss- bzw. modifizierbar. Neben einer klaren Abgrenzung des Investi-
tionsobjektes in dem Sinne, dass die Investitionszahlungsreihe (im Folgen-
den auch stellvertretend fiir Investitions,zahlungsstrom* verwendet) die Dif-
ferenzzahlungen zur Alternative vollstdndig, in zeitlicher und stochastischer
Sicht, erfasst, erscheint a priori vor allem die Spezifikation eines Zielkriteri-
ums notwendig. Letzteres erweist sich auf einem vollstdndigen Kapitalmarkt,
der konkretisiert durch die Annahmen des Abschnittes 2.1.2 auch vollkom-
men ist, jedoch als von untergeordneter Bedeutung, sofern elementare Cha-
rakteristika des bzw. der Entscheidenden unterstellt werden kénnen!46. Dies
ergibt sich daraus, dass zeitlich bzw. umweltbedingt divergierende Zahlun-
gen, unabhingig von ihrer Héhe und ihrem Vorzeichen, in fiir (weitestgehend)
beliebige Entscheider dquivalente Zahlungen beziiglich eines einheitlichen Be-
zugspunktes (als Zahlung in einem herausgehobenen Zustand) gebracht wer-
den kénnen; als solcher ist insbesondere eine sichere Zahlung zu Beginn des
Planungszeitraumes zu betrachten. Der Investitionskalkiil wird damit zu ei-
nem durch den Modellrahmen etwas komplexer als in ,,iiblichen“ Anwendun-
gen ausgestalteten Kapitalwertkalkiil; insofern gibt es auch einen eindeutigen
Bewertungsmafistab fiir die Investition. Die danach vorgenommene Reihung
steht im Einklang mit dem priméren Ziel des Entscheiders, welcher als nut-
zenmaximierendes Wirtschaftssubjekt vorausgesetzt wird. Das zundchst an-
gesprochene Abgrenzungsproblem ist vielfach ein Erhebungsproblem, das fiir
die hier verfolgten Zwecke als gelost zu betrachten ist. Diesbeziiglich wird
(allerdings) angenommen, dass die jeweils verwendete Modellierung gerade
die Differenzzahlungsreihe (zwischen Durchfithrung und Unterlassung der In-
vestition) abbildet. Eine Auswahl zwischen mehreren sich gegenseitig aus-
schlieenden Investitionsalternativen fiithrt zur separaten Beurteilung der ein-
zelnen Alternativen und Wahl der Alternative mit dem héchsten Zielerrei-
chungsgrad. Bei Interdependenzen zwischen verschiedenen Investitionen sind
bei endlich vielen Investitionskombinationen diese jeweils einzeln als eine In-
vestition zu beurteilen, der simtliche anderen Kombinationen, ggf. inkl. der

146 Vgl. auch Trofmann (1998), S. 41 f.
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Unterlassungsalternative, nunmehr mit AusschliefSlichkeit gegeniiberstehen.
Grundsétzlich kann dabei auch der Fall auftreten, dass die kombinative Zah-
lungsreihe von der additiven Zusammenfassung der Zahlungsreihen zu den
separat betrachteten Einzelinvestitionen abweicht. Investitionseinzelentschei-
dungen werden in Abschnitt 2.2.2 kurz mit Bezug auf Investitionszahlungen
angesprochen, welche allgemeine Messbarkeitseigenschaften im hier zugrunde
liegenden Markt erfiillen. Zum Entscheidungsproblem bei abweichenden zeit-
/zustandsdiskreten oder speziell deterministischen Modellierungen soll nicht
eigens eingegangen werden. Deterministische Modellierungen, die auf einem
vollkommenen und vollstidndigen Kapitalmarkt basieren, fithren letztlich auf
den Kapitalwertkalkiil als dem hierfiir anzuwendenden Verfahren, um zu ei-
ner Investitionsentscheidung zu gelangen'4”. Die Erweiterung um Unsicher-
heit, die mittels diskreter, endlich vieler Umweltzustinde abbildbar ist, fiihrt
auf die von Arrow (1953) und Debreu (1959) beschriebene Modellwelt, in der
Gegenwartspreise existieren zu elementaren Wertpapieren, welche einen in
der Hohe eins normierten Zahlungsanspruch zu einem durch den Zeitpunkt
(t = f) und die Umweltentwicklung (w) gekennzeichneten Zustand (und nur
dann) reprisentieren’4®. Die Gesamtheit der Gegenwartspreise zu allen der-
artigen zukiinftigen Zustdnden entspricht fiir die dann ,einfachere Modell-
welt dem hier verwendeten Zustandspreis-Dichte-Prozess (Hy(.)). Mit Hilfe
der Gegenwartspreise kénnen schliellich beliebige zustandsabhéngige Investi-
tionszahlungen als Barwerte ausgedriickt werden.

Im Falle mehrerer, sich bereits nicht mehr originér ausschliefender Investi-
tionen geht es darum, eine ,optimale“ Kombination von sachlich separierten
Einzelinvestitionen zusammenzustellen. Dass bei endlicher Kombinationsan-
zahl das Entscheidungsproblem auf dasjenige bei sich ausschlieBenden Inves-
titionsentscheidungen reduzierbar ist, stellt nur auf das Lésungsverfahren ab,
im Grunde handelt es sich schon hier um ein Programm-FEntscheidungs- oder
Portfolioproblem. Im Falle nicht mehr endlich vieler Investitionskombinatio-
nen, wie dies bereits bei nicht nur ganzzahlig durchfiithrbaren Investitionen
vorkommen kann, wird schliellich deutlich, dass dieses Problem einer ei-
gensténdigen Behandlung bedarf. Ziel innerhalb eines allgemeinen Programm-
Entscheidungsproblems kann es wiederum sein, sdmtliche im Planungszeit-
raum anfallenden Zahlungen mit Hilfe der Moglichkeiten des vollstdndigen
(und vollkommenen) Kapitalmarktes auf einen bestimmten Zustand zu bezie-
hen und das Programm so zu gestalten, dass der entstehende Saldo in diesem
Zustand optimal, konkret der Wert zu diesem Zeitpunkt maximal wird. Ge-
geniiber Investitionseinzelentscheidungen besteht das Optimierungsproblem
gerade darin, eine explizite Anweisung zu finden, wie das Investitionspro-
gramm zusammenzustellen ist, so dass dieser optimale Zahlungssaldo ent-
steht, wobei die Entstehung des Saldos unmittelbar mit Transaktionen auf
dem Kapitalmarkt verbunden ist. Dabei handelt es sich genau genommen

147 vgl. hierzu etwa Trofmann (1998), S. 43 ff., Haz (1985), S. 13 f., 33 ff.
148 vgl. zum diskreten Fall bspw. Kruschwitz (2002), S. 143 ff.
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um ein Investitions- und Finanzierungsprogramm, fiir das im Weiteren aber
stellvertretend auch nur der Begriff des Investitionsprogrammes verwendet
wird. Im gegebenen Kontext kommt den Programm-Entscheidungsproblemen
allerdings eine weitaus groflere Bedeutung zu, welche in einer ,,geeigneten®
Verteilung der Ressourcen auf verschiedene Zustédnde zum Ausdruck kommt.
Investitionsprogramme sind insbesondere im Hinblick auf das primére Ziel
des Investors zu formulieren; d.h. es geht darum, ein nutzenmaximierendes
Programm zusammenzustellen. Die Existenz von Investitionsprogrammen, die
die Transformation einer zustandsdefinierten Zahlung in eine Zahlung in ei-
nem anderen Zustand bzw. in Zahlungen in mehreren anderen Zusténden
ermoglichen, ist schliefllich auch die Voraussetzung fiir das bisher beschriebe-
ne Vorgehen der Investitionseinzelentscheidung. Wegen der Vollstandigkeit des
Marktes sind schon mit den vorhandenen Finanzmarktinstrumenten (Akti-
en, Bond) grundsétzlich simtliche bedingten Zahlungen generierbar, die auch
finanzierbar sind. Insofern werden sich die Ausfithrungen zum Programm-
Entscheidungsproblem auf die Zusammenstellung eines Portfolios aus den
am Markt vorhandenen Instrumenten im Hinblick auf die Erfiillung eines
Nutzenoptimierungszieles durch Verteilung ggf. entnehmbarer Ressourcen auf
Zustande konzentrieren. Der Frage der Bestimmung danach optimaler Pro-
gramme, und ihrer dynamischen Anpassung an sich entwickelnde Informati-
onssténde, wird ausfiihrlicher in Abschnitt 2.2.3 zur dynamischen Portfolio-
Optimierung nachgegangen.

Allgemein wird der in Abschnitt 2.1.2 eingefithrte Markt vorausgesetzt,
wobei insbesondere im Rahmen der Behandlung der dynamischen Portfolio-
Optimierung die Situation ohne Steuern durch diejenige unter einem idealen,
in Abschnitt 2.2.3.4 definierten Steuersystem ergénzt wird. Mit Investitions-
einzelentscheidungen setzt die Erorterung wie angekiindigt ein.

2.2.2 Investitionseinzelentscheidungen

Fiir Investitionseinzelentscheidungen ist hier von messbaren Investitions-
zahlungen auszugehen, die die Voraussetzungen fiir die Generierung eines
duplizierenden Vermdgensprozesses mit einem Portfolio-Prozess (mg(.), 7'(.)),
der sich aus zuléssigen Portfolio-Prozessen (7 (.),7%*(.)’) zusammensetzt,
erfiillen!*?; diesbeziiglich werden realiter Investitionszahlungen nach unten
begrenzt sein, so dass Vermogensprozesse, die diese nachbilden, ebenfalls
nach unten begrenzt sind. Vermégensprozesse, die Investitionszahlungen ku-
mulativ nachbilden und damit die durch die Investition induzierte Rein-
vermdgensentwicklung widerspiegeln, sollten bereits deshalb nach unten be-
schrinkt sein, weil eine Aufzehrung des Unternehmensvermégens bei be-
grenzter Haftung der Eigentiimer einen Zwang zur Zerschlagung, d.h. die

149 vgl. die Charakterisierung der Zufallsvariablen B im Zusammenhang der Definition
des vollstandigen Kapitalmarktes sowie in Satz 2.16).
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Insolvenz, nach sich ziehen wird, welche ab einer endlichen Grenze auch
bei unbeschrankt haftenden Gesellschaftern angenommen werden kann. Hin-
sichtlich der Struktur zu bewertender Investitionszahlungen kénnen auch
Riickflussprozesse unterstellt werden, die in kumulativer Sicht eine Gestalt
Wo(t) = UI¥(t) + Uhm(t) (0 < t < T') aufweisen, wobei ¥]?(.) einen Prozess
mit beschrinkter Variation und WY™(.) ein lokales Martingal darstellen!.
Gelten fiir diese Prozesse Ej [fOT ‘21:((:))] < oo und Ej [ OT ﬂ.s%l(is)]_] < 00,

dann gibt es mit dem Anfangsvermégen x = Ey [ OT cgf((:))] < 0o einen Mar-

tingal erzeugenden Portfolio-Prozess 7(.), so dass:

t t
X207 (1) dWo(s) 1, ,
— <t<
—So(t) =z / 5o(5) ds +0/ So(S)W (s)o(s)dWo(s), 0 <t < T, fast sicher,

und X (1") = 0, fast sicher; dabei sind die Beschranktheitsbedingungen des
diskontierten Vermogensprozesses erfiillt. Der Verduflerer des Investitionszah-
lungsstromes ¥y (.) wiirde in der Gegenwart mindestens einen Betrag in Hohe
von x verlangen, weil er nur dann in der Lage wére, Zahlungen in Hohe
der Investitionsriickfliisse an den Erwerber zu leisten, ohne dass er mit po-
sitiver Wahrscheinlichkeit am Ende des Planungszeitraumes einen Verlust zu
befiirchten hat. Mit  kann er demgegeniiber den Portfolio-Prozess m(.) ab-
bilden und somit seine Verpflichtungen aus dem Verkauf (fast sicher) erfiillen.
Umgekehrt wird ein Erwerber des Investitionszahlungsstromes nicht bereit
sein, mehr als z zu bezahlen, moéchte er nicht ebenfalls riskieren, mit posi-
tiver Wahrscheinlichkeit einen Verlust bis zum Planungshorizont zu generie-
ren. Der Erwerber wird sich folglich stets geméfl dem Prozess (—mo(.), —7'(.))
netto verschulden, so dass die Riickfliisse aus der gekauften Investitionszah-
lungsreihe bei jeder Umweltentwicklung ausreichen werden, um die Nettover-
schuldung bedienen und sich ihr schliellich entledigen zu konnen. Der Betrag

0
tition(szahlungsreihe), also zu deren Ertragswert. Eine von z abweichende
Bewertung wiirde auf dem unterstellten friktionslosen Markt demgegeniiber
Arbitragemoglichkeiten er6ffnen, so dass sie auf einem arbitragefreien Markt
keinen Bestand hétte.

xz=Ey [ J: r ‘gf—((j))] wird damit zum gegenwértigen Marktpreis fiir die Inves-

Bietet sich einem Investor somit eine Sachinvestitionsméglichkeit, deren
Riickflussstrom den dergestalt ermittelten Ertragswert x aufweist, so wird
er die Investition durchfiihren, sofern die Anschaffungsauszahlung Ay im Be-

150 vgl. zum Folgenden detaillierter Karatzas/Shreve (1998), S. 18 ff. und insbesondere
S. 39 ff. Ein Prozess der dargestellten Form wird Semimartingal genannt. Das Subskript
,»,0¢ kennzeichnet den Bezug einer Prozesseigenschaft bzw. des Erwartungswertoperators
zum Wahrscheinlichkeitsmafi Py, ansonsten ist das Wahrscheinlichkeitsmal P zugrunde zu
legen — eine Ausnahme hiervon bildet der Kursprozess des risikolosen Bonds So(.), welcher
sich auf P bezieht. Zum Verhéltnis von Ff{"(.) und '™ () sowie l"gv(.) und T'F?(.) vgl. ebd.,
S. 18.

151 (¢) steht fiir die totale Variation des Prozesses auf dem Intervall [0, t]; vgl. S. 41.
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trag unterhalb dieses Wertes bleibt, andernfalls wird er sie, abgesehen von
der Indifferenzsituation z = Ag, ablehnen. Die Entscheidungsregel ist da-
bei unabhingig von der Zustands-Préferenz des Investors, da er im Fall
Ky := z — Apg > 0 durch Realisation der Investition und Verkauf der In-
vestitionsriickfliisse seinen bisherigen Konsumstrom weiterhin realisieren und
ergdnzen kann durch einen zusitzlichen Konsumstrom, den er am Kapital-
markt fiir Ky erwirbt. Im Fall Ky := z — Ag < 0 kénnte er seinen ohne
die Investition erreichbaren Konsumstrom nicht realisieren, da er durch Auf-
wendung des Betrages r am Planungsbeginn {iber Kapitalmarkttransaktio-
nen den Investitionsriickfluss ohnehin generieren kénnte und gegeniiber einer
tatsdchlichen Realisation dabei den Betrag Ay —x einsparen wiirde. Mit diesem
zusétzlich gegeniiber der Investitionsrealisation verfiigbaren Betrag erreicht
der Investor (i.d.R.) ein hoheres Nutzenniveau. Anders formuliert, vernichtet
der Investor durch die Realisation der Investition Konsumméglichkeiten. Die
einzige notwendige Voraussetzung in den beiden vom Arbitragegleichgewicht
abweichenden Fillen ist, dass der Investor ein Mehr an Konsummoglichkeiten
einem Weniger vorzieht (Annahme des ,gierigen® Investors)'52. Fiir den Ma-
nager eines Unternehmens ergibt sich daraus das Postulat der Marktwertmazi-
mierung (Shareholder Value Mazimierung), d.h. er realisiert genau diejenigen
Investitionen, die den Marktwert des Unternehmens steigern, also solche, fiir
die Ky > 0 oder zumindest nicht Ky < 0 gilt. Damit handelt er im Interesse
aller Eigner des Unternehmens, unabhéngig von deren individuellen Konsum-
priferenzen, die i.d.R. wechselseitig divergieren!®3. Anzumerken ist, dass sich
die Idealitét des Kapitalmarktes sowohl auf das betrachtete Unternehmen als
auch auf seinen bzw. seine Eigner als Marktakteure erstreckt. Dabei ist ins-
besondere auch der zweite Punkt essentiell, ist er doch Voraussetzung dafiir,
dass die Investoren den maximierten Marktwert in ein nutzenmaximierendes
Konsummuster transformieren kénnen'4.

Die Entscheidungsregel ist allerdings nur dann von praktischer Bedeu-
tung, wenn es (Sach-)Investitionen geben kann, die tatséchlich eine von z
abweichende Anschaffungsauszahlung aufweisen, in ihrer stochastischen Ent-
wicklung aber gleichwohl durch die im existenten Kapitalmarkt bereits ab-
bildbare Unsicherheit duplizierbar sind. Derartige Situationen sind fiir un-
ternehmensoriginédre Sachinvestitionsmoglichkeiten kaum zu vermuten, zumal

152 Vgl. hierzu etwa Neus (2001), S. 31, 43, sowie Knobloch (2003), S. 163 ff.

153 Die Marktwertmaximierung als von den Priferenzen der Investoren unabhingiges
Zielkriterium fiir das Management gilt allerdings nur auf vollkommenen und vollstandigen
Mérkten. Abweichungen vom Idealmarkt fiihren i.d.R. dazu, dass Investitionsentschei-
dungen nicht mehr préferenzunabhingig getroffen werden kénnen; vgl. Wilhelm (1983),
S. 243. Zur Marktwertmaximierung im Kontext der Annahmen eines vollkommenen und
vollstandigen Kapitalmarktes vgl. Hachmeister (2000), S. 11 ff., mit weiterfiihrenden Hin-
weisen. Beachte die ebd., insbes. S. 15, zu findende stédrkere Differenzierung zwischen
Vollstandigkeit des Marktes und der Moglichkeit zur Duplikation bedingter Zahlungen;
allerdings betrifft die Unterscheidung nicht das hier verfolgte Untersuchungsziel.

154 Thren Urgrund findet die Argumentation im Separationstheorem von Irving Fisher
aus dem Jahr 1930 (vgl. die Edition von Barber (1997)).
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diese i.d.R. auch nicht marktgehandelte Risiken aufweisen diirften. Insofern
kommt diesbeziiglich dem Ertragswert x zunédchst nur eine eher theoreti-
sche Bedeutung zu. Derivative Anspriiche, d.h. solche, deren Wert ausschlief3-
lich an den Wert bzw. die Wertentwicklung eines oder mehrerer gehandelter
Objekte ankniipft, sind demgegeniiber mit diesem Ansatz grundsitzlich be-
wertbar. Die konkrete Bewertbarkeit richtet sich allerdings auch nach der

,Berechenbarkeit“ des Ausdruckes Fjy [ f r dw(s)] , welche hierbei das eigent-

0 So(s)

liche (Rechen-)Problem darstellt. Allerdings ist auch in diesem Fall zu fra-
gen, ob nicht ein chimérenhaftes Investitionsentscheidungsproblem gegeben
ist. Denn weshalb sollte das betrachtete Wirtschaftssubjekt ein allein auf am
idealen Markt gehandelten Risiken basierendes Investitionsobjekt besitzen,
dessen Anschaffungsauszahlung vom marktgerechten Preis abweicht? Insofern
dient der Kalkiil vornehmlich dazu, den marktgerechten Preis des zustands-
abhéngigen Zahlungsstromes, mithin auch den Marktwert des Unternehmens,
zu ermitteln!%.

Ausgehend von einem Marktwert der Unternehmung entsteht ein Investiti-
onsauswahlproblem nun durch den bereits angesprochenen Aspekt, dass der
Marktwert in ein nutzenmaximierendes Konsumprogramm umgesetzt wird.
Grundsétzlich auch im Rahmen des Unternehmens mdéglich, vorausgesetzt,
auch individualisierte Ausschiittungen seien moglich, betrifft dieses Auswahl-
problem doch die individuelle Sphére eines Eigners. Die erste Alternative er-
scheint allenfalls dann als real, wenn besondere gesellschaftsrechtliche Verein-
barungen innerhalb des Eignerkreises von Personenhandelsgesellschaften dies
gestatten oder es sich um einen Einzelunternehmer handelt (personenbezogene
Unternehmen)!®¢. Der Eigentiimer hat durch Kapitalmarkttransaktionen ein
fiir ihn nutzenoptimales Investitionsprogramm auf Basis der am Kapitalmarkt
vorhandenen Finanzinstrumente zu bestimmen, das im Hinblick auf Umwelt-
entwicklungen bedingt sein wird. Dieses Investitionsproblem ist Gegenstand
der dynamischen Portfolio-Optimierung, die nun dargestellt wird.

2.2.3 Die dynamische Portfolio-Optimierung
unter Idealmarktbedingungen

Aus Sicht eines Investors ist bei gegebenem Anfangsvermogen x ein nut-
zenmaximierendes Portfolio zusammenzustellen und ggf. in seiner Zusammen-
setzung sich verdndernden Umweltgegebenheiten anzupassen. Nutzen kann
der Investor wihrend des Planungszeitraumes durch Konsumentnahmen, re-
prasentiert durch den Konsumprozess ¢(.), und/oder aus dem Endvermogen

155 Die damit formulierte Einschrinkung erstreckt sich natiirlich auch auf den
»gewohnlichen“ Kapitalwertkalkiil, sofern der Kalkulationszinssatz den fiir die Duplikation
der zu bewertenden Zahlungen heranziehbaren Zinssatz eines idealen Marktes reprasentiert
und nicht anderweitig zustande kommt — oder gar Deo ex Machina gestiftet wird.

156 Vgl. hierzu Schneider (1992), S. 6.
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X (1") erfahren, wobei gemifl der zugrunde gelegten Marktgestalt von einem
endlichen Planungszeitraum ausgegangen wird. Die Nutzenbeitrdge von Kon-
sum bzw. Endvermogen werden durch Nutzenfunktionen abgebildet, die im
Mittelpunkt des folgenden Abschnittes stehen; hierdurch wird die Operatio-
nalisierung der Annahme eines nutzenmaximierenden Investors méglich. In
den darauf folgenden Abschnitten werden verschiedene, gleichwohl wechsel-
seitig in Verbindung stehende Nutzen-Maximierungsprobleme dargestellt und
Losungen hierfiir présentiert.

2.2.3.1 Zugrunde liegendes Nutzenkonzept

Zuné&chst wird der Nutzen als numerisch messbar vorausgesetzt, d.h. fiir
einen dem Investor zuflieenden Betrag kann ein Nutzenwert als Zahl angege-
ben werden; die Iransformation erfolgt {iber eine Nutzenfunktion. Mit Axio-
men rationalen Verhaltens, wie sie (bspw.) durch v. Neumann/Morgenstern
formuliert wurden!”, existiert eine solche (kardinale) Nutzenfunktion. Mit ihr
konnen mogliche Nutzenwerte innerhalb eines Spieles, d.h. einer Situation, in
der verschiedene, mit Wahrscheinlichkeiten zu belegende Ergebnisse moglich
sind, durch Bilden des Erwartungswertes iiber die Nutzenwerte der Ausginge
zu einem Erwartungsnutzen(wert) komprimiert werden. Dieser Erwartungs-
wert ist dem Spiel nutzendquivalent. Auch wenn Beispiele konstruierbar sind,
die die generelle Giiltigkeit des Konzeptes des Erwartungsnutzens, welcher
auch als Bernoulli-Nutzen bezeichnet wird, in Frage stellen, bleibt dieses Kon-
zept das weithin akzeptierteste, nicht zuletzt aufgrund der fiir ,,normale“ Si-
tuationen grofien Plausibilitit des Axiomensystems, auf dem es fuBft'%®. Es
wird deshalb auch der dynamischen Portfolio-Optimierung zugrunde gelegt.
Insofern kann die folgende, das bisherige Pramissensystem ergéinzende An-
nahme formuliert werden:

Annahme zur Nutzenmazimierung: Jeder Investor richtet sich nach dem
Bernoulli- Prinzip, d.h. er maximiert seinen Erwartungsnutzen. Zudem wird
der Investor als risikoavers mit stets positivem Grenznutzen angenommen.

157 Vgl. die origindr 1944 formulierten Axiome in v. Neumann/Morgenstern (1973),
S. 15 ff., zum Folgenden insbesondere S. 26, sowie mit Verweisen auf alternative Axiomen-
systeme Lauz (2003), S. 171 ff., oder Fishburn (1964), S. 28 f., 37. Fiir beliebige Objekte
u,v,w € U mit einer Relation ,,>“ und beliebige Zahlen 0 < «,(3,7 < 1 sollen nach
v. Neumann/Morgenstern die folgenden Axiome erfiillt sein: Vollstindigkeit der Ordnung
(w,v €U = u > v Vv>uV <> v), Transitivitit (u > v AV > w = u > w),
Ordnungs- und Verkniipfungsaxiome (u < (>)v = u < (>)au +(1 — a)v; u < (>
Jw < (=)v = Ja: au+ (1 — a)v < (>)w), Algebra der Verkniipfung (cu +(1 — a)v =
(1I—a)v+au; a(fu+(1—PB))+(1—a)v=>u+(1—~v)vmity=af). Vgl. mit alterna-
tiver Formulierung des Axiomensystems Kruschwitz (2002), S. 88 ff., oder Ingersoll (1987),
S. 30 ff.

158 Vgl. zur Kritik am Bernoulli-Prinzip und dem positiven Resiimee Lauz (2003),
S. 171, 194 ff.; vgl. auch Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 68 f. Eine Wiedergabe der
Abhandlung von Daniel Bernoulli aus dem Jahr 1738 auf Deutsch findet sich bei Krusch-
witz/Kruschwitz (1996).
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Im Folgenden ist die Gestalt der (insbesondere Risikoaversion implizieren-
den) Nutzenfunktion des Investors noch zu spezifizieren. Zu beriicksichtigen
ist in diesem Zusammenhang auch, welche Nutzen stiftenden Betrige Ge-
genstand der Optimierung sein sollen. Es werden diesbeziiglich die si-
multane Optimierung von Konsumentnahmen und Endvermégen, die End-
vermogensoptimierung bei gegebenem Konsumstrom, der ggf. gleich null ist,
sowie die Entnahmeoptimierung bei gegebenem Endvermégen dargestellt!®®.

Eine Nutzenfunktion'®0 ist eine im ersten Argument stetige Funktion U :

[0,00) x R — [—00,00), so dass fiir jedes ¢t € [0,1] gilt:
e dom(U(t,.)) :={z e R|U(t,z) > —00} C [0,00) und nicht leer,

o U'(t,z) := %U(t,:c) > 0 ist stetig, positiv und streng monoton fallend im
Inneren von dom(U(t,.)) und es ist: U’'(c0) := lim U’(t,z) = 0.
r—00

Fiir das Weitere wird dom(U(t,.)) = [0,00) V (0,00) unterstellt'®!, wobei
im Falle dom(U(t,.)) = (0,00) zudem lim, o U'(z) = oo gelte. Ferner wird
vorausgesetzt, dass ein dem Zeitpunkt ¢ (€ [0,7]) vorausgehender oder nach-
folgender Konsum den Wert der Nutzenfunktion in ¢ nicht beeinflusst. Es
wird also von einem zeitlich separierbaren Nutzen ausgegangen, so dass sich
der gesamte Nutzenwert eines Konsumstromes aus der Addition der Nutzen-
werte aller Zeitpunkte des Betrachtungszeitraumes ergibt!62. Ggf. wird auch

159 Die Beschreibung folgt in weiten Teilen Karatzas/Shreve (1998), S. 88-136, bzw.
Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987). Darstellungen finden sich auch bei Korn/Korn (1999),
S. 236-249, und Elliott/Kopp (1999), S. 251-270.

160 vgl. Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987), S. 1564 f., Karatzas/Shreve (1998), S. 94 f.

161 Damit erfolgt eine formale Spezialisierung gegeniiber Karatzas/Shreve (1998),
S. 94 f., wobei der Fall, dass £ := inf{x € R | U(z) > —oo} # O ist, hier abweichend
behandelt wird.

162 Damit erfolgt eine Spezialisierung dergestalt, dass die nach den Zeitpunkten t € [0, T
differenzierten Ergebnismengen Z; unabhéngig im ,,Nutzenfunktionssinne“ nach Fishburn
(1964), S. 38 f., sind. Dies ist der Fall, wenn Spiele iiber zeitkombinierte Ergebnismen-
gen genau dann als dquivalent beurteilt werden, d.h. den gleichen Nutzen stiften, wenn
sie fiir jeden Zeitpunkt isoliert betrachtet jeweils das gleiche Spiel représentieren. Dies
sei an einem Beispiel nach Kirsten (2002), S. 140, der es in einem gegeniiber der Nut-
zenunabhingigkeit kritischen Zusammenhang verwendet, verdeutlicht: Es wird das Spiel
[pa; (1 — p)b] so definiert, dass das Ergebnis a mit der Wahrscheinlichkeit p € (0,1), das
Ergebnis b mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p eintritt. Die Ergebnismenge, aus der a bzw. b
stammen, kann sowohl aus Skalaren als auch (alternativ) aus Vektoren bestehen. Es werden
ferner die Vektoren z! = (z},21)’ und 22 = (2%,22)’ bestimmt, deren erste (zweite) Kom-
ponente jeweils eine Zahlung in t = 1(2) reprédsentiert. Nutzenunabhéngigkeit bedeutet
hier, dass der Entscheider indifferent ist zwischen den Spielen [0,5 (100,0)’;0,5 (0, 100)’]
und [0,5 (100,100)’;0,5 (0,0)'], da fiir jeden Zeitpunkt betrachtet gleiche Spiele entste-
hen, ndmlich [0,5 100;0,5 0] fir ¢t = 1 und [0,5 0;0,5 100], welches das gleiche Spiel wie
[0,5 100; 0,5 0] ist, fiir ¢ = 2. Das in diesem Fall Stérende, namlich dass ein Spiel, welches
iiber den gesamten Planungszeitraum hinweg unabhéngig von der Umweltentwicklung den
Riickfluss 100 aufweist, als gleichwertig zu erachten ist gegeniiber einem Spiel, bei dem das
Risiko iiber die Umweltentwicklungen im Zeitablauf nicht nivelliert wird, ist fiir die vorlie-
gende Anwendung im Ergebnis allerdings nicht in dieser Extremitét zu erwarten. Von den
Modellpramissen her gesehen, ist ein solches Resultat aber nicht ausgeschlossen.
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die Funktion U(t,.) fiir festes ¢ (€ [0,00)) Nutzenfunktion genannt; hierfiir
wird auch kurz U(.) geschrieben.

Die Voraussetzung eines stets positiven Grenznutzens stimmt mit der An-
nahme eines (stets) gierigen Investors iiberein, die fiir die Arbitragefreiheit
von im Ubrigen idealisierten Kapitalmérkten sorgt. Sie diirfte in Bezug auf
die Investoren, an die im Rahmen der dynamischen Portfolio-Optimierung zu
denken ist, nicht in Frage zu stellen sein63.

Aufgrund der (strengen) Konkavitit der Nutzenfunktion (im Inneren von
dom(U(t,.))) folgt unmittelbar, dass der Investor risikoavers ist. Risikoaver-
sion bedeutet, dass der Investor ein sicheres Ergebnis stets einem unsicheren
Ergebnis mit gleichem Erwartungswert vorzieht. Konkret ist er durch eine
Nutzenfunktion U(.) gekennzeichnet!4, fiir die die Bedingung U(E[X]) >
E[U(X)] gilt, d.h. der Erwartungsnutzen als Erwartungswert der Nutzenwer-
te, welche den moglichen Ausprigungen der Zufallsvariablen X zuzuordnen
sind'%%, wird durch den Investor geringer bewertet als der Nutzen, den er bei
sicherer Zahlung des Erwartungswertes der unsicheren Zahlung hétte; diese
Bedingung ist fiir konkave Nutzenfunktionen, wie hier unterstellt, erfiillt166.
Risikofreude wire demgegeniiber bei U(E[X]) < E[U(X)] und Risikoneu-
tralitdt im Falle von U(E[X]) = E[U(X)] gegeben. Im Weiteren sei davon
ausgegangen, dass die jeweilige Risikoeinstellung fiir sémtliche méglichen Zu-
fallsvariablen X, welche den Vermoégenswert kennzeichnen, gilt.

Die Annahme risikoaverser Investoren und damit einer konkaven Nutzen-
funktion scheint grundsétzlich einem natiirlichen Verhalten zu entsprechen,
da ein abnehmender Grenznutzen (U’(z) fillt mit steigendem z) bedeutet,
dass ein stets gleicher Vermogenszuwachs A x bei kleineren Ausgangsvermégen
einen hoheren Nutzenzuwachs bringt als bei grofieren; somit diirfte die Moti-
vation zur Vermdogenssteigerung fiir kleine Vermdgen ebenfalls grofer seinl67.
Bei ins Unendliche strebenden Vermégen wiirde dementsprechend die Mo-
tivation, das Vermdgen noch um den Betrag Az zu steigern, gegen null

163 Msglicherweise ist dies insbesondere hinsichtlich solcher Investoren anzunehmen, die
sich die Mithe machen, eine Optimierung in diesem Sinne durchzufiihren bzw. durchfiihren
zu lassen.

164 Die folgenden Erliuterungen beziehen sich auf stets auf dom(U(.)) als Definitions-
bereich.

165 Da die Nutzenfunktion U(.) hier iiber reelle Werte definiert ist, représentiert
»EU(X)]“ eine verkiirzende Schreibweise in dem Sinne, dass hierbei fiir jede Aus-
pragung der reellwertigen Zufallsvariablen X ein Nutzenwert zu berechnen und iiber
samtliche Nutzenwerte anschliefend der Erwartungswert zu bestimmen ist. Eine w.
Neumann/Morgenstern-Nutzenfunktion gewéhrleistet, dass der Nutzen des durch die
Zufallsvariable X ausgedriickten Spieles dem Erwartungswert der Nutzenwerte zu den
moglichen Ausgéingen des Spieles entspricht; vgl. v. Neumann/Morgenstern (1973), S. 24,
Bedingung (3:1:b). Insofern muss der Definitionsbereich der Nutzenfunktion nicht auch
Spiele, welche durch eine Zufallsvariable reprisentiert werden kénnen, umfassen, er kann
vielmehr auf reelle Zahlen beschrénkt bleiben.

166 Vgl. bspw. Kruschwitz (2002), S. 102.

167 Vgl. Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 55.
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sinken, was durch einen gegen null strebenden Grenznutzen zum Ausdruck
kommt (Sittigung)!®®. Fiir die vorliegende Darstellung soll deshalb auch die-
ser ,natiirliche* Fall vorausgesetzt werden. Hinzuzufiigen ist allerdings, dass
es offensichtlich auch Verhaltensweisen gibt, die nicht mit einer risikoaversen
Einstellung im Einklang stehen. Hierbei ist bspw. an Gliicksspiele zu denken,
die Teilnehmer der Tatsache zum 'lrotz finden, dass der erwartete Riickfluss
geringer ist als der Kapitaleinsatz!%®. Dariiber hinaus wird teilweise auch fiir
grofe und gegen Risiken diversifizierte Vermogen (insbesondere von Finanz-
institutionen) ein Verhalten wie bei Risikoneutralitit als zuléssig erachtet!™.
Fiir den hier im Vordergrund stehenden (natiirlichen) Investor soll allerdings
kein besonderer Umstand zutreffen, insbesondere seien hinsichtlich des letzten
Punktes Streuungen des Vermégens nicht auszuschlieflen, fiir die eine lineare
Nutzenfunktion keine geeignete Ndherung mehr représentiert.

Risikoaverses Verhalten kann durch verschiedene Typen von Nutzenfunk-
tionen beschrieben werden. Neben empirisch ermittelbaren sind im Hinblick
auf die weitere Optimierung vor allem analytische Représentationen nétig, die
eine adiquate Beschreibung des Risikoverhaltens bieten. Allerdings konnen
unter den analytischen Nutzenfunktionen, die Risikoaversion implizieren, wie-
derum mehr oder weniger sinnvolle unterschieden werden. Als Mafstab hierfiir
werden vielfach Mafle der Risikoaversion nach Arrow/Pratt'™ herangezogen.
Diese sind fiir eine Nutzenfunktion U(.), die zweimal (stetig) differenzierbar
ist, definiert als:

ARA(z) = _U,_(a:) absolute Risikoaversion,
U ir)
RRA(z) = - mg, (S;) relative Risikoaversion.

Die absolute Risikoaversion stellt fiir ein bestimmtes Ausgangsvermégen ()
den Betrag der Abnahme des Grenznutzens (—U”(z)) ins Verhéltnis zum
Grenznutzen (U’(z)). Nimmt dieses Verhdltnis mit zunehmendem Vermogen
ab, so bedeutet dies zunichst, dass sich die relative Abnahme des Grenznut-
zens verlangsamt. Intuitiv kénnte dies bedeuten, dass man eher als bei einer
starkeren Kriimmung der Nutzenkurve an der betrachteten Stelle bereit ist,
streuende Riickfliisse in Kauf zu nehmen. Konkret kann gezeigt werden, dass
sich die Risikoprémie, die ein Investor zum Ausgleich dafiir verlangt, dass
er eine sichere Zahlung gegen einen risikobehafteten Riickfluss mit gleichem
Erwartungswert tauscht, proportional und gleichgerichtet zur absoluten Risi-

168 vgl. Korn/Korn (1999), S. 238 f.

169 Vgl. Kruschwitz (2002), S. 103, mit dem Beispiel fiir einen schematisierten Verlauf ei-
ner daran angepassten Nutzenfunktion. Beispiele fiir situativ bestimmtes Verhalten, fiir das
die Unterstellung von Risikoaversion keine addquate Abbildung liefert, werden in Goldberg
(1990) und Varian (1990) diskutiert; gegeniiber einem eher skeptischen Resiimee Goldberg’s
schliet Varian (1990), S. 225, ,In some cases, merely assuming risk averse behavior as a
primitive assumption may be adequate. I think that this is true for most questions one
might ask about the behavior of ordinary consumers“.

170 vgl. Gale/Hellwig (1985), S. 650.

171 vgl. Arrow (1971), S. 94, und Pratt (1964), S. 122, 134.
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koaversion (ARA) versndert!72. Steigt folglich die ARA mit dem Vermégen z
an, wird sich auch die Risikoprdmie vergroéflern, bleibt sie konstant, gilt dies
auch fiir die Risikoprdmie, und verringert sie sich schliefilich, so wird sich der
Investor fiir die Risikoiibernahme mit einer geringeren Prémie zufrieden ge-
ben. Von den drei damit unterschiedenen Fillen erscheint der letztgenannte
am plausibelsten, da das gleiche Risiko fiir einen reichen Investor leichter in
Kauf zu nehmen ist als fiir einen relativ srmeren!”. Eine sinnvolle Nutzen-
funktion sollte folglich eine abnehmende absolute Risikoaversion aufweisen.

Fiir die relative Risikoaversion (RRA) ist eine solche Abgrenzung nach in-
tuitiv einleuchtendem Verhalten nicht ohne weiteres moglich. Formal ergibt
sie sich aus dem folgenden Sachverhalt: Ist der streuende Riickfluss propor-
tional zum Vermoégen — an die Stelle der Zufallsvariablen Z bei der Ermitt-
lung der ARA tritt die Zufallsvariable £Z —, so ist die auf das Vermogen zu
beziehende Risikoprdmie nunmehr proportional zur RRA'7. Gemeinhin er-
scheint eine konstante relative Risikoaversion als plausibel!®. Eine solche im-
pliziert, dass der Investor eine konstante Risikoaversion gegeniiber proportio-

7 = konst., besitzt! ™. Fiir verschiedene
Nutzenfunktionen ergibt sich hinsichtlich der durch sie abgebildeten absolu-
ten bzw. relativen Risikoaversion das in Tab. 2.2 wiedergegebene Bild (hierbei
seien > 0 bzw. z > 0 sowie a,b > 0).

nalen Vermégensverlusten, i.S.v. ARA

Es zeigt sich, dass vor allem die Nutzenfunktionen des ,,power type“ und
die logarithmische Nutzenfunktion konsistent mit einem plausiblen Investo-
renverhalten gegeniiber Risiko sind. Diese Funktionstypen werden deshalb
im Weiteren besondere Beriicksichtigung erfahren. Sdmtliche in Tab. 2.2 auf-
gefiihrten Nutzenfunktionen sind Spezialfille der Klasse der so genannten
HARA-Nutzenfunktionen (hyperbolic absolute risk averse ~; mit positivem

Grenznutzen), welche die folgende allgemeine Gestalt aufweisen'””:

_ vy
UHARA($)=1—7< < d) , d>0,¢>0,
v -7

wobei fir z die Bedingung -1% + d > 0 gelten muss. Hierbei ist

limy_1 Upara(z) = cz sowie lim,—o Ugara(z) = Inz'™.

172 Vgl. Pratt (1964), S. 124 f., — fiir ,kleine“ Risiken.

178 Vgl. Kruschwitz (2002), S. 109.

174 Vgl. Pratt (1964), S. 133 ff.

175 Vgl. Kruschwitz (2002), S. 111, sowie mit einem Hinweis auf eine unterstiitzende
empirische Untersuchung Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 57; nach der dort zitierten
Studie von Friend/Blume (1975) war mit dem Verhalten privater Investoren eine konstante
RRA von 2 — oder zumindest in dieser Hohe; vgl. Friend/Blume (1975), S. 920 — mit
(demzufolge) abnehmender ARA vereinbar.

176 Vgl. Copeland/Weston/Shastri (2005), S. 56, zur absoluten und relativen Risiko-
aversion auch die Charakterisierung in Kruschwitz (2002), S. 109-111, und Neus (2001),
S. 457.

177 Vgl. Ingersoll (1987), S. 39 f., Kruschwitz (2002), S. 111 ff., wobei hier ¢ > 0 verlangt
wird, um einen positiven Grenznutzen zu erhalten; vgl. hierzu auch Merton (1971), S. 389.

178 Vgl. bspw. Kruschwitz (2002), S. 111 f.
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Tabelle 2.2
Beispiel konkaver Nutzenfunktionen mit positiven Grenznutzen
Nutzenfunktion ARA (x) %ARA(J?) RRA (x) %RRA(:D)
(Bezeichnung)
— 2 20 20
U(z) = ax — bz PR zunehm. @/z) =% zunehm.
(295 > x; quadratisch)
Uz) = —e bz b konst. bz zunehm.
(exponentiell)
) z’ 1
UB(z) = 5 1-P8)z abnehm. 1-4 konst.
(B € (=00, 1)\ {0})
(,power type“)
UO(z)=Inz % abnehm. 1 konst.
(logarithmisch)

Ankniipfend an die logarithmische und die Nutzenfunktionen vom ,,power
type“ wird bei Einbeziehung des Zeitaspektes vielfach auch folgenden Funk-
tionen eine besondere Rolle zukommen:

UP(t,z)=e U (z), te[0,T], pe(—o0,1), a>0.

Die damit beschriebenen Funktionen stellen eine Zeitpréiferenz zwischen
den logarithmisch oder iiber eine ,Power-type“-Funktion gemessenen Nut-
zen zu verschiedenen Zeitpunkten her. Der Faktor a ,,gewichtet“ (in gewisser
Weise) den zeitlichen Anfall eines Nutzenwertes und kommt damit in sei-
ner Bedeutung einem Diskontierungszinssatz fiir Nutzenwerte gleich (Zeit-
priferenzrate! ™ bzw. (zeitliche) Konsumpriferenzrate)!'8°.

Zur allgemeinen Nutzenfunktion U(.,.) bzw. kurz U (.)'®!, die eine Funktion
U :[0,00) x R — [—00,00) mit U'(.,z) > 0 bzw. U'(z) > 0, Vz € Ry, ist,
existiert eine Umkehrfunktion I(.)!®? zur ersten Ableitung auf dem Intervall
(0,U’(0+)), wobei U'(0+) = limg o U'(z) (€ (0, 0]), so dass

I:=U")"": (0,U'(0+)) — (0,00)

streng monoton fallend und stetig ist. Fiir U’(0+) < oo wird I(.) durch I(y) =
0 fiir U'(04+) < y < oo auf das Intervall (0, 00) stetig fortgesetzt.

Zur Ableitung eines optimalen Portfolios wird eine Transformation der Nut-
zenfunktion!® von Bedeutung sein, die wie folgt eingefiihrt wird: Das konveze

179 Vgl. Bitz (1981), S. 304. Zur Modellierung der Zeitpréiferenz in einem mehrperiodigen
Kontext vgl. auch Hempelmann/Liirwer/Brackschulze (2002).

180 Auf die in Fn. 162, S. 83, skizzierte Problematik der damit erfolgenden Vergleich-
barmachung von Nutzen, welche zeit- und zustandsabhingig sind, sei erinnert.

181 vgl. S. 83.

182 vgl. hierzu — mit geringfiigiger Modifikation — Karatzas/Shreve (1998), S. 95.

183 Dje Darstellung orientiert sich am Begriff der Nutzenfunktion mit einem Argument;
dies entspricht der Nutzenfunktion mit zwei Argumenten, von denen das erste als fest zu
betrachten ist.
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Dual U(.) : R — (—00, 00] zur Nutzenfunktion U(.) ist definiert als:

U(v) = sup{U(e) - ay}. (2.36)
Fiir das konvexe Dual gilt!34:
3 U(I(y)) — yI(y), y>0,
U(y) = U(OO) = limz— oo U(:C), y=0, (2.37)
o0, y < 0.

Dabei konnen die Werte fiir y < 0 unmittelbar aus der Definition abgelesen
werden. Der Funktionswert fiir y > 0 ergibt sich, indem man das Supremum
(Maximum) der Funktion u(z) = U(z) — zy iber z € dom(U)(:= dom(U(.)))
bildet!'8%. Aus v/(z) = U’'(z) —y = 0 folgt dabei y = U'(z) und z = I(y),
falls es ein solches z € (0,00) gibt. Dies ist stets dann der Fall, wenn
dom(U) = (0,00), da annahmegemiB dann limg o U'(z) = oo gilt sowie ge-
nerell lim,_,o, U’'(z) = 0 vorausgesetzt wurde; fiir Az : y = U’(x) und somit
dom(U) = [0,00), muss wegen lim, o, U'(z) = 0 und der Monotonie von
U’(z) im Inneren von dom(U) gelten: v'(z) < 0(z € (0,00)). Das Maximum
wird folglich an der Stelle z = 0 angenommen. Da in diesem Fall y > U’(0+)
ist, gilt ebenfalls z = I(y). Fir y > 0 ist also I(y) das in Gl. (2.36) extre-
mierende z. Zudem ist z = I(y) wegen des streng monotonen Verhaltens von
U’(.) eindeutig. Aus Gl (2.37) folgt ferner:

U'y) =U'T)I'(y) - I(y) —yI'(y) = —1(y), 0<y < oo. (2.38)

Im Folgenden sollen optimale Portfolios (im Zeitablauf) bestimmt werden.
Hierbei werden verschiedene Optimierungsprobleme, je nach spezifischer Si-
tuation eines Investors, behandelt. Es wird mit dem Fall einer simultanen
Maximierung von Nutzenbeitrdgen aus (laufendem) Konsum und dem am
Planungshorizont verbleibenden Endvermégen begonnen.

2.2.8.2 Nutzenoptimierung iber Konsum und Endvermdgen

Den Ausgangspunkt bildet ein Investor mit einem Ausgangsvermogen z >
0. Dieser sucht eine Losung fiir das folgende Optimierungsproblem.

Problem (K&)186:
Finde ein optimales Prozesspaar (cxe(.), Txe(.)) € A(z)'®7, auch kurz (cxg,
mxE) € A(z)'88, aus einem Konsum- (cx g(.)) und einem zulissigen Portfolio-

184 vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 96.

185 Da dom(U) annahmegemi8 nicht leer ist, gibt es ein x in dieser Menge mit U(z) >
—00, so dass andere Werte des Definitionsbereiches von U(.) nicht beriicksichtigt zu werden
brauchen.

186 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 98, Korn/Korn (1999), S. 239.

187 vgl. S. 65.

188 Sofern im Kontext als Prozess erkennbar, wird die Kennzeichnung der Argumente
von Prozessen mitunter weggelassen.
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Prozess (7o, k(.), Tk g(.)), fir das gilt:

T
Vip(@)i= sup E / Us(t, e(t)) dt + Un(X5™(T)) | (2.39)
(e,m)EAK 1;(z) 2
wobei
T
Age(z) = (c,m) € A(z) | E/min [0,U1(t,c(2))] dt
0
+E [min [0, Us(X*™(T))]] > —o0} . (2.40)

Ui (., ¢(.)) kennzeichnet die Nutzenfunktion des Investors zum Konsum c¢(.);
Uz (X (1)) gibt den Nutzenbeitrag an, den der Investor aus dem Endvermégen
X (1) erhalt.

Die simultane Berticksichtigung von Konsum und Endvermégen kann auch
als Form des Wohlstandsstrebens aufgefasst werden. Das Vorgehen zur Losung
des Problems wird fiir die nachfolgend dargestellten Probleme der Entnahme-
optimierung bei gegebenem Endvermégen und der Endvermégensoptimierung
bei gegebenem Entnahme- bzw. Konsumstrom!®® wieder aufgegriffen und
deshalb hier ausfiihrlich behandelt. Grundsétzlich ist bei Verfolgen der an-
gefithrten Problemstellung Folgendes zu beachten: Eine Konkretisierung der
Nutzenfunktionen hat der Tatsache Rechnung zu tragen, dass ¢(.) einen
iiblicherweise tatséchlich konsumierten Geldstrom représentiert, wahrend der
Nutzen, den das Endvermogen stiftet, aus Sicht von 1" eine Bewertung fiir ein
zukiinftig Nutzen stiftendes Potential (nach dem Konsum ¢(7’)) beinhaltet.
Durch die Reprisentation des Nutzens eines (ggf. umweltentwicklungsbeding-
ten) Nutzenpotentials, das explizit in die Optimierung einbezogen wird, sind
letztlich zwei unterschiedliche Nutzen stiftende Tatbestdnde in den Nutzen-
funktionen zu erfassen, weshalb Schwierigkeiten bei der Operationalisierung
von Uj(.,.) und Us(.) nicht auszuschliefen sind!®. Von daher beziehen die
beiden nachfolgend behandelten Problemstellungen eine (zusétzliche) Recht-
fertigung, in denen entweder ein Konsumstrom oder ein Endvermégen fixiert

189 Die Begriffe ,,Entnahme* und ,, Konsum“ werden hier synonym verwendet; vgl. auch
die folgenden Ausfithrungen.

190 vgl. Kruschwitz (2003), S. 12 f. Beim Wohlstandsstreben, unter das auch die be-
trachtete simultane Optimierung von Konsum und Endvermégen zu rechnen ist, liegt eine
,mehrfache Zielsetzung vor“ (Schneider (1992), S. 66). Dabei ist anzumerken, dass der Be-
griff des Wohlstandsstrebens stets Situationen umfasst, in denen eine Austauschregel zwi-
schen gegenwirtigen und zukiinftigen Entnahmen (inkl. Endvermégen) vorauszusetzen ist,
wihrend die ,,reine“ Entnahmeoptimierung — als Entnahmemaximierung — durch die (op-
timale) Wahl des gegenwértigen Entnahmeniveaus bei gegebener Relation der zukiinftigen
Entnahmen zum gegenwértigen gekennzeichnet ist, vgl. Schneider (1992), S. 65 f. Letzteres
ist hier — nicht zuletzt aufgrund der Stochastik auch der Entnahmen — keineswegs der
Fall, so dass unter diesem Blickwinkel die im Weiteren behandelte Optimierung von Ent-
nahmen (bei gegebenem Endvermégen) ebenfalls als Wohlstandsstreben i.0.S. zu verstehen
ist.
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ist und die Optimierung sich auf den Nutzen bezieht, der sich einheitlich auf
einen Verbrauch (Konsum) oder eine ,,Bestandsbewertung® griindet.

Fiir die Losung des Problems (X&) wird die Funktion:

Xke(y) = E l/ Ho(t)I1(t,yHo(t)) dt + Ho(T)I2(yHo(T)) |, y € Ryy, (2.41)

eingefiihrt, wobei I (.,.) bzw. I3(.) die Umkehrfunktionen (i.0.S.) zu Ui (.,.)
bzw. Us(.) repréisentieren. Die Funktion Xk g(.) bildet auf dem vollstindigen
Kapitalmarkt den Gegenwartswert von Zahlungsanspriichen ab, die iiber
die Inverse der Grenznutzenfunktion I(.) bestimmt sind. In den weiteren
Ausfiihrungen wird sich zeigen, dass die optimalen Riickfliisse in Gestalt von
Konsum resp. Endvermégen iiber die Funktion I(.) festgelegt werden, wodurch
die Funktionsdefinition ihren Sinn erhilt. Beziiglich der Funktion Xk g(.), die
Betragsfunktion (fir Konsum und Endvermdgen) genannt werden soll, wer-
den fiir endliches y endliche Funktionswerte vorausgesetzt. Es gilt im Weiteren
also Folgendes:

Annahme!®l: Die Nutzenfunktionen Uy (.,.) und Us(.) seien dergestalt, dass
Xkp(y) <oo, VyeR;4.
Satz 2.17 FEigenschaften und Inverse der Betragsfunktion X p(.)'%?

Die Funktion Xkg(.) ist monoton fallend und stetig auf dem Intervall (0, 00)
sowie streng monoton fallend auf dem Intervall (0,zkg), wobei:

zxg :=sup{y >0 | Xxe(y) > Xke(0)} >0 (2.42)

mit Xgp(oo) = limyooXgxe(y) = 0; ferner ist Xxp(0+) :=
limy o Xxe(y) = co. Auf dem Intervall (0,zxg) hat die Funktion Xxg(.)
eine streng monoton fallende Inverse Yk : (0,00) — (0, zxE), so dass:

Xxe(Vke(z)) =z, Yz € (0,00). (2.43)

Zur Losung des Problems (X&) wird die Maximierung des Erwartungsnut-
zens unter der Nebenbedingung, dass der Konsumprozess und das verblei-
bende Endvermégen die Budget-Restriktion zum Anfangsvermogen x einhal-
ten miissen, {iber eine zu maximierende Lagrange-Funktion ausgedriickt, fiir
die die zugehorigen Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt sein miissen. Diese wer-
den jedoch nur soweit verwendet, dass ein Konsumprozess ¢(.) und das sich
damit ergebende Endvermégen ¢ als Kandidaten fiir die gesuchten optima-
len Konsum- und Endvermégenswerte ermittelt werden. Die Optimalitédt des

191 vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 101, sowie mit hinreichenden Bedingungen fiir die
Giiltigkeit dieser Annahme ebd., S. 107 i.V.m. S. 96 f. Letzteres ist bspw. dann gege-
ben, wenn fiir geeignete 8 € (0,1), v € (1,00) gilt: BU'(z) > U'(yz), Yz € (0,0), sowie
Xk g(y) < oo fir ein y > 0.

192 Vgl. zu Satz und Beweis Karatzas/Shreve (1998), S. 101 f. (Lemma 3.6.2), wobei
hier aufgrund der abweichenden Definition der Nutzenfunktion Xk g(c0) = 0 ist.
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Konsumprozesses sowie des aufgrund der Vollstandigkeit des Marktes hierzu
existierenden Portfolio-Prozesses wird hernach gezeigt!%3.

Die Lagrange-Funktion mit dem Lagrange-Multiplikator y > 0 zur Maxi-
mierung des Erwartungsnutzens aus Konsum und Endvermégen unter Beach-
tung der Budget-Restriktion (2.32) lautet:

ty <$ -E [/OT Ho(t)e(t) dt + HO(T)g]) ‘

> 0, Budget-Restriktion
zum Anfangsvermégen z

T
L(c,&,y) =E l/ Ui(t,c(t)) dt + Ua(€)
0

Nach der Definition des konvexen Duals gemaf Gl. (2.37) gilt fiir die entspre-
chenden Funktionen zu Ui (¢,.) und Ua(.):

2y + E [f (U (8, €(t)) — yHo(t)e(t)] dt} 1 B{Us(6) - yHo(T)E]

< ey +E Lf U1 (t, yHo(t)) dt} +E [02(yHo(T))] ,

was fiir y > 0 wegen Gl. (2.37) und der Eigenschaften des konvexen Duals mit
Gleichheit genau dann erfiillt ist, wenn:

c(t) = Li(t,yHo(t)), t € [0,T], und ¢& = I2(yHo(T)).

Dabei ist es nahe liegend, das optimale Prozesspaar (¢, 7) in der Menge zu
suchen, fiir die die Budget-Restriktion fiir ¢(.) und & = X*®%™ mit Gleich-
heit erfiillt, also bindend ist, so dass insbesondere auch y > 0 gelten kann.
Fiir ein Paar (¢, 7), das das Budget nicht voll ausschépft, ist demgegeniiber
zu vermuten, dass mit dem {ibrig bleibenden Anfangsvermogen eine Steige-
rung des Erwartungsnutzens durch hoheren Konsum und/oder ein hoheres
Endvermogen erreicht werden kann; dass dies zutrifft, wird sich aus dem Fol-
genden ergeben. Bei einem Anfangsvermogen > 0 sind mit y = Vg g(z) > 0,
eingesetzt in obige Gleichungen fiir ¢(.) und &, ein Konsumprozess cxg(.) und
ein Endvermégen £k g(.) gegeben, die die Budget-Restriktion (mit Gleichheit)
erfiillen. Da zudem = > 0 = Xxg(c0) und Xk g(.) stetig auf (0,00) sind, ist
y = YkEe(z) < zxg der einzige Wert, der diese Bedingung erfiillt. Kandida-
ten fiir den optimalen Konsumprozess und das optimale Endvermégen sind
danach (cxg(.) und €k g jeweils nicht negativ):

CKE(t) = Il(t,yKE(x)Ho(t)), te [O, T] und (2.44)
Iz(yKE(J?)Ho(T)). (2.45)

¢KkE

Wegen der Vollstédndigkeit des Kapitalmarktes folgt die Existenz eines
zuléssigen Portfolio-Prozesses (7o kg (.), Tk g(.)), so dass (cxg(.),7kE(.)) €
A(x) und & = X®ekemkie (), Es gilt nunmehr die folgende Aussage.

193 Die Darstellung entspricht weitgehend derjenigen bei Karatzas/Shreve (1998),
S. 102 f.
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Satz 2.18 Optimalitit von cxg(.) und Ex gt

Firz >0, ckp(.) und Exg gegeben durch die Gl (2.44) bzw. (2.45) sowie
mit nxg(.) als dem zuldssigen Portfolio-Prozess, fir den (ckp(.),7kr(.)) €
A(z) und £ = X®exmmki (T gilt, ist (cxe(.),7kE(.)) € Axg(z) Lisung des
Problems (KE).

Beweis:

Zunéchst ist (cxe(.), 7k E(.)) € Axg(z) zu zeigen. Es sei hierfiir d € (0, 00),
so dass Uy (t,d) > —oo (¢t € [0,17]) und Uz(d) > —oo sind; dann gilt wegen der
Gl. (2.36) und (2.37) (fiir bel. ¢t € [0,17):

Ur(t, Yke(x)Ho(t))
Ui(t,d) — Yke(z)Ho(t)d,
U2(Vxe(z)Ho(T)) B
Uz(t,d) - yKE(:L‘)Ho(t)d.

Ui(t,cxe(t)) — Yre(z)Ho(t)exe(t)

U2(xe) — Yre(x)Ho(T)ékE

VIVl

Daraus folgt!9°:
B [foT min [0, Uy (¢, cx £(t))] dt + min [0, Uz({KE)]]
> [T min [0,U1(t,d)] dt + min [0,U2(d)] — Yx5(z)dE [ ST Ho(t) dt + Ho(T)

> —o0.

Es bleibt zu zeigen, dass (ckg(.),7kg(.)) das Supremum in der Definiti-
onsgleichung (2.39) erreicht. Hierfiir sei ein anderes zuldssiges Prozesspaar
(exe(),*xE()) € Akp(z) mit g = X%k TKE betrachtet. Dann gilt
wiederum aufgrund der Gl. (2.36) und (2.37) (fiir bel. ¢t € [0,71):

=y =y

e e e e
Ui(t, 1Yk e(2)Ho(t))) — Vi e(2)Ho(t) (Vx5 (2)Ho())

Ui (t, Vi e(z)Ho(t))
N——

=y =ci;(t) =y =ck;(t)
> Ui(t,exe(t)) — Vre(z)Ho(t) exs(t),
=y
] =y =y
U2(Yke(x)Ho(T)) = U2(I(Vke(x)Ho(T))) — Yre(z)Ho(T) I(Vxe(z)Ho(T))
=y =¢K 1 =y =EK I
> Ux(ékEr) — YVxe(x)Ho(T) éxE,
N e

=Y

so dass sich durch die Bildung des Erwartungswertes iiber die additiv zusam-

194 Mit geringfiigigen Anpassungen vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 103 f. Zum nachfol-
gend aufgefithrten Beweis vgl. ebd.

195 Vg, beziiglich —E [,;’OT Ho(t) dt + HO(T)] > —00 S. 69.
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mengefassten Nutzenwerte das Folgende ergibt:

B [J Uit exs(t)) dt + Ua(xce)]
> B [[] Uit excp(®) dt + Ua(xcr)]

+Vke@) | E [ /0 " HoWexs(t)dt+ HO(T)st]

=T

—E | [T Ho(t)ex 5(t) dt + Ho(T) frz
=X"CKI:TK I (T)

> E ([ Uit exs(®) dt + Ua(Exp)] -

Beriicksichtigt wurde insbesondere, dass das Paar (¢xg(.),ékE) € A(z) die
Budget-Restriktion erfiillt; fir (cxg(.),€xE) gilt dies sogar mit Gleichheit.
g

Anmerkung 2.4 1%
Bei Vkp(z) < oo ist das Tripel (cxe(.),éxE,"kE(.)), welches das Problem
(KE) lost, bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig.

Dadurch, dass das (fast immer, fast sicher) eindeutige optimale Konsum-/
Portfolio-Prozesspaar (cxg(.), Tk e(.)) die Budget-Restriktion mit Gleichheit
erfiillt, wiirde sich bei einem hoheren Budget z +a = (az > 0) ein anderes
Paar als optimal erweisen; dieses miisste wegen der Eindeutigkeit (im nicht
unterscheidbaren Sinne) der Lésung einen héheren Erwartungsnutzen aufwei-
sen. Dies spricht grundsétzlich fiir die Marktwertmaximierung, durch die der
Investor das grofite Gegenwartsvermogen erhilt, welches ihm die Realisierung
eines groftmoglichen (Erwartungs-)Nutzens erlaubt.

Nachdem nun die Gestalt des optimalen Konsumprozesses und des optima-
len Endvermégens bestimmt worden sind, ist zu fragen, wie diese realisiert
werden. Gesucht ist somit der zugehdorige (zulédssige) Portfolio-Prozess, dessen
Existenz aufgrund der Vollstandigkeit des Marktes postuliert werden konnte.
Hierzu dient der folgende Satz, in dem auch der zugehérige Vermodgensprozess
beschrieben wird.

Satz 2.19 Optimaler Portfolio-Prozess und Vermdgensprozess®”

Zum Ausgangsvermdégen x > 0 seien cxg(.) der optimale Konsumprozess und
¢xp das optimale Endvermdégen nach Satz 2.18 mit zugehorigem Portfolio-
Prozess mxg(.). Ferner bezeichne Xkg(t) = X®ekemki(t) (¢t € [0,17]) den

196 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 104, mit Beweis.
197 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 104, zum Satz.
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sich ergebenden, optimalen Vermdgensprozess. Dann gilt fir den optimalen
Vermdgensprozess:

1

Xke(t) = m

E [/T Ho(s)cxe(s)ds+ Ho(T)ékE | ft] , te€[o0,T]. (2.46)

Der optimale Portfolio-Prozess ist firt € [0,1] gegeben durch:

TrE(t) = (o'(t) <¢§§g) + sz(t)e(t)> , (2.47)

wobei sich der Prozess Y g(.) aus der Darstellung des Martingals
T
MKE(t) = F |:/ Ho(s)cKE(s) ds + Ho(T)fKE | .7'-t:| (2.48)
0

unter Heranziehung des Martingaldarstellungssatzes (Satz 2.7) aus Mg g(t) =
z + [ Piep(s)dW (s) mit [T |[vxe(t)]|?dt < oo ergibt.

Beuweis:
Auszugehen ist von der Vermégensgleichung (2.31) und der fiir cxg(.), xE
bindenden Budget-Restriktion, die beide nochmals angegeben werden:

Ho(t)X (¢) +OftHo(s)c(s) ds T +OftHo(s) [w'(s)o(s) — X(s)0'(s)] AW (s),
0<t<T (Vermodgensgleichung),
T
E | [ Ho(s)cke(s)ds+ HO(T)fKE}
0

(Budget-Restriktion).

8]
Il

Aus der bindenden Budget-Restriktion ergibt sich, dass das Super-Martingal
der rechten Seite der Vermogensgleichung fiir alle ¢ € [0,17] einen konstanten
Erwartungswert besitzt und folglich ein Martingal ist. Bildet man somit die
bedingte Erwartung iiber die bis 1" gehende Vermégensgleichung zum Zeit-
punkt ¢ € [0,7]**® und betrachtet man zudem die Vermogensgleichung fiir
diesen Zeitpunkt selbst, so ist (mit X (¢) kurz fir X®cKkemKE(¢)):

B ([ Hols)exs(s) ds + Ho(T)exs | i)

=+ j Ho(s) [tk £(s)o(s) — X ()0 (s)] dW (s)

+E l / Ho(s) [ms(s)o(s) — X ()6 (s)] dW(s)

=0

= Ho(t)X(t) + j Ho(s)cxe(s)ds,

198 Der Spezialfall ¢t = T soll nicht eigenstindig behandelt werden.
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wobei der Prozess Mkg(t) = E [fOT Hy(s)exg(s)ds + Ho(T)ékE | .7-}] ein
Martingal ist!®®. Da ferner (¢ € [0,77):

E[J) Ho(s)exe(s)ds + Ho(T)éxs | Fi)
= B[ Ho(s)exp(s) ds + Ho(Texe | 7] + [ Ho(s)exn(s) ds,
gilt nunmehr:
E {/T Ho(s)cxe(s)ds + Ho(T)éxE | ftj| = Ho(t)X (¢).

Hinsichtlich der Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses mxg(.) gilt
zunéchst, dass das Martingal Mg g(.) nach dem Martingaldarstellungssatz
2.7 darstellbar ist als:

Mke(t) =z + /t Yre(s)dW(s), te[0,T)],

mit fOT llWkE(t)]||?dt < co. Mit den bisherigen Schritten gilt dann fiir ¢ €
[0,7):

2+ [y Wks(s)dW(s) = B[y Ho(s)exs(s)ds + Ho(T)éxe | Fi]

o+ f Ho(s) [m 5(s)o(s) — X ()6 (5)] AW (s).

Aus dem Vergleich der Integranden der stochastischen Integrale ergibt sich
schlieBlich fiir positive Vermogen X ¢k =7k () > 0200 mit ¢ € [0,7):

VYip(t) = Ho(t)(mkg(t)o(t) — XeRmTKE ()0 (t))
e wxe(t)= (o))" (%LIK—E(Q + X(t)f)(t)) . O
o(t)
Im Folgenden soll die simultane Optimierung von erwartetem Nutzen aus Kon-
sum und Endvermégen an einem Beispiel konkretisiert werden. Entsprechend
ihrer bereits herausgestellten Bedeutung werden dabei die logarithmische und
die ,Power-type“-Nutzenfunktionen verwendet, wobei der sich daraus zum
Zeitpunkt ¢ (€ [0,17]) ergebende Nutzenwert durch Diskontierung iiber den
Faktor e~ in zeitlicher Hinsicht mit anderen Nutzenbeitragen vergleichbar
gemacht wird. k steht folglich fiir die Diskontierungsrate (aus der Konsum-
praferenz).

199 vel. Korn/Korn (1999), S. 76 f., sowie Satz 2.2.

200 p-fast sicher ist: Falls X(t) = 0, muss (mo,xg(f), 7)) = Ony1 (& € [t,T])
gelten, da fiir einen zuldssigen Vermogensprozess X (f) > 0 (£ € [0,T]) erfiillt sein muss,
was bei Txg(f) # On wegen Gl (2.15) nicht sichergestellt wire. Zudem muss aufgrund
der Budget-Restriktion aus Sicht des Zeitpunktes t cxg(f) = 0 (£ € [¢,T)) sein. Vgl. zur
»absorbierenden“ Eigenschaft eines Zustandes mit X (.) = 0 auch Karatzas/Shreve (1998),
S. 92 f., sowie Duffie (1996), S. 196.
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Beispiel 2.5 Konsum- und Endvermdgensoptimierung bei logarithmischer
und bei ,, Power-type“-Nutzenfunktion mit Diskontierungsrate

Zunichst werde die Optimierung fiir eine logarithmische Nutzenfunktion mit
Diskontierungsterm, angewendet auf Konsum und Endvermégen, betrachtet.
Konkret seien?0!:

Ui(t,c) = e *Ine, Ux(¢) =e *TIn¢.

Aus
1

Ui(t,c) = £

6U1(tﬂ C) — e—kt%, Ué(é) — e—kT

Oc
folgt dann:

kel _er 1
Li(t,y) =e k'—, I =e kT—,
1(t,y) ” 2(y) ”

so dass nach Gl. (2.41):

1
yHo(t)

1
yHo (1)

XkEe(y) dt + Ho(T)e *T

T
E / Hy(t)e
0

L
yk

[1+ (k—1)e*T].

Damit ist Vkg(z) = Elk' [1+ (k—1)e=*T] und fiir den optimalen Konsum-

prozess sowie das optimale Endvermdgen ergibt sich?02:
k —kt
cxe(t) = 5Lt Yee(z)Ho(t) = z e * te[0,T),
(1 + (k- 1)5”) Ho(t) (0,71
g — k —kT
KE == .

L(Yke(x)Ho(T)) = (1 + (k- l)e_kT) Ho(D)’

Der zugehérige Vermégensprozess ist gemafl Gl. (2.46) fir ¢t € [0,717):

zk e—ks
1+ (k- l)e_kT) Ho(s)

XKE(t) #(t)E \?Ha(s)( ds

xk ekT |
1+ (k- 1)e—‘°T) Ho(T)

zk 1/ __—kT —kt —kT
Ho(t) 1+ (k—1)e "k (- 4 e 4 ke™™)

1 xe—kt+(k_1)e—kT
Ho(t)™ 14 (k—1)e *T

+Ho(T) Fi
(

Insbesondere gilt Xkp(1) = €kp und Xkgp(0) = z. Zur Ermittlung des
optimalen Portfolio-Prozesses wird das Martingal Mg g(.) benétigt, welches

201 Zur Optimierung ohne Diskontierungsrate vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 104 f.

202 Vgl. auch Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987), S. 1573, die anstelle der hier verwende-
ten konstanten Dampfungsrate k lediglich einen adaptierten, messbaren und (gleichméBig)
beschrénkten Prozess k(.) unterstellen.
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sich aus Gl. (2.48) unter Verwendung des fiir den Vermogensprozess soeben
ausgewerteten Terms fiir ¢ € [0,7] wie folgt ergibt:

MKE(t) =F |:fH0(S)CKE(S) dS+H0(T)§KE I ft] +biHo(S)CKE(S) ds

t
e_kt + (k — l)e_kT ¢ xk

—ks _
1+ (k- 1)e—kT +0fHo(s) (1 o l)e_kT) Ho(s)e ds =z.

Das Martingal entspricht einer Konstanten und der Prozess ¥k g(.) nach Satz
2.19 ist identisch null. Der optimale Portfolio-Prozess fiir ¢ € [0, 7] ist dann:

Xke(t)o(t)
Xke(t) (o(t)a’(£) 7 (b(t) +6(t) —r(t)1n),  (2.49)

Ul(t)TI'KE(t)
= ’II'KE(t)

wobei stets mo kg (t) = Xk g(t) — 7 5(t)1, zu ergénzen ist.

Gl. (2.47) zeigt, dass bei logarithmischem Nutzen das optimale Portfolio
allein iiber die aktuellen (in ¢ gegebenen) Ausprigungen der Variablen fiir
die Parameterprozesse und den gegenwartigen Wert des Vermogens bestimmt
werden kann. Die konkrete Gestalt der Parameterprozesse r(.), o(.), b(.) und
4(.) ist hierfiir nicht notwendig. Ebenso wenig fliefit eine bspw. vom Planungs-
horizont 1" abhéngige Erwartung iiber zukiinftige Prozessentwicklungen in die
Zusammenstellung des Portfolios ein. Die optimale Portfolio-,Strategie” kann
somit als kurzsichtig (myopisch) bezeichnet werden. Sie stimmt mit der Wahl
einer Portfolio-Zusammenstellung in einem statischen Kontext iiberein, bei
dem die Parameterwerte die bezeichneten aktuellen Prozesswerte besitzen203.

Mit der Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses und des optimalen
Konsumprozesses ist das Problem (KE) fiir logarithmischen, (durch die Dis-
kontierungsrate) geddmpften Nutzen geldst. Der Zielfunktionswert wird fiir
die Entscheidung im Grunde nicht bendétigt; gleichwohl soll seine Ermittlung
der Vollstandigkeit halber sowie unter dem Aspekt, dass bei einer kardinalen
Nutzenfunktion auch Differenzen im Erwartungsnutzen — bspw. aufgrund ei-
nes durch Anstrengung steigerbaren Ausgangsvermégens — unmittelbare Be-
deutung haben, im Folgenden noch angegeben werden. Mit Gl. (2.39) sowie
dem optimalen Konsumprozess und dem optimalen Endvermégen gilt204:

Vke(z) =F l/ Ui(t,c(t)) dt + Uz(ﬁ)]

0

T —kt —kT
= F /e_kt In zhke pee dt+e *TIn zhke T
J (14 (6 = 1)e™T) Ho(t) (14 (k = D)e™T) Ho(T)

203 Dies lasst sich aus der Behandlung einer analogen Problemstellung im erweiterten
Kontext eines unvollstindigen Kapitalmarktes herleiten; vgl. Abschnitt 3.3.2.3, insbeson-
dere Anmerkung 3.2, S. 196.

204 Aufgrund des konstanten Dampfungsfaktors k ist dies ein Spezialfall von Karat-
zas/Lehoczky/Shreve (1987), S. 1574; vgl. oben Fn. 202, S. 96.
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T
—kT zk

14 (k—1)e

1 —kt zk

e ln—————| +e
k 14 (k=1 *T 0

T

+E /T(—kt)e—’“ dt — kTe‘kT] -E [/e_kt In Ho(t) dt] ~ B [e™*" In Ho(T)]

0

zk

1 —kT
= =(1+(k—1e In ——m—mm
k( ( ) ) 1+ (k—1)e *T

r T
_E /e"“lnHo(t)dt+e’lenHo(T) L

k

(1 — (kT — K*T + 1)e_kT) .

0

Mit Hy(.) als It6-Prozess kann unter Riickgriff auf Gl. (2.30) dln Hy(t) =
—(r(t) + 5116(t)[|?) dt — 6'(t) dW (t) geschrieben werden, so dass gilt:

T
E {f e *InHo(t)dt + e *TIn HO(T)}
0

T t T t
-E [fe"“ (— JE(r(s) + L116(s)11%) ds) dt + [e*t (— JEo'(s) dW(s)) dt
0 0
+e T (= [ (r(s) + 116(s)I12) ds) + =T (= [ 6'(s) W (s)) ]
T
-E [Ofe"“ (= J5 (r(s) + S16(s)II%) ds) dt + T (= J (r(s) + 2116(s)]2) ds)} :
Bei deterministischen Koeffizienten kann schliefllich der Erwartungswertope-
rator weggelassen werden.

Nach der Darstellung der Portfolio-Optimierung fiir logarithmische Nut-
zenfunktionen wird im Weiteren der Fall von Nutzenfunktionen des ,power
type“ mit Diskontierungsterm behandelt?%%. Hierzu wird von den folgenden
Funktionen ausgegangen:

Ui(t,c) = e"“%c", Ua(€) = e‘”%éﬁ; B<1,5#0.
Damit ist:
Ultie) = e ™7 Us(g) = e ¢!

kt 1 kT 1
und  Li(t,y) = eP-TyFT, D(y) =ef-Tyr1.
Nach GI. (2.41) ist nunmehr:

X e(y)

T ¢ 3
E [ T Ho()e ™7ty 77 Ho(t) ™7 dt + HO(T)eﬂ*TITyﬁH(,(T)ﬁ]
0

T
7 B [ [ e dt+e:+aHo(T)F%] |
0

= Xgge(l)

205 Die Behandlung von , Power-type“-Nutzenfunktionen ohne Dampfungsterm ist fiir
den gegebenen Kontext in Karatzas/Shreve (1998), S. 105 f., zu finden. Das weitere Beispiel
folgt dieser Quelle mit den sich aus der Hinzunahme des Dampfungsterms ergebenden
Anpassungen.
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B-1
Somit ist Vi g(z) = (ﬁ) und es ergeben sich die optimalen Prozesse:

exp(t) = P T(Ho®)TT (2 ) te 0,T],
e T (Ho(T)) ™7 (

§xE x=m)-

Der Vermogensprozess wird dann zunéchst nach Gl. (2.46) fiir ¢ € [0,7] be-
stimmt zu:

Xeel) = gy [ BT (o) () o

t
+Ho(T)eH 5 (Ho(T) ™ () | 7]

k

T B s B kT
Fgy () B [[ (oo PTem e ds 4 (no(T) e | 7

Aufgrund von Gl. (2.29) gilt fiir t € [0,7] (Ho(t))f*[_ileﬂ’%l = m(t)A(t) mit
den Prozessen:

Kt 8 i P " .

m(t) = e{?—lf—ﬂ—l Io r(s)ds+—72(ﬁ_1) IS5 nes)Hl ds,
Bt 2 )

At) = e PT 1 0'() AW ()= 5y [ 110117 ds

Mit dem Satz von Ito ist hierbei dA(t) = A(t)(— 5270 () AW (t) —5ppye
16(8)12 dt +%; [0(t)]1 dt) = —A(t) 520 (t) AW (t), also A(.) ein Martin-
gal?%6. Dann ist fiir t € [0,1]:

Xke(t) = ﬁ(t)(ﬁ)E

Eine explizite Herleitung des Portfolio-Prozesses fiir beliebige, stochastische
Parameterprozesse ist im Unterschied zum Fall logarithmischer Nutzenfunk-
tionen nicht moglich.

fm(s)A(s)ds—i—m(T)A(T) | Fel.

Werden die Parameterprozesse r(.) und 6(.) jedoch als deterministisch vor-
ausgesetzt, dann lasst sich ein optimaler Portfolio-Prozess wie folgt ableiten:
Zunéchst ist m(.) ein stetiger, deterministischer Prozess, so dass mit dem (ste-

tigen) Martingal A(.) aus E [e%(Ho(s))ﬂ/_:l | .7-}] =m(s)A(t) (0<t<s<
T) folgt?07:

T .
i [f (Ho(s))FTemT° ds + (Ho(T))F-Te? 1 | ft]
t
T .
= | B [(Ho(s))PTePT" | ] ds+ B[(Ho(T)7Te?T | 7]
t

A(t) (jm(s) ds + m(T)) .

206 g(.) ist dergestalt vorausgesetzt, dass auch Zp(.) ein Martingal ist.

207 Der Erwartungswertoperator iiber ein Integral kann im vorliegenden Fall auf den
Integranden angewendet werden; vgl. hierzu sowie zu diesbeziiglichen Voraussetzungen im
Einzelnen Hoel/Port/Stone (1972), S. 128 ff., insbes. S. 133.



100 2. Ideale Kapitalmérkte

Mit A(0) = 1 ist somit Xxg(l) = fOT m(s) ds + m(1) eine in t = 0 bestimm-
bare Grofle, und es folgt:

Mit dem optimalen Konsumprozess cxg(.) und dem optimalen End-
vermogen i g ergibt sich fiir ¢ € [0,7]):

MkEe(t) = Xke(t)Ho(t) +ftH0(s)cKE(s) ds
= A E(l) A(t) (f m(s)ds + m(T)) Ki(l) jw ds
=m(s)A(s)
" e [A(t) (f m{s) ds +m(T)> + [ m(s)AGs) ds] :

Damit ist (¢ € [0,71]):
T

AMip(t)= Loy [( [m(s)ds + m(T)> dA() + A()(—=m(t)) dt + m(£)A(t) dt

t
= m <f m(s)ds + m(T)) A(t) 750" (t) dW (2).
Fiir die Darstellung des Martingals Mk g(.) iliber die Gleichung Mg g(t) =
z+ fg Vi p(s) dW (s) folgt:

Yre(t) = ﬁ(l)(tfm(s)dwm(:r)) A(t)550(t)
—Ho(t)Xkg(t)526(t), t€[0,T].

Somit ergibt sich als optimaler Portfolio-Prozess:

CONE T Holt X 01500 + Xis(00(0))
= 5Xke(t) (a(t)d’ )7 (b@) +6(t) —r(t)1,), te[0,T).

Dies entspricht einer Portfolio-Zusammenstellung im Zeitpunkt ¢, die allein
auf Basis der in ¢t gegebenen Parameterwerte b = b(t), 6 = 4(t), r = r(t) und
o = o(t) erfolgt. Insofern entspricht im Falle deterministischer Koeflizienten
fiir die betrachteten Nutzenfunktionen des ,,power type“ die Lésung des dyna-
mischen Portfolio-Problems einer myopischen Strategie. Wiederum ergénzend
wird noch der Zielfunktionswert bei optimaler Prozesswahl angegeben. Es gilt
mit den bisher verwendeten Prozessen m(.) und A(.) hierfiir:

E fe—ktl ( 7"r’l(H (t))?irl = )ﬁ i
0 B\° 0 Frep(1)
s
+e—kT% (eﬁ T(Ho(T))P—T 1%) ]
s
(ﬁﬁ) % ({m(s) ds+m(T)> = %gjﬁ(XKE(l))l_ﬁ. -

WKE(t)

VkEe(z)
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2.2.3.83 Nutzenoptimierung alternativ iber Konsum oder Endvermdgen

Es wird wiederum ein Investor mit einem Ausgangsvermdgen z > 0 vo-
rausgesetzt. Dieser méchte den Erwartungsnutzen aus Konsum (iiber den Pla-
nungszeitraum hinweg) oder alternativ den Erwartungsnutzen aus dem End-
vermdgen optimieren. Im ersten Fall soll ein ggf. umweltbedingt zu formulie-
rendes Endvermogen, im zweiten Fall entsprechend ein Konsumprozess vorge-
geben sein. Da der als solcher modellierte Konsum unmittelbar Nutzen stiftet
und ein Endvermogen lediglich als Potential fiir einen jenseits des Planungs-
zeitraumes Nutzen stiftenden (eigenen oder fremden) Konsum dient, erscheint
eine Optimierung des Konsumstromes bei einem fixierten Endvermogen (ggf.
gleich null) zunéchst als die gegeniiber der Endvermégensoptimierung bei ge-
gebenem Konsum vorzuziehende Variante. Grundsitzlich ist dies insbesondere
bei groien Planungszeitraumen plausibel, die einen entsprechend hohen Anteil
am Lebenskonsumzeitraum des Investors umfassen und fiir die folglich gerade
die Bestimmung eines (intertemporalen) Konsum(prozesse)s das Kernprob-
lem der Investitionsentscheidung représentiert; u.U. kann zudem bezweckt
sein, den ,gesamten Lebenskonsum“ zu optimieren. Das Endvermégen hat
bei langen, wenn auch nicht so weit angelegten Planungszeitrdumen ein hin-
reichend grofles Konsumpotential fiir die Zeit nach dem Planungshorizont si-
cherzustellen, welche im Vergleich zu kurzen Planungszeitraumen weniger Ge-
wicht besitzt und fiir die nicht zuletzt aufgrund gewisser Schwierigkeiten der
Prognose individueller Bediirfnisse und duflerer Umsténde, die fiir die Nut-
zenabwagung des Investors von Bedeutung sein mégen, ggf. auch ein in seiner
Hohe festes Endvermégen erreicht werden soll. Die Annahme eines endlichen
Planungszeitraumes behélt auch dann ihre Berechtigung, wenn grundsétzlich
der gesamte Lebenskonsum des Investors optimiert werden soll. Bei einem
unendlichen Planungszeitraum?°® ist der maximale Konsumzeitraum zwar er-
fasst, aber es werden auch Konsumstréme in die Optimierung einbezogen, in
deren Genuss der Investor mit Sicherheit nicht mehr gelangt. Die Optimierung
von Konsumbeitrégen jenseits einer bestimmten zeitlichen Schranke macht
von daher wenig Sinn. Im Ubrigen miisste bei solchen Betrachtungen bereits
generell die Sterbewahrscheinlichkeit in die Formulierung der Nutzenfunktion
eingehen. Erscheint insofern bei grofen Planungszeitraumen die Entnahmeop-
timierung bis zu einem endlichen Planungshorizont — ggf. mit Vorgabe eines
Endvermogens — berechtigt, ist sie doch fiir kurze Planungszeitrdume infra-
ge zu stellen. Kurzfristige Entscheidungsprobleme der hier behandelten Art
konnen sich dadurch ergeben, dass der Investor eine attraktive Anlage seines
Vermogens sucht und dabei eine gewisse Vorstellung dariiber besitzt, wie er die
Unsicherheit iiber die H6he des am Planungshorizont erreichten Vermdogens,
das zugleich sein dann fiir die weitere Zukunft verfiigbares Konsumpotential
bestimmt, bewertet. Daneben mag er eine verhéltnismé#fig prézise Vorstel-

208 Der Fall eines nicht exogen vorgegebenen endlichen Planungshorizontes wurde bspw.
in Karatzas/Lehoczky/Sethi/Shreve (1986) behandelt.
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lung iiber seine Konsumwiinsche wéhrend des Planungszeitraumes haben. In
einem solchen Fall besteht das Entscheidungsproblem des Investors in der
Optimierung des (zustandsabhingigen) Endvermégens am Planungshorizont,
wobei fiir einen gegebenen, nicht notwendig deterministischen oder gar kon-
stanten Entnahmestrom zu sorgen ist. Ein Orientierungspunkt fiir die Sinn-
haftigkeit eines der im Folgenden zu behandelnden Optimierungsprobleme
mag sich folglich aus der (ggf. abzuschdtzenden) Relation ergeben, welche
der fiir den Konsumstrom bzw. das Endvermégen bereitzustellende Betrag
gegeniiber dem Ausgangsvermégen aufweist. Grundséitzlich kann dabei auch
die im vorigen Abschnitt behandelte simultane Optimierung von Entnahme
und Endvermégen in Betracht gezogen werden. Ferner sei noch angemerkt,
dass die im Folgenden behandelte Entnahmeoptimierung lediglich Nutzen aus
Konsum, d.h. aus dem Verbrauch finanzieller Mittel, beriicksichtigt. Hierbei
wird versucht, die fiir einen ,,gewdhnlichen®“ Investor nahe liegendste Problem-
stellung als Interpretation zugrunde zu legen. Vermégen kann allerdings auch
Nutzen stiften, ohne dass es untergeht — bspw. durch den hierdurch vermittel-
ten gesellschaftlichen Einfluss oder via Prestigezuwachs; umgekehrt kann ein
(partieller) Vermogensverlust mit Prestigeeinbufen verbunden sein?’®. Der-
artige Nutzen stiftende Tatbestdnde, die nicht notwendigerweise mit einer
Verminderung des Vermégens einhergehen, werden durch die hier abgebil-
deten Entnahmen nicht erfasst. Sie konnen ggf. aber Bestandteil einer Nut-
zenbewertung im Rahmen einer Endvermégensoptimierung sein, die auf den
Nutzen eines am Planungshorizont verfiigbaren Vermogensbestandes abstellt.
In diese Bewertung mag auch ein Vererbungsnutzen Eingang finden, den der
Investor aus der Moglichkeit der Vererbung von Vermégen an seine Nachkom-
men?'? (noch zu seinen Lebzeiten) zieht. Im Einzelnen sollen die verschiedenen
Nutzen stiftenden Tatbesténde jedoch nicht weiter erortert werden; bezweckt
ist lediglich, die fiir verschiedene Investoren differenzierte Sinnhaftigkeit des
Einsatzes der Optimierungsprobleme zu illustrieren. Diesen wendet sich die
weitere Darstellung zu, dabei voraussetzend, dass der Anwender die fiir ihn
zutreffende Optimierungsvariante wihlt.

Der Entnahmeoptimierung bei gegebenem Endvermdgen liegt das folgende
Problem zugrunde:

Problem ()31 ~
Gegeben sei ein Fr-messbares Endvermogen £ > 0, das am Planungshorizont
nach sémtlichen Konsumentnahmen noch vorhanden sein soll. Fiir § gelte:

g = Ep [#(T—)] mit zz € [0,00). Ferner sei z das Anfangsvermdgen des

209 Vgl. zu einer Erérterung unternehmerischer Priferenzstrukturen — im Kontext von
Effekten beziiglich des unternehmerischen Anstrengungsverhaltens — Moxzter (1964), hier
insbes. S. 25 f.

210 Vgl. hierzu Becker (1976), S. 282 ff., Wenger (1983), S. 211 f.

211 Das Entnahmeproblem wird in Karatzas/Shreve (1998), S. 111 f., bzw. Karat-
zas/Lehoczky/Shreve (1987), S. 1565 ff., ohne Beriicksichtigung eines nicht verschwindenden
Endvermdgens behandelt; vgl. ebenso die Darstellung bei Elliott/Kopp (1999), S. 258 ff.
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Investors. Finde dann ein optimales Paar (cx, 7k ) € A(x) aus einem Konsum-
(ck(.)) und einem zuléssigen Portfolio-Prozess (mo,k (.), 7 (.)), fiir das gilt:

T
Vi) = supEl / Ul(t,c(t))dt], (2.50)
(e,m) 4

mit (¢, 7) € Ax(z) A X¥°™(T) = £ fast sicher.

Dabei wird ein Zielfunktionswert von —oo wiederum ausgeschlossen durch die
Bedingung (cx,7k) € Ak () mit:

Ak (z) := {(Cﬂf) €Al | E l/ min [0, U1 (¢, ¢(¢))] dt

> —oo} . (2.51)

Anstelle einer Restriktion X%¢7(1) > ¢ wurde die Gleichheitsbedingung
gewshlt, da £ auf dem vollstindigen Markt mit einem Anfangsvermégen er-
reichbar ist, das zugleich das minimale Anfangsverméogen fiir alle Anspriiche
€ > £ (fast sicher) reprisentiert und damit den groBten 'Teil des tatsichlich
vorhandenen Anfangsvermogens z fiir den Konsum belésst.

Aufgrund der Vollstindigkeit des Marktes ist das Problem (K) in zwei
Schritten l6sbar: Zun&chst impliziert die Marktbedingung die Existenz ei-
nes zulédssigen Portfolio-Prozesses Tk (.), der beim Ausgangsvermégen zz das
gewiinschte Endvermégen & erreicht; hierfiir ist ¢x(.) = 0. z¢ ist minimal in
dem Sinne, dass fiir ein & < zz die Budget-Restriktion (2.33) mit E=X(T)
fiir keinen zuléssigen Portfolio-Prozess erfiillt wire?'2. Damit ergibt sich,
dass fiir die Existenz einer Losung des Problems (K) notwendig z > ¢
ist. Die Nebenbedingung X®¢x>"x (1)) = £ ist folglich erfiillbar mit einem
zuldssigen Prozess mx(.), fiir den gilt: (mo,x (¢), 7k (t)) = (Fo,x (t), Tk (t)) +
(o,x (1), T () (0 < t < T), wobei Tg(.) wiederum zuldssig in Bezug
auf den zugehérigen Vermogensprozess X €975 (1) (mit zg = Ep [#(T)] =
E [Ho(T)€] = 7o,k (0) + 7 (0)1,) ist und fiir den Portfolio-Prozess i (.)
gilt: X% 7k (1) = 0, fast sicher. Das Portfolio-Problem kann deshalb auch
als Problem der Bestimmung eines Prozesses #k(.) betrachtet werden. Da-
bei ist wegen zz = Ep [S—“%T—)] und 1 < Sp(7") < oo der Vermdgensprozess
X=o07k () mit (fast sicher) X®&97x (1) = £ (fast sicher) nach oben be-
schrankt. Aufgrund der verlangten Zulassigkeit von (ck(.), 7k (.)) muss des-
halb der Vermégensprozess X 2:¢< 7« (.) nach unten beschrinkt sein?'3. Ferner

212 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 23, deren Begriindung wird unten (S. 203) wieder-
gegeben.

213 Die Betrachtung bezieht sich damit auf Portfolio-Prozesse # g (.), fiir welche
die Budget-Restriktion Giiltigkeit besitzt; vgl. hierzu die bereits in Fn. 126, S. 65,
erwdhnten ,,doubling strategies* fiir die Situationen, in denen nicht nach unten beschréankte
Vermogensentwicklungen méglich sind. Im Ubrigen ist der Markt ohnehin als arbitragefrei
vorausgesetzt.



104 2. Ideale Kapitalmérkte

ist der Fall z = Tg vernachléssigbar, der letztlich bedeutet, dass keine Mittel
fiir den Konsum bereitstehen, so dass auch nichts konsumiert werden kann?'4.
Im Folgenden wird also £ := z — z¢ > 0 vorausgesetzt.

Ausgehend von einem Anfangsvermogen in Hohe von & kann in einem zwei-
ten Schritt nun der Konsumstrom cg(.) fiir ein Endvermégen von null opti-
miert werden. Hierfiir wird analog der Vorgehensweise in Abschnitt 2.2.3.2
die Betragsfunktion Xk (y) mit der bereits eingefiihrten Funktion I;(.,.) wie
folgt definiert:

T
()= B | [ HoOhtyHa(®)dt|, veRas, (2.52)
0
und es wird gefordert?!5:
Annahme: Xk (y) < oo, YyeR,,.

Als Kandidat fiir den optimalen Konsumprozess cx(.) ergibt sich aus der
Lagrange-Funktion:

T
T
Lr(c,Ey) = E / Ui(t,e(t) dt| +y | = — B [Ho(T)E] —E [ / Ho(t)c(t) dt]
zunichst c(t) = I, (¢t,yHo(t)) (t € [0,7])*'% und in Verbindung mit der Be-

dingung, dass die Budget-Restriktion zum Anfangsvermégen & mit Gleichheit
erfiillt ist:

ek (t) = I(t, Yx(2)Ho(t)), t€0,T],

wobei Yk : (0,00) — (0, zx) die Umkehrfunktion zu Xk (.) reprisentiert; zx
ist analog zx g gemif Gl. (2.42) definiert.

Analog dem Beweis zu Satz 2.18 kann gezeigt werden, dass
T

E | [min[0,Uy(t,ck(t))] dt| > —oo ist und dass der nicht negative
0

Konsumprozess ck (.) zusammen mit dem ihn realisierenden Portfolio-Prozess
7k (.) zu einem hoheren Zielfunktionswert fiihrt als ein beliebiges Prozesspaar

214 Dabei wird jedoch der Aspekt vernachlissigt, dass wegen des zu erzielenden (ggf.
fast sicher) positiven Endvermégens (stets) ein verschuldungsfihiges Vermdgen vorhanden
ist, so dass der Prozess 7k (.) zusammen mit cg (.) a priori nicht zuldssig beziiglich des
dadurch generierten Vermdgensprozesses X%:¢K-> () bei & = x — zg zu sein braucht. Dieser
Aspekt ist jedoch auch im Fall > zg, zumindest implizit, zu beriicksichtigen, weshalb auf
eine eigenstidndige Diskussion fiir x = zz verzichtet wird. Das Postulat, dass in diesem Fall
ein Konsum von null folgt, ergibt sich ebenfalls aus dieser Erérterung, wobei noch der Fall
zu unterscheiden ist, dass das Prozesspaar (cx (t), 7k (t)) (t € [0,T]) fir cx(.) = 0 evtl.
nicht in der Menge Ak (&) ist und dann keine Lésung existiert.

215 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 111; vgl. auch die Anmerkung zur Annahme
beziiglich Xk g(.) in Fn. 191, S. 90.

216 Es ist analog wie bei der simultanen Konsum- und Endvermégensoptimierung vor-
zugehen; vgl. S. 91.
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(é(.),7(.)), fiir das E[f0 Hy(t)e(t) dt] < & (neben: E fmln [0, Uy (t,&(t))] dt

> —oo und X%%7(.) ist nach unten beschrinkt) gilt.

Aufgrund der Vollsténdigkeit des Kapitalmarktes ist zudem
(ex (), %k () € A(&). Damit ist (mo r(t), 7 (t)) = (Fox(t), Tk (t)) +
(7o,k (1), T (t)) (0 <t <T') ein zulsssiger Portfolio-Prozess, der das Problem
(K) 16st.

Bei der Bestimmung von # g (.) kann wiederum auf die Ausfithrungen des
vorangegangen Abschnittes verwiesen werden. In analoger Anwendung von
Satz 2.19 ist2!7:

() = %@)E { /t Ho(s)ex(s)ds | .7-}}, te 0,7, (2.53)

der Vermogensprozess zu (cx(.), fx(.)) und der Portfolio-Prozess selbst ist
fir ¢t € [0,17] gegeben durch:

Fxc(t) = (o'(t) 7} (’ZK((S +XK(t)9(t)) (2.54)
mit dem Prozess 1/;1(() aus der Martingaldarstellung von:
. T
Nik(t) = B { / Ho(s)ex (s)ds | .7-}}, te 0,7, (2.55)
0

mit [y || ()] dt < oo.

Der Vermogensprozess zum Konsum-/Portfolio-Prozesspaar (cx (.), 7k (.))
erhdlt damit die Gestalt:

- 1 4 =
XTEKTK (1) = FAD) (E {/ Ho(s)cr(s)ds | ft} + E [Ho(T)E | ft]) , te[0,T).
t
(2.56)
Bemerkung: Die Entnahmeoptimierung ist auch dann anwendbar, wenn an-
stelle des vorgegebenen Endvermégens bzw. zusétzlich zu diesem noch ein

Mindestkonsumprozess &(.) zu erfiillen ist, iiber den hinaus erst Nutzenstif-
tung stattfindet. Statt des (ggf. auch zusétzlich zu dem) fiir das vorgegebene

Endvermégen bereitzustellenden Betrages Z; = Eo [S_OE_T_)] ist dann der Be-

trag & = Fp [ fo 3 ,(8) dt] vom vorhandenen Anfangsvermégen x (> #[+7]) zu
reservieren.

217 Vgl. auch Karatzas/Shreve (1998), S. 112.
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Analog der Entnahmeoptimierung bei gegebenem Endvermégen erfolgt die
Optimierung des Endvermégens bei gegebenen Entnahmen:
Problem (£)218:

Gegeben sei ein messbarer, nicht negativer Entnahmestrom fOT c(t) dt, der
die vorgegebenen Konsumentnahmen wihrend des Planungszeitraumes re-

présentiert. Fiir ihn gelte: x; = Ey [ fOT % dt] mit z; € [0, 00). Finde dann

ein optimales Paar (¢,7g) € A(z), d.h. (noch) einen zuldssigen Portfolio-
Prozess (mo,g(.), 7 (.)), fiir den gilt:

Ve(z):= sup E[U(X"°"(T))], (2.57)
(e,m)€eA(x)
wobei )
Ap(z) == {(c,7) € A(z) | E [U2(X>®™(T))] > —o0}. (2.58)

Analog zur Entnahmeoptimierung wurde bereits vorausgesetzt, dass das op-
timale Konsum-/Portfolio-Prozesspaar lediglich die verlangten Entnahmen
fOT ¢(t) dt und keine dariiber hinausgehenden beinhaltet. Fiir die Existenz ei-
nes (nicht trivialen) Optimierungsproblems wird im Weiteren & :=z — 2z >0
als positives Ausgangsvermdogen, welches in ein optimales Endvermégen trans-
formiert werden soll, vorausgesetzt.

Die Losung des Problems (&) erfolgt analog der des Problems (K), wobei
wiederum auf die Vorgehensweise zur Losung von Problem (&) aus Abschnitt
2.2.3.2 zuriickzugreifen ist. Die Betragsfunktion Xg(y) (mit Umkehrfunktion
Ye(z) : (0,00) — (0,2zg) — zg analog Gl. (2.42) definiert) hat nunmehr die
Gestalt:

Xe(y) := E[Ho(T)I2(yHo(T))], y € Ryy; (2.59)

fiir sie wird verlangt?!®:
Annahme: Xg(y) < o0, VyeRyy.

Als optimales Endvermégen ergibt sich:
§e = L(Ye(2)Ho(T)).

Der optimale Portfolio-Prozess mg(.) setzt sich additiv zusammen aus dem
Prozess 7g(.), der nunmehr der Realisierung des festgelegten Konsums ¢(.)
dient, und dem Prozess #g(.), der im Hinblick auf den Erwartungsnutzen
aus dem Endvermogen bei verschwindenden Konsumentnahmen optimal ist
(To,6(8), mp() = (Ro,5(t), Fo(t) + (Fo.6(t),7p(t) (0 < t < 1)). Der
Vermogensprozess zum (optimalen) Portfolioprozess #x(.) beim Anfangs-
vermégen & ist?20: X

Ho(t)

218 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 114 f., bzw. Karatzas/Lehoczky/Shreve (1987),
S. 1567 f., dargestellt auch bei Elliott/Kopp (1999), S. 263 ff., jeweils ohne vorgegebenen
Entnahmestrom.

219 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 111.

220 Vgl. Karatzas/Shreve (1998), S. 114.

Xg(t) = E[Ho(T)s | Fil; (2.60)
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ferner ist der Portfolio-Prozess #(.) fiir ¢ € [0,7’] gegeben durch:

#5(t) = (o' (1) (‘3’;?3 + XE(t)0(t)> (2.61)

mit dem Prozess 1/35() aus der Martingaldarstellung von:
Mg(t) := E[Ho(T)¢ | Fi) = Ho(t)X&(t), te[0,T], (2.62)

wobei fOT |[¥E(t)]|2 dt < oo ist. Der Vermégensprozess zum Portfolio-Prozess
mg(.) sieht danach wie folgt aus:

1

XE,E,WI»‘ (t) — HO (t)

(E [/tTHo(s)E(s)ds | 7| + E[Ho(T)es | .7-}]), te[0,1).
(2.63)

Anstelle eines vorgegebenen Konsumstromes, resp. zusétzlich zu einem sol-
chen, kann auch ein Fp-messbares Mindestendvermégen € vorgegeben sein,
bei dessen Uberschreiten erst ein Nutzenbeitrag entsteht. Die Konsumopti-
mierung bei gegebenem Endvermégen (und Mindestkonsumstrom) sowie die
Endvermogensoptimierung bei gegebenem Entnahmestrom (und Mindestend-
vermogen) sollen jeweils an einem Beispiel, das an Beispiel 2.5 ankniipft, auf-
gegriffen werden.

Beispiel 2.6 2u Konsumoptimierung und zu Endvermdgensoptimierung

Gegeben seien ein Mindestkonsum(prozess) ¢(.) und ein Mindestend-
vermdgen & — jeweils geeignet gewdhlt —, so dass gilt: £ =
E [fOT Hy(t)e(t) dt+H0(T)§_]. Das Anfangsvermiégen x des Investors sei

grofler als die zur Deckung der Minimalanforderungen notwendige Anfangs-
ausstattung: £ ==z —z > 0.

Fir das Konsumoptimierungsproblem werde eine logarithmische Nutzen-
funktion mit konstantem Dampfungsterm unterstellt, so dass sich Folgendes
ergibt:

Ui(t,c) = e *Inc; Uit c) = e_“%; Li(t,y) = e_kt%;

Xcls) = B [ Holwe ™ gl at] = g (1= 77) s Do) = g (1= e77).

Der Nutzen stiftende, optimale Konsumprozess hat dann die Gestalt:

cx(t) = L(t, Vi (3)Ho(t) = e — 2K tcpo,T).
(1 n e_kT) Ho(t)

(Der gesamte Konsumprozess ergibt sich folglich zu ¢(.) = ¢x(.) + &(.).) Der

zum Konsumprozess ck (.) gehérende Vermégensprozess ist (¢ € [0,17):

G ekt _ okT

() = oy B [/ Ho()exc(s)ds | ft] THO 1T
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Das Martingal M (.) ist wie bereits in Beispiel 2.5 eine Konstante, denn fiir
t € 0,17 gilt:

MK(t)

E {fHo(s)cK(s)ds | .7-}]

= B {fHO(S)CK(S) ds | ft:| +jHo(s)cK(s) ds

= B|THys)et Bk 40| £,
El‘fH() (l—e_kT)Ho(S)d If]

—ks Tk
+OfHo(s)e —(1 — e_kT) Ho®) ds

IS

Folglich ist ¥ g(.) = 0,. Fiir die zu optimierende Portfolio-Prozesskomponente
k() gilt damit:

& ekt _ okT

Ho(t) W@(t), te [0, T]

Die Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses setzt folglich voraus, dass
das relevante Ausgangsvermoégen £ berechenbar ist. Dazu muss der fiir die
Mindestanforderungen in ¢ = 0 notwendige Betrag Z ermittelt werden kénnen.
Dies ist jedoch nicht ohne eine zusétzliche Spezifizierung der Prozesse moglich.
Deshalb sei angenommen, dass der risikolose Zinssatz-Prozess 7(.) determinis-
tisch und die Konsum- bzw. Endvermégensvorgaben jeweils Konstanten seien
(¢(.) = ¢, € konstant).

ik (t) = (o' (1)) T Xx(06(t) = (o'(£) !

Zum gesuchten Portfolio-Prozess 7k (.) kann der folgende Vermégenspro-
zess angegeben werden:

XK(t) = %(t)E [/ Ho(s)é(s) ds + Ho(T)g | ftl , tE€ [O,T],

welcher sich nach Voraussetzung (insbesondere der Martingaleigenschaft von
Zo(.)) vereinfachen ldsst zu:

G 1 (T c 3

Xk = g <th[Z0(3) | Fil 5oy 4 + ElZo(s) | 7] ﬁﬁ)
L1 Pl

So(t) (C{ mds-i-fm) , t€ [O,T].

Ferner ist folgendes Martingal gegeben (¢ € [0,17):

MK(t)

E [fHo(s)a(s) ds + Ho(T)E | ft]

= EftHo(s)ds—i-EfE[Ho(s) | Fi] ds+ EE[Ho(T) | Fi

= EjHo(s) ds + Zo(t) (5?%@ +§_SolT ) .
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Fiir dieses gilt mit dZo(t) = —Zo(£)0’(t) AW (t):

dMk(t)

(EHo(t) - éZo(t)#(t)) dt + (ﬂf#(s)d“’f%) dZo(t)

—Zo(%) (c;f #(s) ds + gﬁ) 9 (t)dW(t), te[o,T).

Fiir den Integranden-Prozess in der Martingaldarstellung von M (.) ist da-
mit:

Bx(t) = —Zo(t) (e / #@)méﬁ) o), telo,T),

so dass der zugehorige Portfolio-Prozess analog Gl. (2.47) fiir t € [0,1] lautet:

mr(t) = (') " (_ flz((g (a / Sol(s) ds+& SOET)) o(t) +X’K(t)0(t)) —0.

Vollstandig formuliert ist der Portfolio-Prozess somit gegeben als (7o k (t),
7. (t)) = (Xk(t), 0) (t € [0,1]). Dies entspricht der Anlage des gesamten
Vermégens im risikolosen Bond. Der Portfolio-Prozess spiegelt hierdurch wi-
der, dass die Auszahlungsanforderungen in Gestalt des Konsumprozesses ¢(.)
sowie des Endvermdgens € Konstanten sind und beide Komponenten deshalb
bei simtlichen Umweltentwicklungen denselben Wert aufweisen miissen. Min-
destentnahme und Mindestendvermégen sind damit als risikolos vorgegeben.
Die Erfiillung dieser Vorgabe ist nur mit einer risikolosen Anlage des hierfiir in
t = 0 notwendigen Betrages Z zu gewéhrleisten. Dariiber hinaus ist die Bestim-
mung des Betrages Z hier nur moglich, weil der Zinsprozess deterministisch
ist. Bei einem sich stochastisch entwickelnden risikolosen Zinssatz2?! wiisste
man in ¢t = 0 nicht mit Sicherheit, welcher Betrag fiir die fixierten Entnahmen
und das vorgegebene Endvermogen bereitzustellen ist. Fiir den resultieren-
den Portfolio-Prozess ergibt sich fiir das Beispiel nun 7k (t) = 7k (t) sowie
7o,k (t) = Xk (t) + Xk (t) — 7 (t)1, (t € [0,1]).

Im zweiten Teil des Beispieles geht es um das Problem der End-
vermdgensoptimierung, fir das von einer Nutzenfunktion vom ,,power type“
und den folgenden daran ankniipfenden Funktionen ausgegangen wird??%:

Us(€) = 565 (B< 1, 5 £ 0); US() = €555 By) =y™T;
Xe(y) = E [Ho(T) L(yHo(T))] = y™TE [(HO(T))F—LI] =TT (1),

Ve(z) = (ng—)yj_l

221 Der Prozess r(.) beschreibt einen risikolosen Bond, sofern er vorhersagbar ist. Hierbei
bezieht sich die , Risikolosigkeit“ auf einen infinitesimalen Anlagezeitraum.

222 Ein Dampfungsterm entfillt. Bei gegebenen Parametern k und T wiirde die Erwei-
terung der nachfolgend aufgefiihrten Funktion vom ,,power type“ um den Faktor e *T > 0
nur eine positiv affine Transformation der Nutzenfunktion bewerkstelligen, welche jedoch
dieselbe Priferenzordnung implizieren wiirde; vgl. v. Neumann/Morgenstern (1973), S. 25.
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Das optimale Endvermégen (ohne Mindestendvermdogen) ist nun:
¢e = L(Ve(£)Ho(T)) = (X (1)> (HO(T))/’ 1.

Als Vermogensprozess ergibt sich:

Xe(t)

WE[Ho(T)éE | 7]
WE [(Ho(T))ﬁTl |-7'-t], te0,T).

Analog der Vorgehensweise in Beispiel 2.5 werden die folgenden Prozesse ver-
wendet (¢t € [0,17):

mt) = o FET I () det sl [§ 100N de.
Alt) = e P- AT 140 (9) dW ()= 2—(,,%):1“ ||e<s)||2ds

wobei das Martingal A(.) unmittelbar dem genannten Beispiel entnommen ist,
so dass wiederum dA(¢t) = —A(t) B 76’ (t) dW (t) sowie A(0) = 1 vorausgesetzt

werden kann. Damit ist E [(Ho(l ))ﬁ— | .7-}] =E[m(MAT) | R
Um einen Portfolio-Prozess explizit herleiten zu kénnen, sind weitere An-
nahmen beziiglich der Parameterprozesse notwendig. Im Folgenden wird des-
halb wieder von deterministischen Parameterprozessen ausgegangen. Dann
gilt fiir t € [0,17:
E[m(T)AT) | Ft] = A@t)m(T) sowie Xg(l)= A(0)m(T) =m(T).
Der Vermogensprozess stellt sich nun dar als:

z A(t)

te[0,T].

Fiir das Martingal Mg(.) gilt fiir ¢t € [0,71]:

Mg(t)
dMg(t)

Ho(t)XEe(t) = #A(t) und
EdA(t) = —2A(t) 7270 (t) AW (),

so dass Pp(t) = —wA(t) 0(t) =

lHo(t)XE(t)H(t) und schlieBlich

#e(t) = (o'(@)! (— [leO(t)XE(t)e(t)lej +XE(t)0(t)>
(') '1 XE(t)G(t)

Voraussetzung fiir die Bestimmung des optimalen Portfolio-Prozesses ist, dass
das fiir den zu optimierenden Teil zur Verfiigung stehende Anfangsvermégen
# bekannt ist. Bei konstanten ¢(.) = ¢ und £ kann £ wie im ersten Leil dieses
Beispieles ermittelt werden. Es gilt dann analog 7g(.) = 0 sowie g (t) = Tg(t)
und 7o g(t) = Xg(t) + Xe(t) — n(t)1, (t€[0,7]). O
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Der Fall einer Entnahmeoptimierung bei einem vorgegebenen, konstan-
ten Mindestkonsumstrom und ohne Mindestendvermégen (Problem (€) mit
¢() = ¢ &€ = 0) ist dquivalent zur Entnahmeoptimierung mit einer Nutzen-
funktion U(c — €), deren Definitionsbereich durch (¢, 00) bzw. [¢, 00) gegeben
ist und folglich nicht in die Klasse der hier betrachteten Nutzenfunktionen
fallt. Das Problem entspricht der Entnahmeoptimierung mit Erhaltungskon-
sum, wie sie in Karatzas/Shreve (1998), S. 113 f., dargestellt ist. Analoges gilt
fiir die Vorgabe eines deterministischen Mindestendvermégens im Rahmen ei-
ner Endvermégensoptimierung bei vorgegebenem Konsum von null, wie bei
Karatzas/Shreve (1998), S. 115 f., beschrieben (Portfolio-Versicherung). Bei-
de Optimierungsprobleme sind folglich Spezialfille der in diesem Abschnitt
behandelten Entnahme- bzw. Endvermégensoptimierung mit (allgemeinen)
Mindestkonsum- oder/und Mindestendvermogensvorgaben?23.

Damit ist die Behandlung der Optimierungsprobleme auf vollstidndigen Ka-
pitalmérkten in ihrer bisher eingefiihrten, allgemeinen Form im Wesentlichen
abgeschlossen. Der nachfolgende Abschnitt dient der Ergénzung der Rahmen-
bedingungen um den Fall von Steuern auf Vermogenszuwéachse. Dem schlief3t
sich eine Darstellung des Spezialfalles deterministischer Parameterprozesse
an.

2.2.3.4 Erganzung der Idealmarktbedingungen um ein Steuersystem

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Darstellung der dynamischen
Portfolio-Optimierung unter den idealen Marktbedingungen des Abschnit-
tes 2.1.2, welche nunmehr durch ein Steuersystem ergénzt werden. Hierfiir
wird im Folgenden zunichst das Steuersystem charakterisiert. Daraus leitet
sich eine modifizierte Vermogensgleichung ab, die letztlich zu verénderten
optimalen Portfolio-Prozessen im Rahmen einer Entnahme- und/oder End-
vermogensoptimierung fiihrt.

Annahmen: Steuersystem S

e Es werden lediglich Ertragsteuern betrachtet, denen in kumulierter Wir-
kung ein konstanter, effektiver Ertragsteuersatz st zugeordnet wird. Die
Steuer ergibt sich durch Multiplikation von st mit der Steuerbemessungs-
grundlage.

e Die Bemessungsgrundlage entspricht der Reinvermégensinderung aufgrund
von Anlagen in den Investitionsobjekten (Long-Positionen in Bond, Akti-
en) und Finanzierungen (festverzinsliche Verschuldung durch Bondemissi-
on, Aktienleerverkdufe) und entspricht der Summe aus Wertinderungen
und Ausschiittungen. Die Wertédnderungen bestimmen sich dabei nach

223 Mit stochastischen derartigen Vorgaben befasst sich demgegeniiber Bardhan (1994)
in dem komplexeren Kontext unvollstindiger Kapitalmérkte.
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Marktwerten, d.h. ,, Abschreibungen“ und ,,Zuschreibungen“ werden durch
Marktwertdnderungen von Vermogens- und Schuldpositionen implizit
erfasst. (Konsum-)Entnahmen werden nicht besteuert, ebenso wenig
Riickzahlungen von Anlagen oder Finanzierungen. Freibetrdge oder Frei-
grenzen bleiben unberiicksichtigt.

o Es wird von zeitstetiger Besteuerung ausgegangen®?*. Dabei erfolgt ein un-
begrenzter und sofortiger Verlustausgleich.

Mit den aufgefiihrten Annahmen wird zumindest hinsichtlich ihrer
grundsitzlichen Ausrichtung tendenziell eine Anndherung der hier unter-
stellten Besteuerung an bestehende Steuersysteme gesucht. Alternativ, hier
also nicht gewihlt, konnte auch ein ,theoretisches“ Steuersystem als Vor-
bild dienen, welches bestimmte Postulate, wie bspw. Investitionsneutralitét,
erfiillt??°. Da der Anwendungsaspekt der Optimierungskalkiile und nicht etwa
die Untersuchung verschiedener Steuersysteme selbst im Mittelpunkt steht, ist
jedoch eine Orientierung an (aus Theoriesicht u.U. ,fragwiirdigen®) Gegeben-
heiten angezeigt und folglich der erste Weg zu wihlen. Da aber insbesondere
aus Griinden der Umsetzbarkeit in das zeitkontinuierliche Marktmodell im-
mer noch diverse Vereinfachungen gegeniiber realen Steuersystemen, wie im
Besonderen auch dem deutschen, unvermeidlich sind, kann die Ann&herung
an das gesteckte Ziel allerdings nur grob sein. Vor diesem Hintergrund soll das
Annahmensystem kurz diskutiert und bereits mit Blick auf Umsetzungserfor-
dernisse in gewisser Weise gerechtfertigt werden. Als Referenz dient dabei das
deutsche Steuerrecht.

Die Annahme eines konstanten Steuersatzes kann unter zwei Blickwinkeln
betrachtet werden. Zunéchst blendet ein von der Hohe des Einkommens bzw.
allgemeiner der Bemessungsgrundlage unabhéngiger, also beziiglich o X kon-
stanter Steuersatz Effekte einer progressiven Besteuerung aus. Dort wo diese
keine Rolle spielt, wie bspw. wenn die Steuer nur auf Ebene einer Kérperschaft
betrachtet wird, beinhaltet diese Pramisse somit auch keine Einschrankung ge-
geniiber realen Verhéltnissen. Fiir die hier betrachtete dynamische Portfolio-
Optimierung wiirde dieser Fall insbesondere dann eintreten, wenn das Portfo-
lio das Vermogen einer Kapitalgesellschaft représentiert, dessen (nicht durch
Entnahmen/Ausschiittungen induzierte) Anderung einer proportionalen, de-
finitiv wirkenden Korperschaftsteuer unterworfen wire und die Betrachtung

224 Vgl. auch Niemann (1999), S. 355, im Kontext der Besteuerung einer Realoption.

225 Zumindest in Bezug auf die meisten Staaten, fiir die eine Anwendung der hier behan-
delten Investitionsprobleme in Betracht kommt, sind die gewissen Neutralitdtspostulaten
geniigenden Steuersysteme nicht realisiert. Zum deutschen Steuersystem vgl. diesbeziiglich
Wenger (1986), S. 133 ff. Eine gewisse Ausnahme bildet Kroatien, in dem eine zinsbereinigte
Steuer auf Unternehmensgewinne eingefiihrt wurde; vgl. Schmidt/Wissel/Stockler (1996).
Zu einer Diskussion idealer Steuersysteme vgl. Wenger (1983), Wagner/Schwinger (1991)
und Schwinger (1992). Zu verschiedenen Auspréigungen der Entscheidungsneutralitét von
Steuersystemen vgl. die konzise Beschreibung in Rimmele (1998), S. 32 ff.
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hierauf beschrankt bliebe??6. Vom Grundsatz her entspricht dieser Sachver-
halt fiir Kapitalgesellschaften dem deutschen Steuersystem nach Einfiithrung
des Halbeinkiinfteverfahrens, nach welchem Unternehmensgewinne iiber eine
proportionale Korperschaftsteuer mit einem Satz von 25 % besteuert wer-
den (fiir Veranlagungszeitraum 2003 einmalig: 26,5 %); hinzu kommt ein
Solidaritdtszuschlag in Hohe von 5,5 % auf die Kérperschaftsteuer, wobei
die Gewinne vor Korperschaftsteuer und Solidaritatszuschlag bereits mit ei-
ner Gewerbesteuer in einer ortsabhsngigen Hohe besteuert worden sind??7.
Wird ein Entnahmeziel (Entnahmeoptimierung, simultane Entnahme- und
Endvermogensoptimierung) unterstellt, erscheint allerdings die Realisierung
der Portfolio-Verwaltung im Rahmen einer Kapitalgesellschaft als nicht un-

226 Entnahmen, die dann auf Ebene des Unternehmenseigners ggf. noch einer
personlichen Einkommensteuer unterliegen, wiirden das Vermégen der Unternehmung ledig-
lich ,,brutto“ beriihren; ihre Wirkung auf die Konsumpréferenz wire in der Nutzenfunktion
des Investors zu erfassen. Allerdings entsteht dabei das Problem, dass in einem Konsum
beriicksichtigenden Optimierungsproblem, wie es hier durch die zeit- und zufallskontinuier-
liche Modellierung gegeben ist, nicht zwischen einer Riickzahlung eingebrachten Vermégens,
soweit dies bei Rechtsformen der Kapitalgesellschaften iiberhaupt moglich ist (siehe dazu
im Folgenden), und einer Ausschiittung differenziert werden kénnte, so dass auf der nachge-
lagerten Eignerebene allenfalls eine pauschale Beriicksichtigung von Steuern méglich wére.

227 Die Gewerbesteuer betrigt 5 % (Steuermesszahl; § 11 Abs. 2 GewStG) auf den Ge-
werbeertrag multipliziert mit einem gemeindespezifischen Hebesatz (§ 16 Abs. 1 GewStG).
Sie ist von ihrer eigenen Bemessungsgrundlage abzugsfihig. Der effektive Gewerbesteuersatz
stgéf ', der dem auf den Gewerbeertrag anzuwendenden Steuersatz unter der Pramisse der
Nicht-Abzugsfahigkeit der Steuer von ihrer eigenen Bemessungsgrundlage entspricht, ergibt
sich aus dem nominellen Gewerbesteuersatz stg¢™, der sich als Produkt von Steuermess-

sgnom. ) )
zahl und Hebesatz darstellt, zu stS’;f T = H-sqt# Von dem um die Gewerbesteuer vermin-
ge

derten Gewinn ist die Kérperschaftsteuer durch Anwendung des Kérperschaftsteuersatzes
stkst von 25 % zu ermitteln (§ 23 Abs. 1 KStG). Auf die Korperschaftsteuer wird der So-
lidaritdtszuschlag mit einem Satz stg,;, von 5,5 % erhoben (§§ 3 Abs. 1 Nr. 1, 4 SolZG).

Insgesamt ergibt sich somit ein Steuersatz von st = st;’;f' +(1- stf,{:f')stkst(l + Stsolz) =

stgéf‘ + strst (1 + stsorz) — stgéf‘stkst (1 + stsoz). Von Detailregelungen, wie bspw. Un-
terschieden zwischen der gewerbe- und der korperschaftsteuerlichen Bemessungsgrundlage
durch Hinzurechnungen und Kiirzungen (§§ 8, 9 GewStG) wird abgesehen. Gleiches gilt fiir
verschiedene Rechtsformen, besonders die Personenhandelsgesellschaften, hinsichtlich etwai-
ger Freibetrige oder nach Héhe der Einkiinfte gestaffelter Satze (§ 11 GewStG). Das Halb-
einkiinfteverfahren, das durch das Gesetz zur Senkung der Steuersitze und zur Reform der
Unternehmensbesteuerung (Steuersenkungsgesetz) vom 23.10.2000 (BGBI. I 2000, S. 1433)
mit Wirkung zum 1.1.2001 eingefiihrt wurde, beinhaltet neben der Besteuerung auf Ebene
der Kérperschaft aufseiten des Anteilseigners, sofern es sich um eine natiirliche Person oder
eine Personenhandelsgesellschaft handelt, dass nur noch die Halfte der Gewinnausschiittung
seiner personlichen Einkommensteuer unterliegt (§ 20 Abs. 1 Nr. 1 EStG i.V.m. § 3 Nr. 40
lit. d EStG). Mit dem Halbeinkiinfteverfahren wurde das Anrechnungsverfahren abgelost,
welches die Anrechnung der vom Unternehmen auf Ausschiittungen geschuldeten und ab-
gefithrten Korperschaftsteuer beim Eigentiimer auf dessen Einkommensteuerschuld vor-
sah; vgl. zu den Verfahren Fisele (2002), S. 182. Zudem bestand ein ,gespaltener®
Korperschaftsteuersatz zwischen thesaurierten und ausgeschiitteten Gewinnen. Im Rah-
men eines steuerlichen Anrechnungssystems wiirde sich fiir den gegebenen Modellrahmen
das in Fn. 226, diese Seite, angesprochene Problem ergeben, dass nicht zwischen Kapi-
talriickzahlungen und Ausschiittungen differenziert werden koénnte, wobei sich die steu-
erliche Behandlung von Ausschiittungen durch die Anrechnung noch weitaus komplexer
gestalten wiirde.
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problematisch, zumal sich die Herausnahme eingebrachten Vermogens als
schwierig bzw. als nicht mit der nétigen Flexibilitiat moglich erweist??®. An-
ders verhilt es sich zudem, wenn die Besteuerung auf Einzelinvestorebene
zugrunde gelegt wird, sei es weil die Portfolio-Verwaltung in der Sphére einer
Personenhandelsgesellschaft (oder einer sonstigen diesbeziiglich vergleichba-
ren und steuerlich als gewerblich zu betrachtenden Form) oder aber in der
Privatsphire des Investors erfolgt. Hierzu gehort auch die Realisierung des
Portfolio-Managements im Rahmen einer Kapitalgesellschaft, jedoch bei Be-
trachtung der steuerlichen Wirkung bis auf die Ebene des Anteilseigners. Ab-
weichungen hinsichtlich der Konstanz des zu verwendenden Steuersatzes er-
geben sich bei dieser Betrachtung jedoch lediglich fiir Einkommensbereiche
(bzw. fir die Einkommensteile) unterhalb einer Grenze, ab der ein (konstan-
ter) Hochststeuersatz gilt?29.

Neben dem Aspekt einer progressiven Besteuerung impliziert die hier ge-
troffene Annahme zudem die Konstanz des Steuersatzes iiber die Zeit hin-
weg. Dass der Steuersatz st als zeitkonstant betrachtet wird, dient weitgehend
lediglich der vereinfachten Herleitung des Steuereinflusses auf die Portfolio-
Strukturierung. Fiir simtliche weiteren Ausfiihrungen kénnte der Steuersatz
auch als Funktion der Zeit abgebildet werden; in dieser Allgemeinheit ist
aber gleichwohl ein jederzeit beschréinkter, deterministischer Steuersatz vor-
auszusetzen. Eine von Letzterem abweichende Unterstellung beziiglich Be-
schranktheit oder Determiniertheit des Steuersatzes erschiene aber auch nicht
— oder zumindest schwerlich — mit der Erfahrungswelt vereinbar. Denn zum
einen sollte sich der Steuersatz aus Plausibilitétsgriinden stets zwischen 0 und
100 % bewegen (st(t) € [0,1], Vt), zum anderen wiirde die Annahme eines
stochastischen Steuersatzes im gegebenen Kontext der Unsicherheitsmodellie-
rung bedeuten, dass der Steuersatz mit der unterstellten Filtration messbar
ist, welche sich allerdings an den die Aktienkursentwicklung kennzeichnenden
Wiener-Prozessen orientiert. Folglich wiirde eine Formulierung des Steuersat-
zes als stochastischer Prozess nahe legen, dass sich der Gesetzgeber bei der
Festlegung des Steuersatzes an der Entwicklung der Wertpapierpreise orien-
tiert. Davon ist aber nicht auszugehen?3?. Bereits gegen eine Modellierung

228 Nach deutschem Recht besteht ein grundsitzliches Riickzahlungsverbot von Einlagen
bei Aktiengesellschaften (§ 57 AktG) und Gesellschaften mit beschrénkter Haftung (§ 30
GmbHG). Moglichkeiten zur Auszahlung von Einlagen bestehen durch Kapitalherabsetzung
(8§ 222 ff. AktG, § 58 GmbHG) oder Liquidation (§ 262 AktG, § 60 GmbHG).

229 In der Bundesrepublik Deutschland wird im Veranlagungszeitraum 2005 der Teil
des zu versteuernden Einkommens natiirlicher, unbeschriankt einkommensteuerpflichtiger
Personen, der 55.151 EUR iibersteigt, proportional mit 42 % Einkommensteuer belastet
(fiir 2004 gilt ein Satz von 45 %; §§ 52 Abs. 41, 32a Abs. 1 EStG); im gegebenen Kontext
sei auf die ErméaBigung fiir gewerbliche Einkiinfte nach § 35 EStG hingewiesen.

230 Dass ein gewisser Wirkungszusammenhang zwischen der Situation auf den Kapi-
talmérkten und der Besteuerung besteht, soll damit aber natiirlich nicht negiert werden.
Indiz hierfiir sind die verstéarkt in 6konomischen Krisensituationen aufkommenden Diskus-
sionen iiber die Senkung von Steuersidtzen. Derart komplexe Wirkungszusammenhénge sind
gleichwohl jenseits dessen, was im gegebenen Modellkontext abgebildet werden kann, re-
spektive im Rahmen einer Modellanwendung auswertbar ist.
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des Steuersatzes als zeitabhingige Grofe mag sprechen, dass Anderungen der
steuerlichen Rahmenbedingungen nicht mit hinreichender Bestimmtheit ange-
nommen werden kénnen und insofern die Vermutung eines Fortbestehens der
jeweils gegenwirtigen Verhéaltnisse zumeist sachgerecht ist. Eine Ausnahme
konnten bereits gesetzlich fixierte Steuersatzénderungen fiir zukiinftige Veran-
lagungszeitraume bilden?3!. Damit bleibt festzuhalten, dass die weiteren Her-
leitungen bei beschrinkten, deterministischen Steuersdtzen (mit geringfigigen
Anpassungen) ihre Giiltigkeit behalten, eine weiterreichende Modellierung aber
wenig Sinn macht.

Die Gleichsetzung der Bemessungsgrundlage mit der Verédnderung des
Reinvermogens geht im Grundsatz konform mit der Ermittlung des steu-
erlichen Gewinns nach den §§ 4 Abs. 1, 5 EStG firr Einkiinfte natiirlicher
Personen aus Gewerbebetrieb bzw. nach § 8 KStG fiir Kapitalgesellschaften
respektive Korperschaften, wobei die folgenden Ausfiihrungen zunéchst
buchfiihrungspflichtigen Unternehmungen gelten. Insbesondere sind danach
Entnahmen (wie auch Einlagen) erfolgsneutral zu behandeln, d.h. sie gehen
nicht in die steuerliche Bemessungsgrundlage ein. Abweichungen der Realitét
gegeniiber dem Modell ergeben sich dann durch die Periodisierung der (iiber
den gesamten Planungszeitraum festzustellenden) Reinvermégensinderung,
welche sich in einem unterschiedlichen zeitlichen Anfall der Steuerzahlungen
niederschligt. In dieser Hinsicht wirkt zudem die Annahme einer zeitstetigen
Besteuerung (fiir alle rechtlichen Rahmenbedingungen der Investition)
realitdtsverzerrend. Zur Illustration des ersten verzerrenden Tatbestandes
ist auf einen sich aus der Periodisierung ergebenden Zeitabschnitt (Veranla-
gungszeitraum) abzustellen. Fiir diesen ergeben sich Divergenzen zwischen
existentem deutschen Steuerrecht und der im Modell unterstellten Besteue-
rung von Marktwertdnderungen. Die Unterschiede entstehen vor allem durch
das fiir jedes einzelne Anlagegut geltende Anschaffungskostenprinzip. Danach
bilden die Anschaffungs-/Herstellungskosten, ggf. vermindert um planméaBige
Abschreibungen (fortgefiihrte Anschaffungs-/Herstellungskosten), die Ober-
grenze fiir den (Buch-)Wertansatz des Gutes in der Steuerbilanz (§ 6 Abs. 1
Nr. 1 und 2 EStG). Lediglich durch Verkauf realisierte Wertsteigerungen
von Anlagen, die iiber die Anschaffungskosten hinausgehen, sind fiir die
Besteuerung relevant. Die Beriicksichtigung einer solchen Bedingung wiirde
erfordern, dass nicht nur bei jeder Anlageart festgestellt wird, ob ein Wert-
zuwachs eingetreten ist, sondern ferner, ob bzw. in welchem Mafle ein {iber
die Anschaffungskosten hinaus eingetretener Wertzuwachs durch Portfo-
lioumschichtung realisiert wurde. Dies ist hier nicht umsetzbar. Zudem besteht

231 Wie dies, wiederum mit Bezug auf die deutschen Verhiltnisse, fiir die Veranla-
gungszeitraume 2001-2005 nach Verabschiedung des bereits erwdhnten Steuersenkungs-
gesetzes vom 23.10.2000 (BGBI. I 2000, S. 1433; Fn. 227, S. 113) und dem Steuersen-
kungserginzungsgesetz vom 19.12.2000 (BGBIL. I 2000, S. 1812) zutraf bzw. fiir die aus
gegenwartiger Sicht zukiinftigen Zeitrdume noch zutrifft; vgl. §§ 32a Abs. 1, 52 Abs. 41
EStG.
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lediglich (und dies nicht einmal in jedem Fall) ein Wahlrecht zur Anpassung
an einen niedrigeren Markt-(Teil-)Wert (§ 6 Abs. 1 Nr. 1 und 2 EStG)232.

Werden die Anlagen und Finanzierungen auflerhalb eines gewerblichen Rah-
mens, der die Anwendung der zuvor genannten Vorschriften nach sich zie-
hen wiirde, getétigt, ergeben sich bereits vom Grundsatz her Unterschiede.
Vermégensénderungen aufgrund von Marktwertdnderungen werden im deut-
schen Steuerrecht hier prinzipiell nicht erfasst; Gleiches gilt aber auch fiir
Konsumentnahmen, wie im Modell folglich realitatskonform vorausgesetzt.
Die Besteuerung kniipft lediglich an dem an, was aus der ,,Quelle“ Finanz-
anlage zustrémt. Die moglicherweise wichtigste Ausnahme von dieser Regel
stellt im gegebenen Kontext die Besteuerung von Spekulationsgewinnen, also
von durch Verkauf von Anlagen innerhalb einer bestimmten Frist realisierten
Werténderungen, dar. Dass die Besteuerung von Spekulationsgewinnen in dem
angestrebten Modellrahmen jedoch nicht in getreuer Abbildung der Realitét
moglich ist, ergibt sich nicht zuletzt aus den oben bereits genannten Griinden
beziiglich der Erfassung realisierter Gewinne sowie aufgrund weiterer steuerli-
cher Spezifika in diesem Zusammenhang. So besteht fiir Spekulationsverluste
insbesondere nicht die Moglichkeit eines horizontalen Verlustausgleiches mit
anderen Einkunftsarten (§ 23 Abs. 2 EStG). Dariiber hinaus kénnen sich
Unterschiede zwischen Modell und Realitét auch hinsichtlich der Behandlung
von solchen Fremdkapitalzinsen ergeben, die nach dem Steuerrecht nicht ab-
zugsfahig sind.

Abweichungen zwischen dem tatséchlichen und dem im Modell unterstell-
ten Besteuerungszeitpunkt bestehen fiir Einkiinfte aus Kapitalverm