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Einleitung. 

I n den letzten Jahrzehnten ist eine der Haup t leh ren 
der theoretischen Nat ionalökonomie, die Leh re v o m W e r t , 
wiederhol t von verschiedenen Seiten einer g ründ l i chen 
Revis ion unterzogen worden. D i e ältere Wissenschaft 
betrachtete den W e r t als etwas den Güte rn innewohnen-
des, als ein Verhä l tn is zwischen einem G u t und einem 
anderen, oder als das Verhä l tn is zwischen einem G u t u n d 
der Gesamtmasse der übr igen Güter . W e n n auch manche 
unserer K lass iker , w ie nament l ich Thomas Rober t Mal thus, 
i n ih ren al lgemeinen Erör te rungen erkennen u n d be-
tonen, dafs der W e r t nichts anderes ist, als die Ach tung , 
i n der ein Gu t bei den Menschen, die seiner bedürfen, 
steht, so h ie l t doch die Mehrzah l der führenden Geister an 
der Anschauung fest, eine solche Auf fassung  des Wer tes 
sei für  die Vo lkswi r tschaf ts lehre  unf ruchtbar .  Es w a r 
herkömml ich, die Formen, i n denen der W e r t i n E r -
scheinung t r i t t , u n d die man als Gebrauchs- und Tausch-
wer t unterschied, für D i n g e ganz verschiedener A r t zu 
ha l ten ; j a , manche Theore t i ke r g ingen so w e i t , diese 
Begriffe  als Gegensätze zu bezeichnen. D e n Gebrauchs-
wer t h ie l t man i n der oberf lächl ichen Betrachtung, d ie 
man ihm widmete, für dasselbe w ie die Nü tz l i chke i t u n d 
wufste m i t i h m n ich t v ie l anzufangen; man wandte sich 
deshalb zum Tauschwert , den man eingehender Forschung 

Samml. staats w. Schr i f ten. — Bernou l l i . 1 
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unterzog. W ä h r e n d man unter Tauschwer t meist das 
verstand, was man heute v iel fach — v ie l le icht n ich t ganz 
g l ück l i ch — „ob jek t i ven Tauschwer t " nenn t , wa r man 
sich i m V e r l a u f der Unte rsuchung gewöhnl ich n ich t be-
wu fs t , dafs man nu r eine der Erscheinungsformen des 
Wer tes vo r sich hatte, sondern man g laubte in den Er -
ör terungen über den Tauschwer t eine erschöpfende Wer t -
lehre zu l iefern. 

Be i ih ren Forschungen waren die meisten Au to ren 
i n dem sinnenfäl l igen Schein , den der Tauschverkehr 
des gewöhnl ichen Lebens da rbo t , befangen. M a n sah, 
dafs die Menschen Güter , die sie i n i h rem Besitz haben, 
untere inander austauschen, und meinte, solche Güter, die 
gegeneinander vertauscht zu werden pflegen, müfsten 
i rgend eine Eigenschaf t i n g le ichem Grade besitzen. 
Diese gemeinsame Eigenschaf t g laubte man i n ihrem 
W e r t zu finden, und so k a m man zu der Auffassung, 
dafs die Güter , die im Tauschverkehr gegeneinander 
umgesetzt werden, g le ichwer t ig seien ; der W e r t war da-
m i t zu einer Eigenschaft der Gü te r gemacht. Diese Auf -
fassung des Wer tes g i ng aus dem schon erwähnten U m -
stände hervor, dafs man sich fest an den Tauschwer t an-
k l a m m e r t e , dabei aber behauptete, den W e r t i m al l-
gemeinen zu untersuchen. Es ist e igent l ich wunderbar, 
dafs man dazu kam, die Anschauung zu hegen, beim 
Tausche würden g le ichwert ige Güter gegeben und em-
pfangen , während eine aufmerksame Beobachtung der 
Vorkommnisse des tägl ichen Lebens lehren kann, dafs 
niemals gleiche Wer te ausgetauscht werden, sondern dafs 
jeder Tauschende ein Gut , dessen W e r t ( für ihn) ger inger 
i s t , h i ng ieb t , u m ein solches von höherem W^ert zu er-
langen. W e n n man davon ausgeht, dafs gleiche W7erte 
ausgetauscht werden, so ist gar ke in G r u n d einzusehen, 
wa rum die Menschen überhaupt mi te inander tauschen; 
du r ch diese Schwier igke i t ist es woh l zu erklären, dafs 
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A d a m Smi th auf die sonderbare Annahme kam, es sei 
dem Menschen ein Tauscht r ieb eingeboren. 

Dafs die eben geschi lderte Lehre, nach welcher der 
W e r t eine i n den Gü te rn selbst l iegende Eigenschaft ist, 
niemals zur unumschränk ten Herrschaf t  gelangte, k a n n 
n i ch t bestr i t ten werden. Besonders i n Deutsch land mach-
ten sich St römungen ge l tend , die andere, w i r können 
woh l sagen: r icht igere, Anschauungen v o m Wesen des 
Wer tes hatten. A b e r lange Ze i t k a m es auf dieser Seite 
n ich t wei ter als bis zu vere inzel ten Anläufen, und die 
sogenannte klassische Wer t theor ie behie l t die Oberhand ; 
vo r al lem deswegen, we i l ke ine ausgebildete Theor ie da 
war, die den K a m p f hätte aufnehmen können. D e r B a u 
der klassischen Wer t leh re , an dem so viele scharfsinnige 
Köpfe gearbeitet hatten, war so fest gefügt und in einigen 
Te i len von so bestechender K la rhe i t , dafs die zerstreuten 
Bemerkungen einzelner Gelehrten, die eine grundsätz l ich 
andere Auf fassung  des Wer tp rob lems verr ieten, n ich t da-
gegen i n die Wagschale fal len konnten, u m so weniger, 
als die Urheber solcher Bemerkungen sich nu r selten der 
T ragwe i te dessen, was sie vorgebracht hatten, bewufst 
waren u n d deshalb selbst n ich t fo lger ich t ig au f ih rem 
S tandpunk t verharr ten. V ie l le i ch t der einzige Mann, der 
sich der W i c h t i g k e i t seiner abweichenden Ans ich ten be-
wufst war, und der auch von seinem S tandpunk t aus 
den Versuch machte, die Ersche inungen des menschl ichen 
Verkehrs vo l ls tändig zu erk lären, wa r Gossen 1 ; aber sein 
B u c h bl ieb unbeachtet und konnte infolge dessen die 
herrschende Theor ie n ich t stürzen. 

Es ist das Verdienst von J e v o n s 2 , M e n g e r 3 und 

1 Entwickelung der Gesetze des menschlichen Verkehrs, 
Braunschweig 1854. 

2 The theory of polit ical economy. London 1871; 
3. Auf l . 1888. 

3 Grundsätze der Volkswirtschaftslehre.  W ien 1871. 
1* 
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W a l r a s 1 , der a l ten Wer t theor ie eine neue Leh re ent-
gegengestellt zu haben, die al len Erscheinungen unseres 
Wir tschafts lebens gerecht zu werden s t rebt , und die 
den K a m p f gegen die al ten Anschauungen m i t E r f o l g 
aufnahm. Dafs diese dre i Männer z ieml ich gleichzei t ig 
und gänzl ich unabhäng ig von einander ihre Lehrgebäude 
err ichteten, ist bekannt . G le i chwoh l zeigen i n manchen 
w ich t igen Beziehungen ih re Gedankengänge eine merk -
würd ige Übere ins t immung. M a n pflegt heute diese neuen 
Wer t theor ien , anlehnend an Wiesers geschickt gewählten 
Ausdruck , als Grenznutzentheor ien zu bezeichnen, und 
es ist n ich t zu leugnen, dafs der Begr i f f  des Grenznutzens 
(von Jevons „ f ina l degree o f u t i l i t y " 2 und von Wal ras — 
woh l weniger g lück l i ch — „ r a r e t é " 8 genannt) der ge-
meinsame Eckste in dieser Systeme genannt werden darf. 

I n · der Leh re v o m Grenznutzen t r i t t die wicht ige 
Auf fassung  hervor, du rch die sich die moderne Wer t -
lehre hauptsächl ich von der klassischen unterscheidet, 
näml ich die Auffassung,  dafs der W e r t n ich t eine Eigen-
schaft eines Gutes an s ich , sondern dafs er eine Be-
z iehung zwischen einem einzelnen wir tschaf tenden Sub-
j e k t und einem Gute i s t ; ferner  k o m m t dar in die n icht 
m inder w ich t ige Auffassung  zum Ausdruck , dafs der Be-
gr i f f  des Wertes gar n ich t losgelöst v o n der Vors te l lung 
einer best immt begrenzten Quant i tä t gedacht werden 
k a n n 4 . M a n kann z. B . n ich t von dem W e r t des Eisens 
oder der Baumwo l le schlechtweg reden, man kann auch 

1 Elements d'economie pol i t ique pure. Lausanne, Paris, 
Basel 1874,1877. Theorie mathématique de la ricliesse sociale. 
Lausanne, Paris, Rom, Leipz ig 1883. Übersetzt von v.Winter-
feld unter dem T i t e l : Mathematische Theorie der Preis-
bestimmung der wirtschaftl ichen Güter. Stuttgart 1881. 

2 Theory of pol. econ., 3. Auf l . S. 51. 
3 Théórie mathém. de la rich. soc. S. 20. 
4 Vgl . Lu jo Brentano im Jahrbuch für Gesetzgebung, 

Verwaltung und Volkswirtschaft  im Deutschen Reich. I I , 571. 
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nicht beurtei len, ob das Eisen oder die Baumwo l le wer t -
vo l l e r is t , sondern man k a n n stets nu r v o n dem W e r t 
einer best immten Menge dieser Güter reden. D i e Tha t -
sache, dafs das W e r t u r t e i l stets von der Vors te l lung einer 
Menge begleitet sein mufs , ist f re i l ich so einleuchtend, 
dafs sie auch von den älteren Theore t i ke rn n ich t ganz 
übersehen werden konn te ; aber aus dem Umstand, dafs 
dieser Thatsache n ich t die genügende Beachtung ge-
schenkt wurde, erk lären sich manche der sonderbaren 
I r rwege, auf denen sich die alte Theor ie m i tun te r bewegte. 

Jevons, Menger und Wa l ras nahmen, j ede r i n seiner 
Weise, die Quant i tätsverhäl tn isse zum Ausgangspunk t 
ihrer Betrachtung. D i e Wertschätzung, die der w i r t -
schaftende Mensch den Güte rn angedeihen läfst, bezieht 
sich stets auf best immte Mengen derselben, und die Güter -
mengen, die dem Menschen zur Ve r fügung stehen, beein-
flussen die Wer tschätzung. Menger füh r t  aus, wie ein 
isol iert wir tschaftender  Mensch dem einzigen Sack K o r n , 
den er hat, eine ungemein grofse Bedeutung bei legt, we i l 
v o n seinem Besitz die E r h a l t u n g des Lebens abhängt. 
E i nem zweiten Sack legt er schon wei t weniger Bedeu tung 
bei, we i l dieser n ich t mehr nö t ig i s t , u m sein Leben zu 
fristen, sondern nu r zu re ichl icherer N a h r u n g dient. Noch 
ger inger ist der W e r t des dr i t ten Sackes, den er v ie l le ich t 
zur Aussaat verwendet. M i t einem zehnten Sack weifs 
unser Robinson v ie l le icht nichts besseres anzufangen, als 
Papageien zu füt tern, die i h m in müfsigen Stunden die 
Langewei le ver t re iben sollen. D e r Nutzen, den der letzte 
zur Ve r fügung stehende Te i l des Vor ra ts für unseren 
Menschen ha t , ist der Grenznutzen des i n Rede stehen-
den Gutes. Nach diesem Grenznutzen bemifst sich der 
Wer t , den eine Mafseinhei t des Gutes für das betreifende 
Sub jek t hat. D a die verschiedenen Kornsäcke für unseren 
M a n n fungible D inge s ind , so legt er den nach dem 
Grenznutzen eines Sackes K o r n bemessenen W e r t n icht 
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n u r dem Sack N r . 10, sondern j e d e m seiner Säcke be i ; 
denn die En tbehrung , die er bei Ver lus t i rgend eines 
Sackes erleidet, ist n ich t gröfser  als die Entsagung, die 
es kostet, au f die Fü t t e rung der Papageien zu verz ichten; 
der G r u n d l iegt dar in , dafs es woh l n iemand einfal len 
w i rd , zu hungern, aber immer noch Vöge l zu füttern, 
sondern dafs j ede r die Vöge l fliegen lassen w i r d , u m 
den geminder ten Vor ra t nu r noch fü r d ie jenigen Zwecke 
zu verwenden, die i h m am wicht igs ten scheinen. Ganz 
ähnl iche Bet rachtungen w ie diese, die aus Mengers Ge-
dankenkre is entnommen i s t 1 , finden sich bei Jevons, und 
auch Wal ras geht von analogen Vors te l lungen aus. 

• D e r Haup tgedanke dieser Grenznutzentheor ien ist 
also der, dafs der W^ert einer bes t immten Te i lquant i tä t 
eines Gutes u m so ger inger ist, j e mehr Te i lmengen zur 
Ve r fügung stehen, oder m. a. W . : dafs der W e r t einer 
neu h inzut re tenden E inhe i t ger inger ist als der W e r t der 
letzten schon i m Besitz des betrachteten Subjekts befind-
l ichen E i n h e i t , ode r : dafs der W e r t einer neu hinzu-
tretenden E inhe i t sich als eine abnehmende F u n k t i o n 
der A n z a h l der besessenen E inhe i ten darstel l t . 

Diese Anschauung ist, w ie oben schon berühr t , n ich t 
ganz neu, sondern sie wu rde schon f rüher  von verschie-
denen Gelehr ten mehr oder weniger deut l ich entwicke l t . 
W o h l einer der ersten dieser Gelehrten war Dan ie l Ber-
n o u l l i ; mindestens ist er der erste uns bekannte Au to r , 
der sich der T ragwe i te dieser Anschauung bewufst war. 
D i e k le ine Abhand lung , i n welcher Dan ie l Be rnou l l i die 
Grundzüge seiner Ans ich t über den W e r t niedergelegt 
hat, t r i t t au f den folgenden B lä t te rn zum ersten Male 
i n deutscher Sprache vo r das P u b l i k u m . 

Biographische Angaben über den Au to r , die gewöhn-

1 Übrigens finden sich ganz ähnliche Ausführungen 
schon bei Thompson : A n inqu i ry into the principles of the 
distr ibut ion of wealth. (1824.) 3. Au f l . 1869. S. 57 ff. 
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l ieh einen H a u p t t e i l i n E in le i t ungen zu Neuausgaben 
al ter Schr i f ten b i lden, sind h ier woh l unnöt ig , da die 
Hauptverd ienste unseres Au to rs n ich t au f vo lkswi r tschaf t -
l ichem Gebiete l iegen, und da er überdies durchaus n i ch t 
etwa eine unbekannte Gröfse ist, die man dem P u b l i k u m 
erst vorstel len müfste. Es sei nu r erwähnt , dafs D a n i e l 
Bernou l l i im Jahre 1700 i n Gron ingen als Sohn des Pro-
fessors der Ma themat i k Johann Bernou l l i geboren wurde. 
E r gehörte somit der berühmten Gelehrtenfami l ie an, 
welcher durch mehr als zwei Jahrhunder te eine un-
unterbrochene Reihe der hervorragendsten Forscher 
entstammte. 1725 wurde Dan ie l Be rnou l l i Professor  i n 
Petersburg, 1733 Professor  i n Basel, zunächst für Ana -
tomie und B o t a n i k , später auch für P h y s i k ; er starb 
1782, nachdem er schon einige Ze i t vorher dem öffent-
l ichen Lehramt entsagt hatte. D i e uns h ier interessierende 
Abhand lung wurde i n der Ze i t , als Be rnou l l i i n Peters-
bu rg war, verfafst  und zwar i m Jahre 1730 oder (wahr-
scheinl icher) 1731 ; herausgegeben wurde sie i m Jahre 
1738 von der Petersburger Akadem ie der Wissenschaften 1 

unter dem T i t e l : Specimen theoriae novae de mensura 
sortis, auetore Danie le Bernou l l i . 

W i e man aus dem Schr i f tchen selbst sieht, waren es 
n icht e igent l ich nat ionalökonomische Fragen, die unseren 
Denke r zu einer Untersuchung über das Wer tp rob lem 
veranlafsten, sondern F ragen aus dem Gebiete der W a h r -
schein l ichkei tsrechnung. I n diesem Zwe ige der Mathe-
m a t i k wurde damals w ie auch heute oftmals die Aufgabe 
gestel l t , den W e r t der Gewinnaussichten zu berechnen, 
die sich für die verschiedenen Te i lnehmer eines Spieles 
ergeben. Bernou l l i k a n n sich m i t der A r t , w ie m a n 
solche Aufgaben zu lösen pf legte, n ich t einverstanden 
e rk lä ren , da alle Lösungen von der Voraussetzung 

1 Commentarli academiae scientiarum imperial is Petro-
politanae. Tomus V . Petrop. 1738. S. 175—192. 
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ausgingen, dafs der W e r t der Gew inn -Auss i ch t für 
a l le Spieler derselbe sei, sofern nu r die ob jek t i ven 
Bed ingungen des Spiels für j eden Spieler die gleichen 
sind. Bernou l l i behauptet , dafs die gle ich berecht igte 
Ho f fnung  au f gleichen Gew inn für die verschiedenen 
Personen in sehr verschiedenem Grade wer tvo l l sei, j e 
nach den Vermögensumständen, in denen sich diese Per-
sonen befinden ; denn d e r W e r t e i n e s V e r m ö g e n s -
z u w a c h s e s f ü r e i n e P e r s o n s e i u m so g e r i n g e r , 
j e g r ö f s e r  d a s S t a m m v e r m ö g e n d i e s e s S u b -
j e k t s i s t . Diesen Gedanken k a n n man woh l als den 
K e r n p u n k t der vor l iegenden A b h a n d l u n g ansehen. Es 
ist h ier i m wesent l ichen das ausgesprochen, was w i r oben 
als den Hauptsatz der Grenznutzentheor ien bezeichneten. 
Bernoul l is Gefüh l empört sich dagegen, den W e r t als 
etwas i n den Gü te rn selbst l iegendes zu betrachten; er 
s ieh t , dafs die gleiche Geldsumme für die Bedürfnis-
bef r ied igung der verschiedenen Menschen eine sehr ver-
schiedene Bedeutung haben kann, j e nach der Wich t ig -
ke i t der Bedürfnisse, die noch ih rer Bef r ied igung harren ; 
er s ieht , dafs für einen reichen Mann, für dessen un-
mi t te lbars te Lebensbedürfnisse bereits gesorgt i s t , eine 
Geldsumme verhäl tn ismäfs ig wen ig W rer t haben kann, 
die fü r einen A r m e n , der darben mufs, von ungemein 
grofser  Bedeutung ist. 

Dafs Bernou l l i n icht , wie Gossen, Jevons, Menger, 
Wa l ras und ih re Nachfolger,  den Versuch unternommen 
ha t , v o n seinem S tandpunk t aus eine Analyse der ge-
samten Vo lksw i r t scha f t ,  insbesondere des Tausches u n d 
der P r o d u k t i o n zu geben, k a n n uns be i dem damal igen 
Stande der Volkswir tschaf ts lehre  n ich t wundern. Uber -
haupt beschränkt sich unser A u t o r au f eine Bet rachtung 
des Wer tes des Geldes i n seinem Verhä l tn is zum ge-
samten Vermögensbestande, und diesen Vermögensbestand 
betrachtet er gleichfal ls n icht als eine Summe konkre ter 
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Güter, sondern nach seinem Geldwert . Seinen Haup t -
gedanken, dafs der Vermögenszuwachs um so ger inger 
geschätzt w i r d , j e gröfser  das vo rher vorhandene Ver-
mögen schon war , spr icht Be rnou l l i aus, ohne eine Be-
g ründung zu versuchen; er geht auch n ich t darauf ein, 
zu fragen, ob diese Wer t rege l für jede A r t von Gütern , 
oder nu r für das Geld, für das a l le in er sie formul ier t , 
g i l t . Man kann n ich t leugnen, dafs diese Besch ränkung 
der Bet rachtung auf den Ge ldwer t ihre Vorzüge ha t ; 
denn es konnte unserem A u t o r n ich t darau f ankommen, 
e in System der Nat iona lökonomie zu schreiben, sondern 
es lag i h m nur daran, einen gu ten Gedanken, den er für 
eine Bereicherung der Wissenschaft i n al le Z u k u n f t 
hinaus h ie l t , niederzulegen u n d anschaul ich zu machen. 
F re i l i ch sagt W a l r a s , dafs das Dazwischentreten des 
Geldes, so sehr es den Tauschverkehr i n der Prax is er-
leichtere, die Theor ie des Tausches schwerer verständ-
l i ch mache, und dafs es deshalb für eine wissenschaft-
l iche Untersuchung geraten sei, vom Natura l tausch aus-
zugehen 1 ; es mag sein, dafs diese Behaup tung für eine 
gründl iche, elementare Analyse, w ie sie Wa l ras so meister-
haft führt ,  ihre R i ch t i gke i t hat ; fü r die Be t rach tung Ber-
noul l is dagegen, die nu r den Z w e c k ha t , einen kühnen 
Gedankenbl i tz n ich t ver loren gehen zu lassen, erscheint 
m i r gerade die von i hm gewähl te Beschränkung auf 
den Geldwer t sehr angebracht , und es scheint m i r , als 
ob au f diese Weise der Grundgedanke le ichter i n seiner 
W i c h t i g k e i t anschaul ich gemacht werden könne als du rch 
die gar n icht so unähnl ichen und ohne Zwei fe l noch 
gründl icheren Bet rachtungen, von denen Wa l ras ausgeht. 
Dafs für einen isol ier t wir tschaf tenden Menschen der 
zehnte Sack K o r n n ich t so v i e l we r t ist w ie der einzige 
erste, ist a l lerdings r icht ig , und ist auch n ich t gerade 

1 Theorie math, de la rich. soc. S. 13. 
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schwer einzusehen, aber fü r uns, die w i r von Jugend auf 
i n e inem en tw icke l ten Tauschverkehr stehen, s ind solche 
Sätze doch einigermafsen ungewohnt und n ich t ohne 
weiteres e in leuchtend; dagegen ist Bernoul l is Satz von 
dem m i t der Gröfse des Besitzes abnehmenden W e r t des 
neu h inzut retenden Geldes unmi t te lbar anschaulich, wes-
halb unser A u t o r ohne Zwei fe l berecht igt war , sich auf 
die täg l iche E r f a h r u n g  zu berufen, ohne sich auf einen 
strengen Beweis seiner grundlegenden Behauptung ein-
zulassen. 

E i n solcher Beweis läfst sich woh l gar n icht führen, 
ohne au f die einzelnen Güte r zurückzugrei fen,  i n der 
Weise, w ie Gossen und die späteren Theore t i ke r dies 
w i r k l i c h gethan haben, indem sie zeigten, dafs jedes w i r t -
schaftende S u b j e k t die i hm zur Ver fügung stehenden 
M i t t e l au f die Beschaffung  der verschiedenen Güter , 
deren es bedar f ,  so ve r te i l t , dafs bei a l len Güte rn der 
Grenznutzen au f den gleichen Be t rag he rabs i nk t 1 ; we i l 
aber der Grenznutzen eines jedes einzelnen Gutes fort-
während f ä l l t , so s i nk t auch die Summe dieser Grenz-
nutzen, welche selbst den Grenznutzen des ganzen Ver -

1 Dieser Satz w i rd merkwürdigerweise häufig so aus-
gesprochen, als ob er nur für v e r n ü n f t i g wirtschaftende 
Subjekte Geltung habe. Dafs dies Gesetz in diesem Fal le 
ziemlich bedeutungslos wäre, ist k l a r ; denn ein Gesetz, das 
nur auf „vernünft ige" Menschen Anwendung findet, spielt 
i n der Volkswirtschaft  sicherlich keine grofse Rolle. Überdies 
müfste man immer erst, wissen, was sich jeder Schriftsteller 
eigentl ich unter einem vernünft igen Menschen vorstellt. 
Natür l ich kann ke in Zweifel sein, dafs ein vernünftiger 
Mensch seine Mi t te l in anderer Weise zur Beschaffung  von 
Gütern verwendet wie ein unvernünft iger;  denn er hat eine 
andere Rangordnung der Bedürfnisse; aber als sicher müssen 
w i r annehmen, dafs jeder Mensch seine Mi t te l so ein-
te i l t , dafs der Grenznutzen aller Güter, die er sich ver-
schafft,  gleich ist. 
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raögens als E inhe i t aufgefafst  darstel l t . So k o m m t man 
auf einem U m w e g zu dem Satze, den Be rnou l l i als einen 
unmi t te lbar k la ren ausspricht, zu dem Satze näml ich, dafs 
der W e r t eines Vermögenszuwachses eine abnehmende 
F u n k t i o n des schon vorhandenen Vermögens ist. 

Bernoul l i , der sich, w ie gesagt, au f der einen Seite 
eine gewisse Beschränkung auferlegt,  i ndem er bei seiner 
Bet rachtung sich nu r au f den W e r t des Geldes, als des 
Repräsentanten des Vermögens i m al lgemeinen, bezieht, 
setzt uns au f der anderen Seite einigermafsen i n E r -
staunen durch die Kühnhe i t , m i t der er versucht , das 
Wer tp rob lem der mathematischen Behand lung zugängl ich 
zu machen. E r begnügt sich näml i ch n i ch t m i t der Be-
hauptung, dafs der W e r t des Vermögenszuwachses eine 
abnehmende F u n k t i o n des Stammvermögens ist, sondern 
er spr icht den Satz aus, dafs der W e r t dieses Zuwachses 
(sofern der Zuwachs als unend l ich k l e i n vorgestel l t w i r d ) 
der Gröfse des vorher vorhandenen Vermögens umgekehr t 
propor t iona l sei. Aus dieser Annahme ergiebt sich fü r 
den W e r t dieser Vermögenszunahme die G le ichung einer 
logar i thmischen K u r v e (§ 10). I n der Annahme Ber-
nou l l i s , dafs der W e r t des Zuwachses dem Betrage des 
Stammvermögens genau umgekehr t propor t iona l sei, l i eg t 
ohne Zwei fe l v ie l w i l l k ü r l i c h e s ; denn ih re R i c h t i g k e i t 
w i r d uns n ich t bewiesen; j a , sie ist v ie l le icht unbeweis-
bar. Abe r auch, wenn diese Hypothese stets unbewiesen 
bleiben sollte, und selbst wenn sie falsch wäre, so können 
w i r der K ü h n h e i t , m i t der Bernou l l i sie aufgestel l t hat , 
unsere A n e r k e n n u n g n ich t versagen, und es ist v ie l le icht 
n ich t ganz angezeigt, sie m i t souveräner Ve rach tung von 
der H a n d zu weisen, wenn m a n erwägt, dafs i n neuerer 
Zei t durch die Versuche E . H . Webers , Fechners u n d 
anderer Forscher au f verschiedenen Gebieten unseres 
Empfindungslebens Gesetzmäfsigkeiten entdeckt worden 
s ind, die dem Bernoul l ischen Wertgesetz durchaus ent-
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sprechen. Zudem unter l iegt es w o h l ke inem Zwei fe l , dafs 
Bernou l l i s logar i thmische K u r v e der W a h r h e i t bedeutend 
näher k o m m t , als die geraden L in ien , m i t denen Gossen 
sich zu behelfen suchte, und v ie l le ich t ist Bernoul l is 
K u r v e fü r manche Zwecke auch brauchbarer als die 
ganz unbest immten K u r v e n , deren sich Jevons und Wal ras 
bedienen 

I n e i n e r Bez iehung müssen w i r v o m Standpunkte 
der modernen Wer t theor ie aus, den Erör te rungen unseres 
Au to rs die Z u s t i m m u n g versagen, u n d zwar n icht etwa 
deshalb, we i l die Grundgedanken, von denen er ausgeht, 
zu anderen Schlüssen führen, als die Lehren, au f welche 
sich die neueren Wer t theo re t i ke r stützen, sondern, we i l 
Be rnou l l i selbst die Schlüsse aus seiner eigenen Theorie 
n ich t m i t genügender Schärfe gezogen ha t , da er noch 
einigermafsen i n den al ten Anschauungen befangen war . 

I n § 6 w i r d näml i ch der F a l l besprochen, dafs j emand 
100000 D u k a t e n besitze und aus diesem Vermögen ein 
jähr l iches E i n k o m m e n von 5000 D u k a t e n beziehe; ein 
Andere r besitzt halb so v i e l Vermögen u n d bezieht daraus 
ein halb so grofses E inkommen . Bernou l l i behauptet, dafs 
unter solchen Umständen für den ersten Menschen ein 
D u k a t so v i e l wer t sei w ie ein halber D u k a t für den 
zweiten. Offenbar  ist dieser Schlufs n icht zulässig; denn 
es t r i t t da r in die Auf fassung  zu Tage , als ob der W e r t 
etwas se i , das unabhäng ig v o n dem S u b j e k t , das die 
Wer tschä tzung vo rn immt , gedacht werden könne. W7enn 
Bernoul l is Behauptungen über den W e r t des ganzen und 
des halben D u k a t e n w i r k l i c h eine zulässige Schlufsfolge-
r u n g aus seiner Theor ie wäre, so würde diese ganze Theor ie 

1 Aus §§ 7 ff.  geht mi t genügender Deut l ichkei t hervor, 
dafs die Bernoullischen Gleichungen und Kurven nicht genau 
dieselbe Bedeutung haben wie die der neueren Theoret iker ; 
genauer auf diesen Punkt einzugehen, würde hier zu weit 
führen. 

FOR PRIVATE USE ONLY | AUSSCHLIESSLICH ZUM PRIVATEN GEBRAUCH
Generated for Hochschule für angewandtes Management GmbH at 88.198.162.162 on 2025-11-04 20:54:28

DOI https://doi.org/10.3790/978-3-428-56767-6



— 13 — 

h in fä l l i g durch die folgende E i n w e n d u n g , die er selbst 
macht. E r sagt, es sei aus der tägl ichen E r fah rung  be-
k a n n t , dafs es reiche Leu te g i e b t , die sich u m einen 
einzigen D u k a t e n mehr absorgen als andere ärmere , je -
doch freigebigere  Leu te um mehrere D u k a t e n ( „Sun t , 
qu ibus unus ducatus magis cord i est, quam sunt plures 
ducat i homin i minus d i v i t i magis autem generoso"). D ieser 
unstre i t ig r i ch t i g beobachteten Thatsache ist aber k e i n 
E inwand gegen Bernoul l is Theor ie zu entnehmen, und 
zwar n ich t e twa , w ie er selbst zu meinen scheint , des-
ha lb , we i l solche Fä l le so selten s ind , dafs man sie bei 
Aufs te l lung einer al lgemeinen Regel vernachlässigen dürf te, 
sondern deshalb, we i l diese Fäl le, auch wenn sie noch so 
häut ig wären, sein Wertgesetz n icht umstofsen. Seine 
Hypothese sagt nichts we i te r , als dafs der W e r t eines 
jeden bel iebig k le inen Gewinns dem schon vorhandenen 
Vermögen umgekehr t propor t iona l sei ( „ va lde probabi le 
est luc ru lum quodvis semper emolumentum afferre  summae 
bonorum reciproce propor t ionale" § 5). Dieser Satz k a n n 
für einen armen Verschwender ebensogut gel ten w ie fü r 
einen reichen Geizhals ; denn er behauptet durchaus n icht , 
dafs für verschiedene Menschen, die ein g le ich grofses 
Vermögen besitzen, ein gleicher Vermögenszuwachs g le ich 
v ie l wer t sei. Uber die W a h r h e i t dieser letzteren Be-
hauptung läfst sich e igent l ich gar nichts sagen; denn u m 
eine solche Behauptung aufstel len zu können, müfste man 
voraussetzen, dafs alle Menschen vo l l kommen gle ich ge-
artet wären, oder dafs sie sich wenigstens i n Beur te i l ung 
ihrer w i r tschaf t l i chen Angelegenhei ten von denselben 
Grundsätzen lei ten liefsen ; von solchen Voraussetzungen, 
die na tür l i ch ganz unbrauchbar wären, ist Be rnou l l i n i r -
gends ausgegangen, wenn auch v ie l le icht n ich t bestr i t ten 
werden kann, dafs i hm an der angezogenen Stel le etwas 
ähnliches vorgeschwebt haben mag. Dafs für den Be-
sitzer von 100000 D u k a t e n ein D u k a t gerade so v ie l 
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w e r t i s t , w ie für den Besitzer v o n 50000 D u k a t e n ein 
ha lbe r , fo lgt also aus Bernoul l is Wertgesetz nu r dann, 
w e n n man sich un ter den beiden L e u t e n gewisse „Norma l -
menschen" vo rs te l l t , eine Vo rs te l l ung , die du rch nichts 
gerecht fer t ig t  ist. Aus Bernou l l i s Gesetz folgt nu i \ dafs 
fü r jeden, also sowohl für den Besitzer der 50 000 Duka ten 
als auch für den der 100000 die Wer tschätzung des 
letzten D u k a t e n i n einem gewissen Verhä l tn is steht zur 
Wer tschätzung des vorletzten, oder al ler anderen in seinem 
Besitz bef indl ichen oder von i hm erhofften  ; und dies g i l t 
auch für einen geiz igen M i l l i o n ä r , der sich n icht ent-
schliefsen kann, eine M a r k für das Mittagessen auszugeben 
ebenso gu t wie fü r einen Habenichts, der soeben 2 M a r k 
gefunden hat und die Häl f te davon ohne Bedenken ver-
schenkt. A u c h das i n § 5 angeführte Beispiel von dem 
Gefangenen steht m i t der Hypothese n ich t i n Widerspruch. 

W e n n man s ieht , dafs unser A u t o r n ich t genügend 
von der Anschauung durchdrungen w a r , dafs es durch-
aus n ich t angängig i s t , zu sagen, ein G u t sei für den 
einen Menschen mehr wer t als für den anderen, sondern 
dafs es immer nu r angeht , zu f ragen: welches G u t hat 
fü r unser S u b j e k t mehr W e r t ? oder : w ie verhäl t sich für 
dieses S u b j e k t der W e r t des Gutes a zu dem W e r t des 
Gutes b? wenn man also s ieht , dafs Bernou l l i sich die 
G r u n d l a g e n , von denen aus seine Theor ie verstanden 
werden mufs, n ich t genügend k l a r gemacht hat, so könnte 
man Bedenken t ragen , i h m in seinen wei teren Erörte-
rungen zu folgen. Abe r in wahrhaf t  genialer Weise 
scheint er zu füh len , dafs die alte Anschauungsweise, 
d ie i h m gelegent l ich noch anhängt , unbrauchbar i s t ; er 
wendet sich deshalb v o n i h r ab, wenn auch ohne sie aus-
d r ü c k l i c h fü r ver fehl t  zu e rk lä ren , und beschäft igt sich 
i m übr igen Te i le seines Schri f tchens nu r noch m i t der 
Wertschätzung*, soweit sie v o n einzelnen Sub jek ten aus-
g e h t , u n d begiebt sich dami t auf den Boden , auf dem 
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allein seine Theor ie die Wissenschaft fördern  konnte. 
(Qu ia vero nos deinceps considerabimus u n u m eundemque 
hominem, n i h i l i d ad nos at t inebi t . ) 

D i e mathematischen Betrachtungen, die i n den § § 7 
bis 12 angestel l t werden , s ind r i c h t i g , sofern man sich 
au f den Boden des zu Grunde gelegten Wertgesetzes stel l t . 
Un te r dieser Voraussetzung gelten die dor t niedergelegten 
Forme ln n ich t n u r , w ie Be rnou l l i zu meinen scheint 
(§ 6 a. E.), für Normalmenschen, sondern ebensowohl für 
einen knauser igen Reichen w ie für einen f re igebigen A r m e n . 
Diese Bet rachtungen beschäft igen sich ausschliefslich da-
mi t , die Wertschätzungen, die ein einzelnes Sub jek t ver-
schiedenen Gütermengen angedeihen läfst, zu messen, und 
sie grei fen nirgends über dies Gebiet hinaus. W e n n w i r 
z. B . die Fo rme l des § 12 auf den in § 6 besprochenen 
F a l l von den beiden Menschen, von denen der eine 100000 
u n d der andere 50000 D u k a t e n Vermögen hat, anwenden, 
so erhal ten w i r für den W e r t ( y ^ , den der erste dieser 

Leu te einem D u k a t e n be i leg t : y i = b ! log | q q q q q ì den 

zwei ten finden w i r , dafs er einem halben D u k a t e n folgen-

den W e r t bei legt : y 2 = b 2 log = b 2 log - M M , 

W e n n nun angenommen w i r d b x = b 2 ; d. h. wenn w i r 
annehmen, dafs die beiden Menschen genau dieselben 
psychologischen E igen tüml i chke i ten hä t ten , dann würde 
der F a l l e in t re ten, den Bernou l l i als den normalen an-
sieht ; dann würde y x = y 2 , d. h. es würde dann für den 
ersten unserer Menschen ein D u k a t genan so v ie l we r t 
sein, wie für den zwei ten ein ha lbe r ; aber diese Annahme 
ist r e i n w i l l kü r l i ch . 

Obwoh l die or ig inel len Gedanken, die Be rnou l l i über 
das Wer tp rob lem in der j e t z t neu herausgegebenen A b -
hand lung niedergelegt hat te , weder von i hm selbst noch 
von anderen Gelehr ten i n einer für die Nat iona lökonomie 
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wahrhaf t  f ruchtbaren  Weise ausgebeutet wurden, und ob-
w o h l die U m w ä l z u n g der Wer t l eh re , die seit dem E r -
scheinen dieses Schri f tchens noch we i t länger als ein Jahr-
hunder t au f sich war ten liefs, woh l k a u m d i rek t und v ie l -
le icht auch n ich t e inmal i nd i r ek t an Bernou l l i anknüpf t , 
so bl ieb seine Hypothese doch n ich t unbeachtet. 

V o r a l lem ist h ier Laplace zu nennen, der sich i n 
seiner 1812 veröffent l ichten Théor ie analy t ique des pro-
babi l i tés ganz au f den Boden des Bernoul l ischen Gedanken-
ganges stel l t . E r bezeichnet, w ie herkömml ich , das Pro-
d u k t aus dem erhofften  G e w i n n i n die Wahrschein l ich-
k e i t , m i t der dieser Gew inn e in t r i t t , als mathematische 
Hof fnung  und unterscheidet davon die moral ische Hoff-
nung , von der er sagt, dafs sie gleichfal ls abhängig sei 
v o n der Gröfse des erhofften  Vermögenszuwachses und 
der Wahrsche in l i chke i t , m i t der uns dieser Zuwachs zu 
T e i l w i r d , dafs sich aber aufserdem diese moral ische 
Hof fnung  nach tausend verschiedenen Umständen regele, 
welche fast niemals einer Def in i t ion und noch schwieriger 
einer Berechnung unterwor fen  werden könnten. Man 
könne diese moral ische Ho f fnung  auch definieren als das 
P r o d u k t aus dem W e r t des Gewinnes i n die Wahrschein-
l i chke i t , m i t der der Gew inn e in t r i t t ; nu r müsse man unter 
W e r t des Gewinnes dabei n ich t den absoluten sondern 
den re la t iven W e r t verstehen. U m diesen re lat iven W e r t 
zu schätzen, sei es nahel iegend, anzunehmen, dafs der 
re lat ive W e r t eines unend l ich k le inen Vermögenszuwachses 
dem absoluten W e r t dieses Zuwachses d i rek t und dem 
Gesamtvermögen der betreffenden  Person umgekehr t pro-
por t iona l i s t 1 . H i e r ist also dieselbe Annahme gemacht 
w ie v o n Bernou l l i . A n einer anderen Stelle desselben 
Werkes führ t Laplace die Ausdrücke fortune physique 
u n d for tune morale i n die Wissenschaft e in , die seitdem 

1 Oeuvres de Laplace, Bd. V I I . Paris 1847. S. 204 ff. 
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das Bürgerrecht erworben haben. E r bezeichnet als for-
tune physique eines Menschen die i n seinem Besitz be-
findliche Gütersumme, als for tune morale den W e r t dieser 
Güter für das besitzende Sub jek t . Entsprechend dem 
Zuwachs , den die fortune phys ique einer Person erhält, 
gew inn t Laplace für den zugehör igen Zuwachs an for tune 

k d x 
morale den Ausd ruck : ^ , welche Fo rme l m i t der jen igen 

Bernoul l is ühere inst immt I n dem v ie r Jahre später 
herausgegebenen Essai phi losophique sur les probabi l i tés 
wiederhol t Laplace diese Bet rachtungen über moral ische 
Hof fnung  und re lat iven W e r t und beruf t  sich diesmal 
ausdrück l ich au f Dan ie l Be rnou l l i . 2 

Poisson s t immt vö l l i g m i t Lap lace übere in ; er be-
rechnet für den moral ischen W e r t eines Vermögenszu-
wachses den uns bekannten Ausd ruck , den er als „Ber -
noul l ische Grundformel "  bezeichnet u n d führ t  fü r ver-
schiedene Beispiele diesbezügliche Rechnungen durch . 3 

A u c h spätere Ma themat i ke r haben sich eingehend 
m i t Bernoul l is A b h a n d l u n g beschäf t ig t 4 . 

W o h l der erste Nat iona lökonom, der au f die Bedeu-
tung der Hypothesen Bernoul l is aufmerksam machte, w a r 
Hermann. E r scheint diese Hypothese n ich t aus der 
Or ig ina labhandlung, sondern nu r aus der A n f ü h r u n g i m 
Essai des Laplace zu kennen. He rmann lehr t w ie Ber -
nou l l i , dafs der W e r t eines Gutes u m so k le iner i s t , je 
gröfser  das Vermögen der die Schätzung vornehmenden 

1 Laplace, Bd. V I I , S. 474 ff. 
2 Essai, S. 30 f. der deutschen Übersetzung von Tönnies, 

herausgegeben von Langsdorf.  Heidelberg 1819. 
3 Lehrbuch der Wahrscheinl ichkeitsrechnung; deutsche 

Ausgabe von Schnuse. Braunschweig 1841. § 24 und 
Anhang I I . 

4 Cf. besonders Lacroix : Tra i té élémentaire du calcul 
des probabilités. 4. Auf l . Paris 1864. S. 116—133. 

Samml. staatsw. Schr i f ten. — Bernou l l i . 2 
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Person i s t ; j a , er pf l ichtet sogar der Annahme bei, 
dafs der W e r t dem Stammvermögen umgekehr t propor-
t i ona l se i 1 . 

Fechner w i d m e t unserem Prob lem eine ku rze Be-
t r ach tung ; er behandel t Bernoul l is Hypothese als einen 
Special fal l des von i hm so genannten Weberschen Gesetzes, 
welches sich a l lgemein so aussprechen lä is t : „ E i n posi t iver 
oder negat iver Zuwachs zum einen oder anderen Reize 
g iebt immer denselben Empf indungszuwachs, wenn sein 
Ve rhä l tn i s zum Reize, dem er zuwächst, dasselbe bleibt, 
w ie sich auch seine absolute Gröfse änder t " . I n d e m nun 
Fechner das physische Vermögen als den Reiz und den 
W e r t dieses Vermögens als die Empf i ndung auffafst, 
spr ich t er Bernou l l i s Wertgesetz i n folgenden W o r t e n aus: 
„ U m einen gle ichen Zuwachs zu dem, was Laplace die for-
tune morale nenn t , zu gewähren, mufs der Zuwachs zu 
der for tune phys ique im Verhäl tn isse dieser for tune phy-
sique stehen". A u c h Fechners psychophysische Grund-
f o rme l : = und seine Mafsformel :  y = k log ~ 

s t immen m i t den v o n Bernou l l i entwickel ten Wer t fo rme ln 
übe re i n 2 . 

Grofse Bedeutung mafs F r i ed r i ch A l b e r t Lange dem 
Wertgesetz Bernoul l is bei. Nachdem er die Bernoul l ische 
Hypothese fo rmul ie r t  ha t , fähr t  er f o r t :  „D ieser zuerst 
v o n Bernou l l i aufgestellte Satz wurde von Laplace wei ter 
en tw icke l t u n d erschien seitdem häufig i n den Lehrbüchern 
der Wahrsche in l ichke i ts rechnung, ohne dafs man die un-
geheure Bedeutung ahnte, welche er nunmehr durch die 

1 Staatswirtschaftliche Untersuchungen. München 1882. 
S. 73. I n dem Beispiel, das dort beigebracht wird, entfernt 
sich Hermann allerdings wieder von Bernoul l i ; doch würde 
es zu weit führen, hierauf näher einzugehen. 

2 Fechner, Elemente der Psychophysik. Leipz ig 1860. 
I , S. 286 ; I I , S. 10 ff. 
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Forschungen von Ε . Η . W e b e r und Fechner erhalten ha t " . 
„Es ist k a u m zu bezwei fe ln , dafs dies Gesetz au f einen 
grofsen T e i l der socialen u n d pol i t ischen Phänomene ver-
schiedenster A r t A n w e n d u n g findet, w ie denn schon die 
blofse unbewiesene Annahme seiner Gü l t i gke i t au f eine 
ganze Reihe e igentüml icher Erscheinungen des Vö lke r -
lebens ein überraschendes L i c h t w i r f t " .  Nachdem Lange 
ein Beispiel gegeben hat, fähr t  er f o r t :  „ E s genügt, hier 
gezeigt zu haben, dafs d ie mathematische Grund lage der 
Theor ie des Glücks, welche uns die Bernoul l ische Fo rme l 
an die H a n d g ieb t , keineswegs vereinzel t in der L u f t 
s teht , sondern be im gegenwärt igen Stande der Wissen-
schaften als einer der sichersten u n d bestbegründeten 
Punk te i n diesem ganzen Gebiete der Forschung zu be-
t rachten i s t " 1 . 

Un te r den engl ischen Nat iona lökonomen wa r Jevons 
woh l der erste, der au f Bernou l l i s Bet rachtungen aufmerk-
sam machte, die er aber erst kennen gelernt zu haben 
scheint, nachdem er seine eigenen Gedanken schon selbst-
s tändig entwicke l t hatte ; man k a n n also n icht sagen, 
dafs Jevons du rch unseren A u t o r wesentl iche A n r e g u n g 
empfangen hätte. Überdies hat er die Bedeutung des 
Bernoul l ischen Schriftchens, das i h m im Or ig ina l offenbar 
unbekannt war , entschieden unterschätzt . 

Es sei gestattet, zum Schlufs noch einige W^orte über 
die vor l iegende Neuausgabe hinzuzufügen. H e r r Professor 
A . Pr ingshe im in München hatte die F reund l i chke i t , 
Bernoul l is A b h a n d l u n g zu übersetzen und einige Anmer -
kungen auszuarbeiten, die das Verständnis der mathema-
tischen Tei le der Erör te rungen er le ichtern sollen. 

V ie l le ich t k a n n es sonderbar erscheinen, dafs die E r -
ör terungen über das sogenannte Petersburger P rob lem in 
diese Ausgabe aufgenommen sind, da sie für den nat ional -

1 D ie Arbeiterfrage,  3. Auf l . Win ter thur 1875. S. 113 ff. 
2 * 
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ökonomischen Leser ke ine d i rek te Bedeutung haben ; 
dennoch schien es n ich t angezeigt , die A b h a n d l u n g un-
vo l ls tänd ig wiederzugeben, besonders da gerade dieses 
Problem, w ie B e r n o u l l i selbst ausdrück l ich bemerk t 
(cf. S. 46), den eigent l ichen Ansto is zur Aufs te l lung seiner 
Wer t -Theor ie gegeben hat u n d andererseits i n der reichen 
L i t t e ra tu r , d ie sich m i t dem Petersburger Prob lem befafst, 
Bernou l l i s Ans ich ten über den W e r t öfters besprochen 
worden sind. Dafs die L ö s u n g , die unser Denke r für 
das f ragl iche P rob lem aufste l l t , den K e r n der Sache 
offenbar  n ich t t r i f f t ,  ist neuerdings w o h l selten oder nie 
bezweifel t w o r d e n 1 , u n d w i r d von H e r r n Pr ingsheim in 
einer A n m e r k u n g ausführ l ich begründet. 

Ludwig Fick. 
1 cf. Bortkewitsch i n Conrads Jahrbüchern ; Jahrg. 

1895, S. 337. 
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§ 1. 

Seit die Mathemat iker angefangen haben, sich m i t 
der Wer tbes t immung v o n Glücksfä l len zu beschäft igen, 
w u r d e v o n ihnen behaupte t : M a n e r h a l t e d e n W e r t 
e i n e r G e w i n n h o f f n u n g ,  w e n n m a n d i e W e r t e 
d e r e i n z e l n e n m ö g l i c h e n G e w i n n e m i t d e r 
Z a h l d e r F ä l l e m u l t i p l i z i e r e , i n d e n e n s i e e i n -
t r e t e n k ö n n e n , u n d d a s A g g r e g a t d i e s e r P r o -
d u k t e d u r c h d i e Z a h l a l l e r m ö g l i c h e n F ä l l e 
d i v i d i e r e 1 ; d a b e i w i r d v o r a u s g e s e t z t , d a f s 

1 Man pflegt das Resultat dieser Operation als den 
Wer t der m a t h e m a t i s c h e n Hoffnung  — zum Unterschiede 
von der später zu betrachtenden m o r a l i s c h e n — zu be-
zeichnen. 

Bedeutet a l 7 a2 , · · *an die Anzahl der Fäl le, in denen 
beziehungsweise die Gewinne g 1 ? g 2 , · · *g n eintreten, so 
bestimmt sich nach dem im Texte gesagten der Wer t h der 
mathematischen Hoffnung  durch die Formel : 

h = g ! + a2 g 2 + · · · + a n g n 

aj + a2 + · · · + a n ' 

oder wenn man setzt : 
a x 4" a 2 Ι* · · · 4" a n — s, 

wo also s die Anzahl a l l e r ü b e r h a u p t m ö g l i c h e n 
Fäl le bedeutet: 

Τ
 a l . a 2 , , a n 
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d i e b e t r a c h t e t e n F ä l l e a l s g l e i c h m ö g l i c h e r -
s c h e i n e n . Accept ie r t man diese Regel , so läuf t die 

Da nun allgemein der Ausdruck — (für k = 1, 2, · · · n), 

d. h. die Anzahl derjenigen Fäl le, welche den Gewinn gk 
zur Folge haben, div id ier t durch die Anzahl aller überhaupt 
möglichen Fäl le, die W a h r s c h e i n l i c h k e i t für das Ein-
treten des Gewinnes gk darstell t , so kann man den Wer t 
der mathematischen Hoffnung  etwas kürzer folgendermafsen 
definieren: D e r W e r t d e r m a t h e m a t i s c h e n H o f f -
n u n g i s t d a s A g g r e g a t a u s d e n P r o d u k t e n d e r 
e i n z e l n e n m ö g l i c h e n G e w i n n e i n d i e z u g e h ö r i -
g e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n . 

Hierbei werden etwaige V e r l u s t e als „ n e g a t i v e " 
Gewinne in Anrechnung gebracht. 

Bei einem nach den Regeln der B i l l igke i t eingerichteten 
Glücksspiele müssen die mathematischen Hoffnungen  der 
beiden Gegner e i n a n d e r g l e i c h sein, bezw. der von dem 
einen Spieler zu leistende E i n s a t z mufs genau gleich seiner 
mathematischen Hoffnung  sein. Wenn ζ. Β . A und Β ein 
Würfelspie l  vereinbaren, bei dem A bei sechs Würfen mit 
einem Wür fe l  jedesmal soviel Mark erhalten sol l , als er 
Augen wi r f t ,  so ist nach den obigen Formeln seine mathe-
matische Hoffnung: 

= 1- 1 + 1 - 2 + 1 - 8 + 1 - 4 + 1 - 5 + 1 - 6 
~ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 

= { · ι + | · 2 + 1 · 3 4 · 4 + 1 · 5 + 1 · 6 = 3 1 ; 2 ' 
d. Ii. er hätte, wenn das Spiel gerecht sein soll, an Β einen 
Einsatz von 31 /2 Mark zu zahlen. 

Soll A jedesmal das Doppelte der geworfenen Augen in 
Mark erhalten, so oft er eine u n g e r a d e Zahl w i r f t ,  da-
gegen 6 Mark an Β zahlen, falls er eine g e r a d e Zahl 
w i r f t ,  so w i rd : 

_ 1*2 + 1 - 6 + 1 -10 — 3*6 
— 1 + 1 + 1 + 3 

so dafs also das Spiel den Regeln der B i l l igke i t entspricht, 
ohne dafs A einen weiteren Ersatz zu leisten hat. 
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weitere Ausb i l dung dieser Methode offenbar  led ig l i ch darauf 
h inaus, alle überhaupt denkbaren Fä l le aufzuzählen, sie 
alsdann i n solche v o n gleicher Mög l i chke i t zu sondern und 
demgemäfs i n Klassen einzureihen. 

§ 2. 

D i e zahlreichen Beweise, welche man für diese Regel 
gegeben ha t , beruhen bei genauerer P r ü f u n g durchweg 
auf der folgenden Hypo these : W e n n z w e i P e r s o n e n 
i r g e n d e t w a s e r h o f f e n ,  so s e i k e i n e r l e i G r u n d 
v o r h a n d e n , w a r u m d i e e i n e v o r d e r a n d e r e n 
b e v o r z u g t w e r d e n s o l l e , u n d d a h e r s e i e n d i e 
C h a n c e n b e i d e r a l s g l e i c h z u e r a c h t e n ; die 
p e r s ö n l i c h e n Verhäl tn isse des E inze lnen seien hier-
bei belanglos, u n d es k o m m e nu r au f d ie jenigen an, 
von denen das E in t re ten des erhofften  Ereignisses ab-
hängt. 

E i n derart iges U r t e i l mögen v ie l le ich t öffentl iche 
Richter fä l len : h ier handel t es sich aber n ich t darum, 
R e c h t s u r t e i l e zu fä l len , sondern R a t s c h l ä g e zu 
geben, näml ich Rege ln , vermöge deren j ede r i m stände 
i s t , einen Glücks fa l l j e nach seinen besonderen Ver -
mögensverhältnissen abzuschätzen. 

§ 3 . 

U m die R ich t i gke i t dieser Bemerkung zu zeigen, 
wol len w i r annehmen, einem armen Teufe l sei e in Los 
zugefallen, du rch welches er m i t g le icher Wahrsche in l i ch-
ke i t entweder n i c h t s oder 20000 D u k a t e n gewinnen 
kann. W i r d n u n dieser den W e r t jenes Loses au f 
10000 D u k a t e n zu schätzen haben, und würde er thör ich t 
handeln, wenn er dasselbe für 9000 D u k a t e n verkau f te? 
M i r scheint das n i ch t der Fa l l , obschon i ch andererseits 
meine, dafs ein sehr reicher M a n n seinen V o r t e i l ve rkennen 
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würde, wenn er es eventuel l ablehnte, jenes Los für den obigen 
Preis zu erwerben. W e n n ich aber i n diesem Fa l le recht 
habe, so erscheint es offenbar  unmögl ich , den W7ert eines 
Glücksfal les i n der W7eise abzuschätzen, dafs diese W e r t -
bes t immung für alle Menschen pafst, u n d daraus folgt zu-
nächst, dafs die Regel des § 1 zu verwer fen  ist. Dagegen 
kann, wie bei genauerer Über legung jedermann einsehen 
w i rd , der i n j ene r Regel gebrauchte A u s d r u c k W T e r t so 
def iniert  werden, dafs dadurch die ganze Regel ohne Be-
denken für al le W e l t annehmbar w i r d : es ist h ier näm-
l i ch der W e r t einer Sache n icht aus ih rem blofsen 
P r e i s e ( G e l d - o d e r T a u s c h w e r t ) zu best immen, 
sondern aus dem V o r t e i l , den jeder einzelne daraus 
zieht. D e r P r e i s ( G e l d - o d e r T a u s c h w e r t ) best immt 
sich aus der Sache selbst und ist für alle g le ich ; der 
V o r t e i l aber hängt von den Verhäl tnissen des Einzelnen 
ab. So mufs es zweifellos für einen A r m e n mehr wer t 
sein, tausend D u k a t e n zu gewinnen, als für einen Reichen, 
obschon der Ge ldwer t für beide der gleiche ist. 

§ 4 . 

H i e r m i t ist d ie Sache schon so wei t geführt ,  dafs ein 
jeder led ig l ich durch Abände rung jenes einen Ausdrucks 
alles wei tere selbst f inden könn te : da aber meine H y p o -
these neu ist, so w i r d sie doch noch einiger Er läu te rungen 
bedürfen. I c h w i l l daher versuchen, auseinanderzusetzen, 
w ie ich m i r die Sache zurecht gelegt habe; dabei soll uns 
der folgende Satz als Grundrege l dienen : M u l t i p l i z i e r t 
m a n d i e e i n z e l n e n m ö g l i c h e r s c h e i n e n d e n V o r -
t e i l e m i t d e r A n z a h l d e r F ä l l e , i n d e n e n s i e 
e i n t r e t e n k ö n n e n u n d d i v i d i e r t d a s A g g r e g a t 
d i e s e r P r o d u k t e d u r c h d i e A n z a h l a l l e r m ö g -
l i c h e n F ä l l e , so e r h ä l t m a n e i n e n m i t t l e r e n Vor -
teil, u n d d e r d i e s e m Vorteil e n t s p r e c h e n d e G e -
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w i n n s t e l l t d a s W e r t m a f s f ü r d e n f r a g l i c h e n 
G l ü c k s f a l l d a r 2 . 

§ 5 -

A u f diese Weise ergiebt sich n u n aber , dafs man 
den W e r t eines Glücksfal les n ich t best immen kann, wenn 
n ich t zugleich der V o r t e i l bekann t ist, der einem jeden 
aus i rgend einem G e w i n n e erwächst, und auch umge-
kehr t der G e w i n n angegeben werden k a n n , welcher 
zur Erzeugung eines best immten V o r t e i l s fü r i h n er-
forder l ich  wäre — D i n g e , über die sich k a u m etwas 
sicheres aussagen läfst, da sie von zu verschiedenar t igen 
Umständen abhängen können. So w i r d z. B . i n den 
meisten Fä l len einem A r m e n durch den gleichen G e w i n n 
mehr ged ien t , als einem Re ichen ; nichtsdestoweniger 
könnte für einen Gefangenen, der 2000 D u k a t e n besitzt, 
aber noch e inmal soviel zur W iede re r l angung der F re i -
heit bedarf ,  ein Gew inn von 2000 D u k a t e n mehr we r t 
sein, als für einen minder begüterten. I m m e r h i n s ind 
Beispiele dieser A r t , obschon man deren unzähl ige kon-
struieren könnte, i n W i r k l i c h k e i t selten. W i r werden uns 
also nu r m i t solchen Fä l len beschäftigen, w ie sie gewöhn-
l ich v o r k o m m e n ; dabei wol len w i r des leichteren V e r -
ständnisses halber annehmen, dafs das Vermögen eines 
Menschen immer nu r durch successives H inzu t re ten un-
endl ich k le iner Incremente stet ig sich vermehre. A l sdann 
erscheint es aber in hohem Grade wahrsche in l ich , d a f s 
j e d e r b e l i e b i g k l e i n e G e w i n n e i n e n V o r t e i l 
e r z e u g e , w e l c h e r d e m s c h o n v o r h a n d e n e n V e r -

2 O d e r a u c h : D a s A g g r e g a t d e r P r o d u k t e d e r 
e i n z e l n e n m ö g l i c h e n Vorteile i n d i e e n t s p r e c h e n -
d e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n s t e l l t d e n mittleren 
Vorteil d a r , u n d d e r j e n i g e Gewinn, w e l c h e r d i e s e n 
l e t z t e r e n g l e i c h f a l l s e r z e u g e n w ü r d e , i s t d a s 
W e r t m a f s d e s f r a g l i c h e n G l ü c k s f a l l e s . 
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m ö g e n u m g e k e h r t p r o p o r t i o n a l i s t . Z u r Er -
läu te rung dieser Hypothese w i l l ich zunächst sagen, was 
i ch h ier unter V e r m ö g e n verstehe, näml ich alles das, 
was uns N a h r u n g , K l e i d u n g , Bequeml ichke i t , j a auch 
L u x u s u n d die Be f r ied igung i rgend welcher Wünsche zu 
gewähren im stände ist. H ie rnach können w i r eigent l ich 
von n iemandem sagen, er besitze garnichts, wenn er n icht 
geradezu ve rhunge r t , und es w i r d für die Mehrzah l der 
H a u p t t e i l ihres Vermögens i n ih re r A rbe i t sk ra f t  bestehen, 
welche auch die Fäh igke i t zu betteln m i t umfafst:  wer 
sich durch Be t te ln j ä h r l i c h 10 Go ldgu lden e r w i r b t , der 
w i r d w o h l schwer l ich un ter der Bed ingung, nie mehr zu 
bet te ln oder au f andere Weise etwas zu erwerben, eine 
Summe von 50 Go ldgu lden annehmen und auf diese 
Weise sich der Mög l i chke i t berauben, nach deren Auf -
zehrung wei ter zu ex is t ie ren; ja selbst wenn j emand gar-
n ichts besitzt und noch obendrein i n Schulden steckt, so 
möchte ich es bezwei fe ln , ob er unter der gleichen Be-
d i n g u n g die Bezah lung seiner Schulden nebst einem noch 
we i t gröfseren  Geldgeschenke annehmen würde. W e n n 
n u n aber der Bet t le r den obigen V e r t r a g n ich t eingehen 
w i l l , aufser wenn er eine Barsumme von mindestens 
100 Go ldgu lden erhält, und j ene r m i t Schulden belastete 
n u r dann, wenn er 1000 Goldgu lden bekommt, so werden 
w i r sagen müssen, dafs der eine 100 der andere 1000 Gold-
gu lden reich sei, obschon nach dem gewöhnl ichen Sprach-
gebrauche j ene r nichts, dieser aber noch weniger als nichts 
besi tz t .2 a 

2 a D ie wahre Bedeutung dieser auf den ersten Bl ick 
ziemlich befremdlich scheinenden Vermögens-Scliätzung er-
hel l t erst aus den im § 10 daraus resultierenden Folgerun-
gen : man vergleiche hierzu insbesondere Anm. 4. 
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§ 6 . 

Nach Aufs te l lung dieser Def in i t ion kehre ich zu der 
Behauptung des vo r igen Paragraphen zurück , dafs näml ich, 
falls n ichts ungewöhnl iches dazwischen t r i t t , d e r a u s 
e i n e m b e l i e b i g k l e i n e n G e w i n n e e r w a c h s e n d e 
V o r t e i l a l s u m g e k e h r t p r o p o r t i o n a l d e m V o r -
h a n d e n e n V e r m ö g e n a n g e s e h e n w e r d e n k a n n . 3 

3 Zur Vervollständigung ist noch hinzuzufügen, dafs 
dieser V o r t e i l oder, wie er heute gewöhnlich genannt 
wird, der r e l a t i v e oder m o r a l i s c h e N u t z e n aufserdem 
als d i r e k t p r o p o r t i o n a l mi t dem G e l d - o d e r T a u s c h -
w e r t e (absoluten Werte) des betreffenden  Gewinnes anzu-
sehen ist (was B. offenbar  als selbstverständlich voraussetzt). 
Der im Texte ausgesprochene Grundsatz, welcher speciell 
als das D a n i e l B e r n o u l i i s c h e Princip bekannt ist und 
die Grundlage der in den folgenden Paragraphen entwickel-
ten Theorie von der sog. m o r a l i s c h e n H o f f n u n g  bi ldet, 
beruht: 

1) auf dem E r f a h r u n g s g e s e t z e ,  dafs dieser V o r -
t e i l (relative oder moralische Nutzen) mi t der Gröfse des 
Gewinnes überhaupt z u n i m m t , andererseits- aber um so 
g e r i n g e r erscheint, j e gröfser  das bereits vorhandene Ver-
mögen war, mi t anderen Worten, dafs er eine z u n e h m e n d e 
Funkt ion des Gewinnes, eine a b n e h m e n d e des Vermögens 
sein mufs; 

2) auf der H y p o t h e s e , dafs derselbe gerade d i r e k t 
p r o p o r t i o n a l mi t dem Gewinne und u m g e k e h r t p r o -
p o r t i o n a l mi t dem Vermögen vari iert. 

Gegen den e r s t e n T e i l dieser H y p o t h e s e dürfte 
sich schwerlich etwas einwenden lassen: derselbe figuriert 
j a auch als Grundlage für die allgemein acceptierte Theorie 
von der m a t h e m a t i s c h e n H o f f n u n g  und ist wohl nie-
mals angefochten worden. Dagegen w i rd man dem ζ w e i t e η 
Tei le, welcher das specielle Eigentum D a n i e l B e r n o u l l i s 
ist und den eigentlichen Kernpunkt seiner Theorie bi ldet, 
den Vorwur f  einer gewissen W i 11 k t i r 1 i e h k e i t nicht er-
sparen können, und man darf  auch ohne Ungerechtigkeit 
zugeben, dafs eine durchgängige, kr i t ik lose Anwendung dieses 
Principes zu offenbaren  Ungereimtheiten führt.  Immerhin 
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E ine genauere Bet rach tung der menschl ichen Na tu r zeigt 
i n der T h a t , dafs dieser Satz i n den meisten Fä l len an-
wendbar erscheint. Es g iebt wen ige, die ihre jähr l iche 
E innahme n ich t vo l ls tänd ig aufbrauchen. Gesetzt nun 
aber , j emand hat ein Vermögen von 100000 Duka ten , 
e in anderer ein solches von ebenso v ie len halben Duka ten . 
W e n n dann der erstere hieraus ein jährl iches E i n k o m m e n 
v o n 5000 Duka ten , der letztere wiederum ein solches von 
ebenso v ie len halben D u k a t e n bezieht, so ist doch vö l l i g 
k l a r , dafs für den einen ein ganzer D u k a t e n gerade nu r 
so v ie l bedeutet , w ie für den anderen ein ha lber , und 
dafs daher der Gew inn eines ganzen D u k a t e n für den 
ersten n ich t mehr W e r t hat, als der Gew inn eines halben 
D u k a t e n für den zweiten. W e n n also j ede r von diesen 

b in ich der Meinung, dafs dasselbe, mi t M a f s u n d V o r -
s i c h t angewendet, gute Dienste leisten und z. B. i n Fällen, 
wie die in §§ 15, 16 behandelten, für die Praxis brauch-
bare W i n k e geben kann. Au f der anderen Seite ist nicht 
zu verkennen, dafs die Tragweite dieser Theorie nicht nur 
von B e r n o u l l i selbst, sondern auch von seinen Nach-
folgern, sogar von dem grofsen L a p l a c e , zweifellos über-
schätzt worden ist. Aber darum braucht man noch lange 
nicht, wie neuerdings J . B e r t r a n d in seinem Ca 1 c u 1 des 
P r o b a b i l i t é s (Paris 1888) gethan, dieselbe als einfach 
absurd zu verwerfen,  zumal sein e i n z i g e s Argument eigent-
l ich darin besteht, dafs er in ganz lustiger Weise eine Ge-
schichte von zwei Spielern konstru ier t , die sich — selbst-
verständlich — über die Bedingungen eines zwischen ihnen 
zu veranstaltenden Glücksspieles nicht einigen können, wei l 
jeder bei deren Festsetzung s e i n e e i g e n e V e r m ö g e n s -
l a g e nach Mafsgabe des B e r n o u l l i sehen Principes zur 
Geltung bringen wi l l . I m übrigen wi rd man selbst in diesem 
sonst gar nicht zur Anwendung des B e r n o u l l i sehen Prin-
cipes geeigneten Fal le eine i n d i r e k t e Bestätigung des 
eigentlichen Grundgedankens in dem Umstände erblicken 
dür fen, dafs ein einigermafsen feinfühliger  Mensch sich 
nicht in ein Glücksspiel mi t solchen Leuten einlassen wird, 
deren Vermögenslage allzusehr von der seinigen differiert. 
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beiden einen G e w i n n von e i n e m D u k a t e n macht , so w i r d 
dem zwei ten daraus der d o p p e l t e V o r t e i l erwachsen, 
indem er j a z w e i halbe D u k a t e n gewonnen hat. D a 
dieses Beispie l e in B i l d von al len anderen giebt, so hal te 
i ch es fü r überflüssig, solche noch anzuführen. A u c h ist 
der obige Satz um so r i ch t i ge r , als die Mehrzah l der 
Menschen anderes Vermögen, als ih re A rbe i t sk ra f t  k a u m 
besitzt und von dieser a l le in zu leben pflegt. F re i l i ch 
g iebt es auch Leute , die an e i n e m D u k a t e n mehr hängen, 
als mancher andere, der zwar weniger re i ch , aber frei-
gebig ist, an m e h r e r e n Duka ten . D a w i r aber zunächst 
immer nur einen und denselben Menschen ins Auge fassen 
werden, so k o m m t dergleichen fü r uns n ich t i n Betracht . 
Fe rner ist k l a r : wer weniger Freude am Gew inn hat, der 
t rägt auch einen Ver lus t ruh iger . D a aber doch zuwei len 
besondere Ursachen exist ieren können, derentwegen sich 
die Sache anders verhäl t , so werde ich, u m alle Fä l le zu 
umfassen, die Un te rsuchung zunächst ganz a l lgemein 
führen und dann erst zu unserer speciellen Hypothese 
übergehen. 

§ 7 . 

Es bezeichne also (s. d. F i g u r S. 32) A B das vo r dem 
E i n t r i t t des fragl ichen Glüksfal les vorhandene Vermögen. 
Sodann werde über der Ver längerung B R von A B die-
jen ige K u r v e B G S konst ru ier t , deren Ord ina ten CG, D H , 
E L , F M etc. die V o r t e i l e darste l len, welche den als 
Abscissen aufgetragenen G e w i n n e n BC, B D , B E , B F etc. 
entsprechen. Ferner seien m, n, p, q etc. d ie jenigen Zahlen, 
welche angeben, w ie oft die Gewinne BC, B D , B E , B F etc. 
eintreten können , alsdann w i r d (nach § 4) der m i t t -
l e r e V o r t e i l dargestel l t du rch : 

p o _ m . C G + η • D H + ρ . E L + q . F M 4 - . . . 
m + n + p + q + . . . 

E r r i ch te t man nun A Q senkrecht auf A R und t rägt darauf 
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A N = P O ab, so w i r d die Gerade N O — A B , d. h. B P 
den rechtmäfs ig zu erhoffenden  G e w i n n oder den W e r t 
des fragl iches Glücksfa l les darstel len. W e n n w i r ferner 
wissen wol len, w ie grofs der Einsatz sein mufs, welcher 
der obigen Glückshof fnung  entspr ich t , so hat man die 
K u r v e nach der entgegengesetzten Seite i n der Weise 
fortzusetzen, dafs j e t z t die Abscisse B p jedesmal den 
V e r l u s t , dagegen die zugehörige Ord inate po den diesem 
Ver luste entsprechenden N a c h t e i l darstel l t . D a aber 
bei einem Spiele m i t gerechten Bedingungen der Nach-
te i l aus dem Ver lus t g le ich dem Vor te i le aus dem Gew inn 
sein mufs , so hat man A n = A N oder : po = P O zu 
nehmen : alsdann bezeichnet B p den Einsatz, den n iemand 
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überschreiten sollte, der au f seine Vermögensverhäl tnisse 
die gebührende Rücks ich t n i m m t . 

§ 8 . 

Z u s a t z I . Be i der bisher v o n den Gelehr ten gewöhn-
l i ch angewendeten Hypothese, welche au f der Behaup tung 
beruht, dafs jeder Gew inn ausschliefslich nach sich selbst 
zu schätzen sei, u n d dafs er stets einen d i r e k t propor-
t ionalen V o r t e i l nach sich z iehe, w i r d die K u r v e B S 
eine gerade L i n i e ; wenn daher w i e d e r u m : 

p o _ m . C G + η . P H + ρ . E L + q . F M + . . . 
m + n + p + q + . . . 

so folgt, sobald man au f beiden Seiten die entsprechenden 
proport ionalen Gröfsen einführt ,  dafs: 

B p _ m . B C + η . B D + ρ . B E + q . B F + . . . 
m + n + p + q + . . . 

w i r d — v ö l l i g übere inst immend m i t der gewöhnl ich an-
gewendeten Regel. 

§ 9 . 

Z u s a t z I I . W e n n A B selbst i m Verhäl tn isse zu 
dem gröfsten überhaupt mögl ichen Gewinne B F als un-
endl ich grofs erscheint, so w i r d der Bogen B M als eine 
unendl ich k le ine gerade L i n i e betrachtet werden dürfen, 
und i n diesem Fa l l e w i r d also wieder j ene gewöhnl iche 
Regel P la tz gre i fen : dieselbe g i l t somit sehr näherungs-
weise bei al len Spielen, i n denen es sich u m verhäl tn is-
mäfsig k l e i n e Summen handelt . 

§10. 
Nachdem w i r so die Untersuchung ganz a l lgemein 

geführt  haben, wenden w i r uns j e t z t zu j ene r oben er-
wähnten besonderen Hypothese, welche i n der T h a t v o r 
al len anderen Bet rach tung verdient . Zunächst ist h ier 
unter Be ibeha l tung der Voraussetzungen des § 7 die N a t u r 

Samml. staatsw. Schr i f ten. — Bernou l l i . 3 
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der K u r v e sBS zu untersuchen. D a w i r aber au f G r u n d 
unserer Hypothese unend l ich k le ine Gewinne zu betrachten 
haben, so werden w i r die Gewinne B C und B D als nahezu 
g le ich ansehen, sodafs also ihre Dif ferenz  C D unendl ich 
k l e i n w i rd . Z ieh t man dann G r para l le l zu BR , so w i r d 
r H den unendl ich k le inen V o r t e i l darstel len, den j emand 
m i t dem Vermögen A C durch den unendl ich k le inen Ge-
w i n n C D e rw i rb t . Dieser V o r t e i l aber dar f  n ich t blofs 
nach dem k le inen Gewinne C D (dem er al lerdings unter 
sonst g le ichen Verhäl tn issen propor t ional ist) abgeschätzt 
werden, sondern auch nach dem vorhandenen Vermögen 
A C , dem er umgekehr t propor t iona l ist. Setzt man also : 

A C = χ C D = d x C G = y r H = dy, 

aufserdem : 

A B = α , 

u n d bezeichnet b eine gewisse Konstante, so hat m a n 4 : 

ι b . d x 

4 Diese „ D i f f e r e n t i a l - G l e i c h u n g " : 

dy = b · — 
J X 

ist ledig l ich die mathematische Formul ierung der in § 5 
ausgesprochenen (durch Anm. 3 vervollständigten) Hypothese, 
dafs jeder noch so kleine ( „unend l i ch -k le ine" ) G e w i n n , 
d. h. V e r m ö g e n s - Z u w a c h s dx einen V o r t e i l dy 
erzeugt, welcher diesem ersteren d i r e k t , dagegen dem 
b e r e i t s v o r h a n d e n e n Vermögen χ u m g e k e h r t p r o -
p o r t i o n a l ist, wobei also b einen, bis zu einem gewissen 
Grade w i l l kü r l i ch zu wählenden, aber für alle Werte χ u η -
v e r ä n d e r l i c h e n „ P r o p o r t i o n a l i t ä t s - F a k t o r " be-
deutet. 

Aus dieser Differential-Gleichung  folgt zunächst, dafs 
zwischen χ und y eine Beziehung von der Form be-
stehen mufs : 

y = b - l g x + C, 
wo das Zeichen lg χ den n a t ü r l i c h e n Logarithmus von 
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d. h. 

x, C eine K o n s t a n t e bedeutet. Denn aus dieser letzteren 
Beziehung geht durch Differentiation  wieder die obige 
Differential-Gleichung  hervor. Der Wer t der Konstanten C 
ist nicht w i l l kü r l i ch , sondern bestimmt sich aus der Be-
dingung, dafs im Fal le g a r k e i n G e w i n n gemacht, also 
auch k e i n V o r t e i l y  erzielt wird, d. h. im Fal le y  — 0, 
das Vermögen χ seinen ursprünglichen Wer t a behält, 
d. h. man hat : 

0 = b · l g α + C 
also: 

c = — b- lgo, 
sodafs die obige „ I n t e g r a l - G l e i c h u n g " die Form an-
nimmt : 

χ 
y  = b · lg χ — b · lg a — b · l g —. 

I n W o r t e n : G e h t i n f o l g e i r g e n d e i n e s E r -
e i g n i s s e s e i n e u r s p r ü n g l i c h v o r h a n d e n e S u m m e 
a i n d i e S u m m e χ ü b e r , e r z i e l t a l s o d e r B e s i t z e r 
d e s V e r m ö g e n s a e i n e n G e w i n n χ — a ( b e z w . w e n n 
χ — a n e g a t i v a u s f ä l l t , e i n e n V e r l u s t a — χ ) , so 
w i r d d e r relativ© o d e r moralische W e r t d i e s e s G e -
w i n n e s ( b e z w . V e r l u s t e s ) d a r g e s t e l l t d u r c h d i e 
F o r m e l : 

7 = b'lg  ^ 

wo b einen positiven von a und χ unabhängigen Propor-
t ionalitäts-Faktor bedeutet (der ledigl ich von anderen Um-
ständen, wie Zeit, Ort, individuel len Verhältnissen u. dergl. 
abhängen kann). 

Da dieser r e l a t i v e Gewinn-Wert y  n i c h t , wie dessen 
ab s ο 1 u t e r Wer t χ — α, von der D i f f e r e n z χ — α , son-

X 
dern von dem Q u o t i e n t e n — abhängt, so erkennt man, 

dafs derselbe bei gleichen Werten von χ und abnehmenden 
Werten von a sehr viel s c h n e l l e r zunimmt, als der ab -
s o l u t e Gewinn-Wert χ — α, in der Weise, dafs er geradezu 
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Es ist daher die K u r v e sBS eine logar i thmische L in ie , 

über alle Grenzen wächst, wenn a unter jede Grenze 
herabsinkt. 

Ist χ > α, also χ — « p o s i t i v , so g i l t offenbar  das 
gleiche von y ; dagegen w i rd für x < o : , geradeso wie χ — α, 
auch y n e g a t i v . Ist endlich χ = a, findet also weder 
Gewinn, noch Verlust statt, so wi rd auch : y = b · lg 1 = 0. 

Im Fal le eines n e g a t i v e n Wertes a l iefert  die Formel : 

(NB. χ immer als wesentlich positiv vorausgesetzt) für  y 
einen k o m p l e x e n Wert , d. h. einen solchen von der Form : 
Α + Β · V — 1 , und somit ke in praktisch brauchbares Re-
sultat. D ie Mögl ichkeit für das Eintreten dieses Falles er-
scheint aber gerade durch die in § 5 eingeführte Vermögens-
Schätzung definit iv a u s g e s c h l o s s e n , da j a nach der dort 
getroffenen  Festsetzung das Vermögen a unter keinen Um-
ständen als eine n e g a t i v e Gröfse angesehen wird, und der 
äufserste noch als zulässig erscheinende G r e n z f a l l  a = 0 
nur für denjenigen e in t r i t t , der geradezu am Verhungern 
ist. Da nun, wie bereits bemerkt, mi t u n b e g r e n z t a b -
n e h m e n d e n p o s i t i v e n Wer ten von a der Wer t von y — 
wie k le in im übrigen auch der positive Wer t χ angenommen 
werden möge — u n b e g r e n z t z u n i m m t , so wi rd man 
sagen müssen, dafs jenem Grenzfalle a — 0 der Wer t 
y = + 00 entspricht. Hiernach würde also aus jedem (noch 
so kleinen) G e w i n n e ein schlechthin als „ u n e n d l i c h 
g r o i ' s " zu bezeichnenden V o r t e i l nur demjenigen er-
wachsen, der jeder Fähigkei t eines Erwerbes (einschliefslich 
des Betteins) beraubt, eben im Begriffe  ist, zu v e r h u n g e r n ; 
während jedem, dem noch irgend eine Existenz-Möglichkeit 
offen  stellt, jeglicher G e w i n n einen allemal noch d u r c h 
Z a h l e n m e f s b a r e n V o r t e i l bringen würde, der nur 
als u m so g r ö f s e r  anzuschlagen ist, je s c h l e c h t e r des 
Betreffenden  Vermögens-Verhältnisse sind. 

Durch diese den Anschauungen des gesunden Menschen-
Verstandes durchaus entsprechenden Ergebnisse findet die 
in § 5 aufgestellte Vermögens-Definition ihre nachträgliche 
Rechtfertigung. 
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deren Subtangente stets = b und deren Asympto te die 
Gerade Qq i s t 5 . 

§11. 
Verg le ich t man dieses Resultat m i t dem in § 7 gesagten, 

so ist offenbar: 

p o = b . i g 4 | 

und ebenso : 
A f ! A D 

C G = b . ] g ^ , D H = b . l g ^ , u . s . f. 

5 Dafs die fragliche Kurve die Y-Axe zur Asymptote 
hat , erkennt man ohne weiteres daraus, dafs für χ = 0 : 
y = — co wird. 

Dagegen bedarf  die auf die Subtangente bezügliche Be-
merkung einer Kor rek tur oder zum mindesten, wenn man 
dem Ausdrucke „ S u b t a n g e n t e " die heute durchweg üb-
liche Bedeutung bei legt, einer Modif ikation. Man hat hier 
nämlich unter „ S u b t a n g e n t e " n i c h t , wie sonst üblich, 
die Projekt ion der Tangente (vom Schnittpunkte mi t der 
A b s c i s s e n - Axe bis zum Berührungspunkte) auf die 
A b s c i s s e η - Axe zu verstehen, sondern die Projekt ion der 
Tangente — vom Schnittpunkte mi t der O r d i n a t e n - A x e 
bis zum Berührungspunkte — auf die O r d i n a t e n - A x e 
(d. h. mi t anderen Wor ten : die S u b t a n g e n t e im ge-
wöhnlichen Sinne, jedoch für den Fal l , dafs man die Y-Axe 
zur A b s c i s s e n - Axe macht). Bezeichnet man nämlich die 
Länge dieser L in ie mi t t und mi t φ und xp die W inke l , 
welche die Tangente, bezw. mi t der positiven Abscissen-
und Ordinaten-Richtung bildet, so hat man offenbar: 

t dy 
— = cot ψ = tang φ = , 

und da h ier : 
dy = b 
dx χ 

wird, schliefslich : 
t = b · — 
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D a nun : 

p o = m . C G + η . D H + ρ . E L + q . F M + . . . 
m + η Η- ρ + q . . . 

so fo lg t j e t z t : 

ι , A B / . . A C , , A D , , A E 
^ Ä P = \ S Ä B + S Ä B + P S Ä B 

4 q b , l g Ä S + " ) : ( m + n + P + c l + · · · ) 
und daher : 

A P = ( A O . A D 1 1 . AEP . A F « . . . ) . 
/ m + n + p + q + . . . 

Subt rah ier t man h ie rvon noch A B , so stel l t der Rest B P 
den W e r t des f rag l ichen Glücksfal les d a r 6 . 

6 Wendet man wiederum die Bezeichnungen der Anm. 1 
an, d. h. bezeichnet man die einzelnen zu erwartenden Ge-
winne mi t g x , g 2 , · · · g n ? die Anzahl der Fäl le, i n denen sie 
eintreten können, bezw. mi t a j , a2 · · · a n , aufserdem das 
vorhandene Vermögen, wie oben, mi t a, so ergiebt sich als 
r e l a t i v e r W e r t des fraglichen Glücksfalles, oder, wie man 
auch (nach L a p l a c e ) zu sagen pflegt, als Wer t der m o -
r a l i s c h e n Hoffnung  der Ausdruck: 

1 

Η = { ( a W V + g ^ · · · ( « + g n ) a " } S l + 3 2 + - + a " - « 

oder auch, wenn man wiederum ^ + a2 + · · · + a n = s setzt : 

ai <h an 

Η = (« + g l ) S (« + g 2 ) S . . . . ( a + g n ) S - α 

ί ι \ P l / . \ p 2 / . \ P n 

= (« + g l ) (a + g 2 ) · · · (a + g n ) — 
wo p t = γ (k = 1, 2, · · · n), die für das Eintreten des 

Gewinnes gk resultierende W a h r s c h e i n l i c h k e i t be-
deutet. Hiernach kann man die Regel des § 12 etwas 
kürzer folgend ermafsen aussprechen : M a n e r h ä l t d e n 
W e r t d e r m o r a l i s c h e n H o f f n u n g ,  w e n n m a n d i e 
e i n z e l n e n m ö g l i c h e n G e w i n n e j e d e s m a l u m d a s 
v o r h a n d e n e V e r m ö g e n v e r m e h r t u n d m i t d e n 
b e t r e f f e n d e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n p o t e n z i e r t ; 
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§ 12. 
D e r vor ige Paragraph l iefert  also die folgende Regel : 

M a n e r h e b e j e d e n e i n z e l n e n m ö g l i c h e n G e -
w i n n , n a c h d e m m a n z u v o r d a s v o r h a n d e n e 
V e r m ö g e n d a z u a d d i e r t , i n d i e j e n i g e P o t e n z , 
w e l c h e d u r c h d i e A n z a h l d e r e n t s p r e c h e n d e n 
F ä l l e a n g e g e b e n w i r d ; d a r a u f m u l t i p l i z i e r e m a n 
a l l e d i e s e P o t e n z e n m i t e i n a n d e r u n d z i e h e 
a u s i h r e m P r o d u k t e d i e j e n i g e W u r z e l , d e r e n 
G r a d g l e i c h d e r S u m m e a l l e r ü b e r h a u p t m ö g -
l i c h e n F ä l l e i s t : s u b t r a h i e r t m a n d a n n s c h l i e f s -
l i c h v o n d i e s e r W u r z e l d a s v o r h a n d e n e V e r -
m ö g e n , so g i e b t d e r R e s t d e n W e r t d e s f r a g -
l i c h e n G l ü c k s f a l l e s a n . 

Dieser Satz ist g rund legend für die Wer tbes t i rnmung 
einer Glückshof fnung  i n den verschiedensten Fäl len, und 
ich könnte auf i hm — gerade so, w ie es bisher m i t der 
gewöhnl ichen Hypothese geschehen ist — eine vol ls tändige 
Theor ie aufbauen. Indessen, so sehr sich auch ein solches 
Unternehmen durch seine N ü t z l i c h k e i t , w ie du rch seine 
Neuhei t empfehlen würde, so zwingen m i c h doch andere 
bereits begonnene A r b e i t e n , davon abzusehen. I c h w i l l 
daher an dieser Stelle von dem, was sich m i r bei e in igem 
Nachdenken zunächst darbot, n u r das wicht igste anführen. 

§ 13. 

V o r a l lem ergiebt sich aus dem vo r igen , dafs bei 
jedem Spiele, mögen dessen Bed ingungen noch so gerecht 
angenommen werden , j ede r der beiden Mi tsp ie le r v o n 
vornhere in einen best immten Ver lus t er leidet — gewifs 
ein deut l icher F ingerze ig der N a t u r , das G lücksp ie l zu 

d a r a u f d i e s e P o t e n z e n m i t e i n a n d e r m u l t i p l i -
z i e r t u n d i h r P r o d u k t u m d a s v o r h a n d e n e V e r -
m ö g e n v e r m i n d e r t . 
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meiden. Es folgt dies aber aus der K o n k a v i t ä t der K u r v e 
sBS gegen B R . Mach t man näml i ch den Einsatz B p 
g le ich dem erhofften  Gewinne B P , so zeigt es sich, dafs 
der i m Ver lust fa l le sich ergebende N a c h t e i l po stets 
gröfser  w i r d als der eventuel l zu erhoffende  V o r t e i l 
P O 7 . Obschon dies aber für den Mathemat iker an sich 
h in läng l i ch k l a r erscheint, so w i l l ich dies doch zum all-
gemeinen Verständnis noch durch ein Beispiel erläutern. 
Es seien also zwei Spieler vorhanden, von denen jeder 
e in Vermögen von 100 D u k a t e n besitzt und die Häl f te 
davon be i e inem nach beiden Seiten gleiche Chancen 
bietenden Spiele einsetzt. A lsdann w i r d jeder noch 
50 D u k a t e n u n d dazu die Ho f fnung  auf den Gewinn von 

7 D ie Richt igkei t dieser Behauptung läfst sich auf dem 
Wege der Rechnung folgendermafsen  begründen. Ange-
nommen, es werde das vorhandene Vermögen a einmal 
durch den Gewinn g in a 4- g, das andere Mal durch den 
Verlust g in α — g übergeführt.  Dann w i rd der moralische 
W e r t G des G e w i n n e s g nach § 10 dargestellt durch 
die Formel : 

(x = b · l g = b { lg· (α + g) - l g « } 

und ebenso der moralische Wer t G' des V e r l u s t e s g durch: 

& = b - l g = b { l g ( « - g) - l g «} , 

und daher ist der p o s i t i v e Wer t | G' | dieser an sich n e -
g a t i v e n Gröfse: 

| G ' | = b { l g a — l g ( « - g ) } . 
Hiernach w i rd : 

G - I G ' | = b { l g (α + g) + lg (a — g) - 2 lg α } 

- Cf 

< 0 ( d a ^ < l ) 

also: 
G < | G ' | , q . e . d . — 
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100 D u k a t e n haben. D i e Summe h iervon repräsent iert 
aber nach der Regel des § 12 einen W e r t von nu r 

i_  
( 5 0 1 . 1 5 0 1 ) 2 oder : V 5 0 . 150d. h. weniger als 8 7 D u k a t e n , 
sodafs also t rotz der vö l l igen Gle ichhei t der Chancen j ede r 
bei dem Spiele einen Nachte i l von mehr als 13 D u k a t e n 
erleidet. U m aber auch noch j ene andere, dem natür-
l ichen Verstände von selbst einleuchtende W a h r h e i t recht 
deut l ich zu machen, dafs näml ich ein Spieler u m so thö-
r ichter handle, j e beträcht l icher der T e i l seines Vermögens 
i s t , den er einem Glücksspiele aussetzt, wo l len w i r das-
selbe Beispiel m i t dem einzigen Unterschiede betrachten, 
dafs der eine Spieler vor dem Einsätze seiner 50 D u k a t e n 
deren 200 besessen habe. Dieser er leidet dann einen 
Nachtei l , welcher durch den A u s d r u c k 200 — V i 50 . 250 
dargestel l t w i r d , also einen solchen von nu r wen ig über 
6 Duka ten . 

§ 14. 

W e n n hiernach jeder , der einen noch so k le inen T e i l 
seines Vermögens einem Glücksspiele m i t gleichen Chancen 
aussetzt, u n k l u g handelt , so w i r d es v o n Interesse sein, 
h ier zu untersuchen, einen w ie grofsen Vo r t e i l man be im 
Einsätze des Geldes vo r seinem Mi tsp ie ler voraus haben 
müsse, u m sich ohne Schaden au f das Spie l einlassen zu 
können. Nehmen w i r w iede rum das Spie l mögl ichst ein-
fach an : es bestehe aus zwei g le ich mögl ichen Fä l len, 
einem günst igen und einem ungünst igen. D e r i m g lück-
l ichen Fa l le zu erlangende Gew inn sei = g , der i m un-
g lück l i chen zu ver l ierende Einsatz = x , das vorhandene 
Vermögen = a. A l sdann w i r d . 

A B = α B P = g P O = b l g (s. § 10) 

u n d da (nach § 7) : po = P O ist, so ergiebt sich aus der 
N a t u r der logar i thm ischen K u r v e : 

Bp = 
F a + g 
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D a aber B p den Einsatz χ darstel l t , so hat m a n : 
x =

 g g 

α + g 
also eine Gröfse, welche stets k le ine r ist, als der erhoffte 
G e w i n n g 8 . H ieraus geht auch he rvo r , dafs d e r sehr 
thö r i ch t hande l t , welcher sein ganzes Vermögen wegen 
einer noch so grofsen Gewinnhof fnung  aufs Spiel setzt, 
w ie j ede r le icht begrei fen w i r d , der unsere vorausge-
schickten Def in i t ionen r i ch t ig erfafst  hat. U n d auch die 
i m bürger l i chen Leben al lgemein anerkannte Thatsache, 
dafs der E i n e i rgend eine zweifelhafte  Sache vernünf t iger 
weise r isk ie ren darf,  ein anderer aber n icht — findet i m 
vorstehenden seine E r k l ä r u n g . 

§ 15. 

E ine besondere Be t rach tung verdienen h ier die Ge-
pflogenheiten der Kau f leu te bei der Vers icherung der 
W a r e n au f See. Z u r E r l äu te rung diene das folgende 

8 Etwas deutl icher folgendermafsen  : F ü r den relativen 
oder moralischen Wer t G des G e w i n n e s g hat man: 

G = b . ] g H ± e = b . I l g (α + g) — lg « I 

und für den moralischen Wer t X des V e r l u s t e s x : 

X = b — x ) — l8a}> 
folgl ich für den p o s i t i v e n Wer t | X | dieser an sich ne-
gativen Gröfse : 

| X | = b { l g a - l g ( a - x ) } . 
Soll nun | X | == G werden, so mufs die Beziehung statt-
finden : 

l g « — lg (« - x) = lg (« + g) — lg (α), 
also : 

a 2 

l g (a — x) = lg 

woraus schliefslich : 

a + g ' 

a g 
χ = , q. e. d. — 

« + g 4 
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Beispiel. Cajus aus Petersburg hat i n Amste rdam W a r e n 
gekauft , die er für 10000 Rube l verkaufen könnte, wenn 
er sie in Petersburg l iegen hätte. E r läfst sie also au f 
dem Seewege anfahren, ist aber unsicher, ob er sie ver-
sichern soll oder n icht . D a b e i weifs er, dafs von hunder t 
Schi f fen , die u m diese Jahreszeit von Amste rdam nach 
Petersburg fahren, gewöhn l ich fün f  zu Grunde gehen. 
I m m e r h i n k a n n er n iemanden f inden, der für einen ge-
r ingeren Preis als 800 Rube l die Vers icherung übernehmen 
w i l l , was i h m aufserordent l ich  hoch erscheint. Es f ragt 
sich also : W i e grofs mufs das Vermögen des Cajus aufser 
den genannten W a r e n sein, dami t er verständigerweise 
die Vers icherung unterlassen könne? Dieses Vermögen 
sei n u n = x ; dann w i r d dasselbe i m Ve re in m i t der 
Hof fnung  au f eine g lück l i che L a n d u n g der W a r e n darge-
stel l t du rch den A u s d r u c k : 

100 20 

V ( x + 10 0 0 0 ) 9 5 . x 5 = V ( x + 1 0 0 0 0 ) 1 9 . x , 

falls er au f die Vers icherung ve rz i ch te t : falls er dagegen 
darauf e ingeht , so hat er ein sicheres Gesamtvermögen 
von : ( x + 9200). Setzt man diese beiden Gröfsen einander 
gleich, so ergiebt s ich: 

(x + 10 0 0 0 ) 1 9 . χ = (χ + 9 2 0 0 ) 2 0 

und hieraus näherungsweise: x = 5043. W e n n also Cajus 
aufser der Hof fnung  au f seine W a r e n noch ü b e r 5043 Rube l 
besitzt, so w i r d er gu t thun, die Vers icherung zu unter-
lassen; besitzt er aber w e n i g e r , so sollte er darauf ein-
gehen. W e n n nun ferner  gefragt w i r d : W i e v i e l V e r -
mögen mufs der jen ige, welcher die Vers icherung fü r 
800 Rube l übernommen hat, mindestens besitzen, u m dies 
verständigerweise t h u n zu können? so ergiebt sich zu r 
Berechnung dieses Vermögens y die G le i chung : 

20 

V ( y + 8 0 0 ) 1 9 ( y — 9200) = y 

und hieraus näherungsweise: y — 1 4 2 4 3 — eine Zah l , 
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die man auch ohne neue Rechnung aus der oben gefun-
denen hätte ablei ten k ö n n e n 9 . W e r also weniger besitzt, 
der handel t thör icht , wenn er die Vers icherung ü b e r n i m m t 
wogegen j e m a n d m i t gröfserem Vermögen garn icht un-
recht dami t hätte. Daraus geht hervor , wie vorte i lhaf t 
sich die E i n f ü h r u n g solcher Vers icherungen erweis t , da 
sie beiden Te i len grofsen Nu tzen br ingen können. Hät te 
Cajus schon fü r 600 Rube l die Vers icherung erzielen 
können, so wäre es u n k l u g gewesen, sie zurückzuweisen, 
solange er weniger als 20478 Rube l bes i tz t ; dagegen 
würde er a l lzu ängst l ich hande ln , wenn er bei einem 
Vermögen von über 20 478 Rube ln die W a r e n so versichert. 
So w ü r d e andererseits auch j e m a n d , der weniger als 
29878 Rube l besitzt, n i ch t k l u g thun, falls er dem Cajus 
die Vers icherung für 600 Rube l an t rüge ; dagegen wäre 
dies für i h n vo r te i l ha f t ,  falls er mehr besitzt. N iemand 
aber — und wäre er noch so re ich — würde ein gutes 
Geschäft machen, wenn er die fragl iche Vers icherung für 
500 Rube l übern immt . 

§ 16. 

Ferner ergiebt sich aus unserer Theor ie noch eine 
wei tere Rege l , die fü r manche gleichfal ls n ich t ohne 
Nu tzen sein w i r d , näml ich dafs es geratener i s t , solche 
Güter , die einer Gefahr ausgesetzt sind, i n mehrere Tei le 

9 Setzt man näml ich: 
y = ζ + 9200, 

so geht die Gleichung zur Bestimmung von y  über in die 
folgende : 

20 

V ( z + 1000) 1 9 - ζ = ζ + 9200 
oder: 

(ζ + 1 0 0 0 0 ) 1 9 · ζ = (ζ + 9200) 2 0 , 
d. h. man erhält, wie die Vergleichung mi t der im Texte aufge-
stellten Bestimmungsgleichung für χ l eh r t : ζ = χ und daher: 

y = χ + 9200. 
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zu zer legen, als sie al le au f e inmal zu r isk ieren. I c h 
w i l l dies w iederum näher er läutern. Sempronius besitzt 
im ganzen bare 4000 D u k a t e n u n d aufserdem i n fernen 
Lände rn W a r e n i m W e r t e v o n 8000 D u k a t e n , deren 
Transpor t n u r zur See geschehen kann . Er fahrungsge-
mäfs stehe aber fest, dafs von 10 Schiffen  j e e i n s zu 
Grunde geht. Un te r diesen Umständen behaupte ich, 
dafs die aus den W a r e n erwachsende Hof fnung  fü r 
Sempronius einen W e r t von 6751 D u k a t e n (näml ich : 
io  
V12000 9 . 4000— 4000) repräsent i r t , falls er die ganzen 
8000 Duka ten e i n e m einzigen Schiffe  anver t raut . W e n n 
er aber die W a r e n zu gleichen Te i len au f z w e i Schiffe 
ver laden läfst , so hat seine Hof fnung  einen W e r t v o n : 

100 

( V l 2 0 0 0 8 1 . 8 0 0 0 1 8 . 4000 — 4000) d. h. 7033 Duka ten . 
U n d so w i r d die Hof fnung  des Sempronius sich immer 
günst iger gestalten, j e k le iner die einzelnen Te i le sind, 
die j e e i n e m Schiffe  anver t raut werden. I m m e r h i n w i r d 
dieselbe niemals den W e r t von 7200 D u k a t e n übersteigen. 
Diese Bemerkung dür f te auch für d ie jenigen von Nutzen 
sein, welche ih r Vermögen i n Wer tpap ie ren anlegen oder 
es anderen Wechsel fä l len des Glückes aussetzen. 

§ 17. 

Sehr vieles von dem, was ich nun le ider übergehen 
mufs , dürf te gleichfal ls neu und keineswegs wert los 
erscheinen. U n d wenn f re i l ich auch j e d e r , der m i t 
e in igem gesunden Menschenverstände begabt is t , den 
gröfsten T e i l davon schon von selbst einsieht u n d darnach 
handel t , so dür f te doch f rüher  n iemand geglaubt haben, 
clafs man diese D inge so scharf  definieren kann, w ie es 
in diesen Beispielen geschehen ist. U n d gerade we i l al le 
diese Sätze so vor t re f f l i ch  m i t den Ergebnissen der natür -
l ichen E r fah rung  übere ins t immen, so wäre es unrecht , 
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sie wie unbewiesene Wah rhe i t en , die sich nu r auf un-
sichere Hypo thesen stützen, zu vernachlässigen. Dies mag 
auch noch du rch das folgende Beispiel bestät igt werden, 
das zu den vor l iegenden Betrachtungen den Anstois ge-
geben h a t , u n d dessen Geschichte folgende ist. M e i n 
sehr verehr ter O h e i m , der berühmte N i c o l a u s B e r -
n o u l l i , Professor  beider Rechte an der Akademie zu 
Base l , legte e inmal dem bekannten M o n t m o r t fün f 
Probleme v o r , die man i n dem Buche : A n a l y s e s u r 
l e s j e u x d e h a z a r d d e M r . d e M o n t m o r t , p. 402 
findet. Das letzte dieser Prob leme lautet folgendermafsen  : 
P e t e r w i r f t  e i n e M ü n z e i n d i e H ö h e u n d z w a r 
so l a n g e , b i s s i e n a c h d e m N i e d e r f a l l e n d i e 
K o p f s e i t e z e i g t ; g e s c h i e h t d i e s n a c h d e m 
e r s t e n W u r f ,  so . s o l l e r d e m P a u l 1 D u k a t e n 
g e b e n ; w e n n a b e r e r s t n a c h d e m z w e i t e n : 2, 
n a c h d e m d r i t t e n : 4 , n a c h d e m v i e r t e n : 8, u n d 
so f o r t  i n d e r W e i s e , d a f s n a c h j e d e m W u r f e 
d i e A n z a h l d e r D u k a t e n v e r d o p p e l t w i r d . M a n 
f r a g t :  W e l c h e n W e r t h a t d i e G e w i n n h o f f n u n g 
f ü r P a u l ? — Diese Aufgabe erwähnte me in oben 
genannter Ohe im i n einem an m i ch ger ichteten Briefe 
u n d knüp f te daran den Wunsch , meine Ans ich t darüber 
zu hören. Obschon näml ich die Rechnung zeige, dafs 
die Ho f fnung  des P a u l unendl ich grofs i s t , so dürf te 
es, w ie er bemerk t , doch w o h l ke inen halbwegs vernünf-
t igen Menschen geben, der n ich t jene Hof fnung  gern für 
20 D u k a t e n verkaufen würde. I n der That , sobald w i r 
diese Sache nach den gewöhnl ichen Regeln angreifen, 
finden w i r für die Gewinnhof fnung  des Pau l einen un-
end l i ch grofsen Wer t , w iewoh l n iemand dieselbe auch nu r 
fü r einen z ieml ich ger ingen Preis erwerben wol len w i r d 1 0 . 

1 0 D ie obige Aufgabe, welche gemeinhin unter dem 
Namen des P e t e r s b u r g e r P r o b l e m s bekannt geworden 
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W e n n w i r aber die Rechnung nach unseren neuen Regeln 
anstel len, so finden w i r erst die r icht ige Lösung dieses 

ist , hat einer grofsen Zahl von Mathematikern v ie l Kopf-
zerbrechen verursacht. W i e mi r scheint, sehr überflüssiger 
Weise! Denn die m a t h e m a t i s c h e R e c h n u n g oder, 
genauer bezeichnet, die Anwendung der üblichen F o r m e l 
f ü r d i e m a t h e m a t i s c h e H o f f n u n g  l iefert  i n Wahr-
heit absolut nichts, was dem g e m e i n e n V e r s t ä n d e z u -
w i d e r l i e f e oder auch nur p a r a d o x erscheinen könnte, 
sofern man nur den letzteren auch schon bei der S t e l l u n g 
d e s f r a g l i c h e n P r o b l e m s einigermafsen zu Rate zieht. 
W i l l man nämlich die m a t h e m a t i s c h e L ö s u n g irgend eines 
Problems mi t den Ergebnissen der t ä g l i c h e n E r f a h r u n g 
vergleichen, so mufs doch vor allem das Problem selbst so 
gestellt sein, dafs dasselbe e r f a h r u n g s g e m ä f s  d e n k b a r 
erscheint. Bei der Aufgabe, wie sie oben gestellt ist, w i rd 
nun angenommen, dafs eventuell i n i n f i n i t u m fortgespielt 
w i r d , flenn es erscheint j a in der That a p r i o r i keines-
wegs ausgeschlossen, dafs, solange man auch die Münze 
werfen möge, beständig die S c h r i f t  nach oben fällt. 
E i n z i g u n d a l l e i n auf der Voraussetzung, dafs es in 
diesem Fal le effektiv  m ö g l i c h erscheint, einen u n e n d -
l i c h g r o f s e n G e w i n n zu erzielen, beruht das Zustande-
kommen eines gleichfalls u n e n d l i c h g r o f s e n Wertes 
für die G e w i n n h o f f n u n g ,  d. h. für den zu leistenden 
E i n s a t z . Nun kann man sich zwar allenfalls vorstellen, 
dafs P e t e r und P a u l , bezw. deren Erben das Spiel nötigen-
falls i n i n f i n i t u m fortsetzen ; dagegen erscheint es schlecht-
h in als eine l o g i s c h e U n m ö g l i c h k e i t , sich einen u n -
e n d l i c h g r o f s e n Gewinn vorzustellen, welcher nach 
S c h l u f s (!) des u n e n d l i c h l a n g e währenden Spieles 
zur Auszahlung gelangt. Infolge dessen ist es aber einfach 
a b s u r d , zu fragen, ob ein auf Grund dieser F i k t i on heraus-
gerechneter E i n s a t z mi t den E i n g e b u n g e n d e s p r a k -
t i s c h e η V e r s t a n d e s in E ink lang gebracht werden kann. 

Solange man in dieser völ l ig vagen und — nach 
heutigen mathematischen Begriffen  — durchaus unzulässigen 
Weise mit dem „ U n e n d l i c h e n " operiert, kann überhaupt 
niemals etwas vernünftiges herauskommen. W i l l man zu 
w i rk l i ch brauchbaren Resultaten gelangen, so w i rd man zu-
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Knotens. D i e L ö s u n g der Aufgabe gestaltet sich näml ich 
au f G r u n d unserer P r inc ip ien folgendermafsen. 

nächst das Spiel als b e g r e n z t voraussetzen müssen, d. h. 
man nehme an, es sei eine b e s t i m m t e Zahl η als Μ a χ i -
m a l z a h l der überhaupt zulässigen Wür fe festgesetzt, der-
art, dafs also spätestens mi t dem n t e n Wur fe das Spiel ab-
br ich t , und P e t e r verpflichtet is t , an P a u l die Gewinn-
Summe 2 n auszuzahlen, falls die Münze bei allen η Würfen 
S c h r i f t  gezeigt hat (da j a in diesem Fal le f r ü h e s t e n s 
mi t dem (n + l ) t e n Wur fe K o p f zum Vorschein kommen 
könnte). Dabei kann man sich — vorläufig wenigstens — 
die Zahl η noch b e l i e b i g g r o f s denken, z. B. so grofs, 
dafs sie ausreichen würde, um nötigenfalls P e t e r und P a u l , 
auch wenn sie das A l ter M e t h u s a l e m s erreichen sollten, 
bis an ihr Lebensende mi t dem fraglichen Spiele zu be-
schäftigen : es w i rd sich frei l ich sogleich zeigen, dafs diese 
Zahl η i n der P r a x i s s e h r e n g e n Schranken unterliegt. 

Unter der eben gemachten Voraussetzung werden die 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n , beim l t e n , bezw. f r ü h e s t e n s 
beim 2 t o n , 3 t e r i , · · · n t e n Wur fe K o p f zu treffen,  dargestellt 
durch die Zahlen: 

I I I . 1 
2? 2 2 ' 2 3 ' " " 2 n ' 

während die entsprechenden G e w i n n e die Wer te : 
1, 2 1 , 2 2 , - · - 2 * - 1 

besitzen. Dazu kommt noch als höchster möglicher Gewinn 

2 n m i t der Wahrscheinl ichkeit — (für den F a l l , dafs auch 
2n 

noch beim n t e n Wur fe S c h r i f t  fäl l t), und es wi rd daher 
P a u l s m a t h e m a t i s c h e H o f f n u n g  dargestellt durch 
die Formel : 

h = τ ·1 +è · 2 '+ Ρ ·2*+ • · · + έ • +
έ •2" 

Dies ist also auch der Wer t des zu leistenden E i n s a t z e s , 
während der allenfalls mögliche M a x i m a l - G e w i n n den 
Wer th 2 n besitzt. Hieraus sieht man zunächst, dafs mi t 
der Anzahl η der zulässigen Wür fe auch der Einsatz b e -
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§ 18. 

D i e Anzah l der zu betrachtenden Fä l le ist h ier un-
endl ich grofs.  D i e Hä l f te davon fä l l t so aus, dafs das 

s t ä n d i g , aber frei l ich im Vergleiche zu dem Maximai-
Gewinn a u f s e r o r d e n t l i c h  l a n g s a m wächst, und es ist 
auch nichts dagegen einzuwenden, wenn man sagt, dafs der-
selbe ti b e r a l l e G r e n z e n wächst, wenn η a n k e i n e 
G r e n z e g e b u η d e η is t , d . h . wenn es für zulässig g i l t , 
das Spiel eventuell i n i n f i n i t u m fortzusetzen. Aber 
hier in l iegt doch wahrl ich n i c h t s p a r a d o x e s , vielmehr 
dürfte es dem simpelsten Verstände einleuchten, dafs m i t 
z u n e h m e n d e n G e w i n η - C h a n c e n bei gerechten Spiel-
bedingungen auch der E i n s a t z zunehmen mufs. Fragt 
man nun aber, bis zu welcher Grenze es für P a u l p r a k -
t i s c h v e r n ü n f t i g erscheint, den betreifenden Einsatz zu 
leisten, so wird man vor allem darüber K larhe i t gewinnen 
müssen', inwieweit Ρ e t e r i n der Lage sein dürfte,  die mög-
lichen Gewinne auch w i r k l i c h a u s z u z a h l e n . N immt 
man beispielsweise η = 100 an — was doch im Vergleiche 
zu dem ursprünglich i n i n f i n i t u m proponierten Spiele 
als eine sehr bescheidene Zahl erscheint — so hätte also 
P e t e r in dem für ihn ungünstigsten Fal le den Gewinn von 
2 1 0 0 Dukaten auszuzahlen. Da nun : 

log 2 = 0,30103 
und dal ier: 

log 2 1 0 0 = 100 lg 2 = 30,103 , 
so ergiebt sich, dafs 2 1 0 0 eine Zahl mi t 31 Ziffern  bedeutet. 
Da eine Mi l l iarde = 1000 Mi l l ionen nur aus einer 1 m i t 
9 Nul len und somit die dri t te Potenz einer Mi l l iarde aus 
einer 1 mit 27 Nul len, also erst aus 28 Ziffern  besteht, so 
erkennt man, dafs jener Gewinn von 2 1 0 0 Dukaten eine 
Summe repräsentiert, zu deren Zahlung alle Schätze der 
Erde nicht ausreichen würden. P a u l wäre daher aufser-
ordentlich thöricht, wenn er auf die Mögl ichkeit hin, even-
tuel l einen Gewinn zu erzielen, der ihm u n t e r k e i n e n 
U m s t ä n d e n ausbezahlt werden kann, den entsprechen-
den, verhältnismäfsig immerhin noch sehr bescheidenen E in-
satz von 51 Dukaten leisten würde. 

Samml. staatsw, Schr i f ten. — Bernou l l i . 4 
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Spie l m i t dem ersten W u r f e zu Ende i s t ; der v ier te T e i l 
so, dafs dies m i t dem zwei ten W u r f e stat t f indet ; der achte 

Betrachten w i r als zweites Beispiel den Fa l l η = 30, 
so w i rd h ie r : 

log 2 3 0 = 30 lg 2 = 9,0309 , 
so dafs also hier für den Maximalgewinn 2 3 0 eine Zahl von 
etwas über eine M i l l i a r d e resultiert. Nehmen w i r ferner 
an, um die ins Spiel kommenden Summen praktischen Ver-
hältnissen ein wenig näher zu rücken, dafs P e t e r und 
P a u l nicht um D u k a t e n , sondern um Z e h n t e l -
P f e n n i g e spielen, so würde der von P e t e r eventuell zu 
zahlende Maximalgewinn immerhin noch e i n e M i l l i o n 
M a r k betragen, während der von P a u l zu leistende Ein-
satz sich auf 1,6 Pfennige reduziert. Nun frage ich, ob 
irgend jemand den P a u l , auch wenn derselbe keineswegs 
ein R o t h s c h i l d sein sollte, für einen leichtsinnigen Ver-
schwender erklären wird, falls er gelegentlich die obige 
Summe von 1,6 Pfennige an das fragliche Spiel wagt? E r 
r isk ier t dabei im äufsersten Fal le 1,6 Pfennige — nämlich 
wenn gleich beim ersten Wur fe K o p f fäl l t — er rettet 
seinen Einsatz, wenn es ihm nur gelingt, v i e r m a l S c h r i f t 
zu werfen und kann, wen η dies erheblich öfter der Fa l l ist, 
eine sehr grofse Summe g e w i n n e n ! W e n n hier jemand 
t h ö r i c h t handelt, so ist dies doch wohl einzig und allein 
P e t e r , welcher, wenn es das Unglück wi l l , jene sehr grofse 
Summe v e r l i e r e n kann und dafür nur die Aussicht hat, 
im günstigsten Fal le 1,6 Pfennige zu g e w i n n e n . M i t 
anderen Worten : die Sache verhält sich in der Praxis g e -
n a u u m g e k e h r t , wie es die frühere,  auf der unzulässigen 
Prämisse eines Spieles i n i n f i n i t u m beruhende Dedukt ion 
ergeben hatte. 

A u f Grund der vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich 
also folgendes: da P e t e r schon nach einer r e l a t i v s e h r 
m ä f s i g e n Anzahl von Würfen u n t e r k e i n e n U m -
s t ä n d e n in der Lage sein kann, den entsprechenden Ge-
w inn auszuzahlen, so erscheint eine Fortsetzung des Spieles 
über eine gewisse, durch die Zahlungsfähigkeit P e t e r s 
genau bedingte Anzahl von Würfen für P a u l z w e c k l o s 
und die Zahlung eines Einsatzes für jeden weiteren W u r f 
w i d e r s i n n i g . Hiernach ist es also g r u n d f a l s c h , die 
Normierung des zu leistenden Einsatzes von vornherein auf 
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— m i t clem d r i t t en , der sechzehnte — m i t dem v ie r ten 
u. s. f. W e n n sodann die Anzah l a l ler mögl ichen Fä l le , 

eine r e l a t i v s e h r g r ö f s e oder gar, wie oben geschehen, 
auf eine u n b e g r e n z t e Anzahl von Wür fen zu basieren, 
und es ist keineswegs die Schuld der M a t h e m a t i k , wenn 
hierbei etwas herauskommt, was jeder vernünft igen Praxis 
zuwiderläuft,  sondern diejenige der Μ a t h e m a t i k e r , welche 
ein a b s o l u t r i c h t i g e s u n d v e r n ü n f t i g e s Resultat 
des mathematischen Calculs in unverständiger Weise ange-
wendet haben. D ie M a t h e m a t i k selbst hat i m m e r u n d 
u n t e r a l l e n U m s t ä n d e n Recht, und sie w i rd sich i η 
d u b i o auch stets als klüger und zuverlässiger erweisen, 
als die berühmtesten M a t h e m a t i k e r , für welche j a doch 
immerhin e r r a r e h u m a n u m es t . 

Es erscheint nun überaus lehrreich, dafs nach B e r -
n o u l l i s Aussage gerade das vorliegende Problem ihn auf 
die Hypothese von dem r e l a t i v e n oder m o r a l i s c h e n 
N u t z e n eines Gewinnes und damit auf die ganze Theorie 
von der m o r a l i s c h e n H o f f n u n g  geführt  hat. Es erging 
ihm hier einigermafsen, wie S a u l , der auszog, um seines 
Vaters Eselin zu suchen und ein Königreich fand. Ich w i l l 
damit sagen, dafs diese Theorie sich als wertvol l erweist zur 
Behandlung einer ganzen Anzahl von Problemen (cf. §§15,16), 
die für das praktische Leben s e h r v i e l m e h r Bedeutung 
haben, als jenes in W i rk l i chke i t doch recht überflüssige 
Glücksspiel (wie j a auch ihrer Anwendung auf das frag-
liche, aber freil ich zuvor in dem oben angegebenen Sinne 
r i c h t i g z u s t e l l e n d e Problem nichts entgegensteht ; nur 
w i rd sich P e t e r dann erst recht hüten, das Spiel anzunehmen !) ; 
dafs dagegen B e r n o u l l i den in der Formul ierung jenes 
Problems enthaltenen G r u n d f e h l e r  in keiner Weise auf-
geklärt hat , vielmehr durch u n p a s s e n d e Anwendung 
seiner Formel dieser Aufk lärung geradezu hinder l ich ge-
wesen ist. Denn da die von B e r n o u l l i herausgerechneten 
Werte insofern den A n s c h e i n e i n e r g e w i s s e n V e r -
n ü n f t i g k e i t erwecken, als nunmehr an die Stelle der 
früheren  Lösung 00 ganz b e s t i m m t e e n d l i c h e Zahlen 
treten, so haben sich thatsächlich die späteren Mathematiker 
zumeist bei dieser angeblichen Lösung beruhigt, und selbst 
eine so gewaltige und für die Wahrscheinl ichkeits-Rechnung 
geradezu klassische Autor i tät wie L a p l a c e hat dieselbe 

4* 
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obschon dieselbe unendl ich grofs ist, vor läuf ig m i t Ν be-

zeichnet w i r d , so giebt es offenbar Ν Fäl le, i n denen 

Pau l 1 D u k a t e n g e w i n n t ; ~ N, i n denen er 2 ; N, i n 

denen er 4 ; Ν , i n den er 8 gew inn t u. s. f. i n in f in i tum. 

Sei n u n das Gesamtvermögen des Pau l = α, so hat die 
f ragl iche Gewinnhof fnung  den W e r t : 

ohne jede K r i t i k reproduziert (Theorie analytique des pro-
babilités, L iv re TT, Ar t . 42 ) : „ Q u a η do q u e d o r m i t a t 
b o n u s H o m e r u s " . Es ist daher nicht zu verwundern, 
dafs man selbst noch in den m o d e r n e n Lehrbüchern der 
Wahrscheinl ichkeits-Rechnung die Sache geradeso fehlerhaft 
dargestellt findet, obgleich schon P o i s s o n in seinen 
„ R e c h e r c h e s s u r l a p r o b ab i l i t e d e s j u g e m e i l t s 
(1837) auf die Unzulängl ichkei t dieser Lösung aufmerksam 
gemacht hat (a. a. 0 . p. 75). D ie einzige mir bekannte 
Ausnahme bildet das oben citierte Buch von B e r t r a n d , 
mi t dessen Ausführungen über diesen Gegenstand (S. 94 ff.) 
ich indessen keineswegs durchweg einverstanden bin. 

I m übrigen scheint mi r doch ein einziger Bl ick auf die 
im übernächsten Paragraphen (§ 19) mitgeteilten Zahlen zu 
zeigen, dafs dieselben für die Praxis völ l ig unbrauchbar 
sind. Denn wenn dort gesagt wird, dafs die moralische 
Hoffnung  eines Menschen, der g a r n i c h t s besitzt (und 
das heifst, nach der hier gegebenen Definit ion, eines solchen, 
der eben am Verhungern ist ! ) , bei dem fraglichen Spiele 
2 Dukaten beträgt, dagegen 3, wenn man 10, und 6, wenn 
man 1000 besitzt, so kann ich hier in absolut nichts er-
blicken, was zum gesunden Menschenverstände irgend welche 
Beziehungen hat. 

Nicht das Vermögen P a u l s , sondern dasjenige P e t e r s 
(oder genauer ausgedrückt, diejenige Summe, die P e t e r 
für das betreffende  Spiel disponibel hat) ist i n e r s t e r 
L i n i e für die Berechnung des Einsatzes mafsgebend, da 
dasselbe — nach Festsetzung der Mtinz-Einheit, um welche 
überhaupt gespielt w i rd — über die Maximalzahl der ζ η -
l ä s s i g e n und somit e i n z i g u u d a l l e i n mi t einem 
E i n s ä t z e zu bezahlenden Würfe entscheidet. — 
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Ν 

V' 
i L i L A ÜL 

(α + l ) 2 . (α + 2) 4 . (α + 4) 8 . (α + 8) 1 0 — α 

oder : 
2 4 8 16 

V « + 1 . V a + 2 . V a + 4 . V a + 8 — a . 1 1 

§ 19. 

Aus dieser F o r m e l für die Gewinnhof fnung  des Pau l 
folgt, dafs deren W e r t m i t der Zunahme des Vermögens 
wächst, dafs dieselbe aber niemals unend l ich grofs w i r d , 
aufser wenn zugle ich das vorhandene Vermögen unend l ich 
grofs i s t 1 2 . A l s besondere Fo lgerungen erhäl t m a n noch 

1 1 Kürzer wieder folgendermafsen  : da die verheifsenen 
Gewinne die Werte : 

1, 2 1 , 2 2 , · · · · 2 - S . . . · 
haben, und die entsprechenden Wahrscheinl ichkei ten: 

1 I 1 1 
2 ' 2 2 ' 2 3 ' 2 n ? 

sind, so findet man (s. Anm. 4) als Wer t der moralischen 
Hoffnung  : 

JL λ _L λ 
Η = (α + 1 ) 2 (α + 2 ) 4 (α + 4 ) 8 . . . . ( α + 2 η " 1 ) 2 η α . 

1 2 Man kann nämlich leicht zeigen, dafs das i n Η vor-
kommende unendliche Produkt für jeden endlichen W e r t a 
k o n v e r g i e r t , d. h. einen bestimmten e n d l i c h e n W e r t 
besitzt. Setzt man : 

JL J l λ 
Ρ (α) = (α + I ) 2 (α + 2) 4 · · · - (α + 2 n ~ 1 ) 2 n 

= " f f ( α + 2 - 1 ) ^ 
η = 1 

so hat man zunächst für α = 0 : 
1 co 5 = 1 

Ρ ( 0 ) = Π ( 2 - 1 ) 2 η = Π 2 2 \ 
1 1 
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folgendes: W e n n Pau l garnichts besitzt, so ist der W e r t 
2 4 8 16 

seiner Gewinnhof fnung = V i . V 2 . V 4 . V 8 d. h. 
g le ich 2 D u k a t e n 1 3 . Besi tz t er 10 Duka ten , so repräsen-
t ie r t seine Gewinnhof fnung  einen W e r t von ungefähr 
3 D u k a t e n ; ferner  ungefähr 4Va D u k a t e n bei einem Ver -
mögen von 100, und endl ich 6 bei einem Vermögen von 
1000. H ie raus ist le ich t zu entnehmen, welche ungeheuren 
Re ich tümer j e m a n d besitzen müfste, u m die Gewinn-
hof fnung  des P a u l m i t V o r t e i l für 20 D u k a t e n kaufen 
zu können. F re i l i ch ist dieser Kaufpre is etwas verschieden 
von der Gewinnhof fnung,  die der Betreffende  bei einem ge-
wissen Vermögen a besitzen würde, indessen ist die frag-
l iche Dif ferenz  sehr unerhebl ich, wenn a eine grofse Zah l 
bedeutet. Bezeichnet man näml ich den genauen Kaufpre is 

also : 

Nun ist bekannt l ich für χ < 1 1 : 

1 = ( 1 — χ ) - 2 = 1 + 2 χ + 3 χ
2 + · · · + η · χ * - 1 + · · 

(1 — χ ) 2 

also für χ = — : 
Δ 

2 3 η 
2 = 1 + 2 ' + 2* + · · · + 2 ^ + · · · 

und daher: 
lg Ρ (0) = lg 2, 

d. h. Ρ (0) = 2. 
Hiernach w i r d : 

1 3 Der betreffende  Ausdruck ist nämlich kein anderer, 
als der i n der vorigen Anmerkung mi t Ρ (0) bezeichnete. 
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m i t χ , so best immt sich dessen W e r t aus der G le ichung : 
2 4 8 16 

Va  + 1 — χ .Va  + 2 — χ . Va  + 4 — χ . V a + 8 — χ = α 
und dieser G le ichung w i rd , wenn a eine gröfse Zah l ist, 
i n der T h a t näherungsweise genügt du rch den W e r t 1 4 : 

2 4 8 16 
X = y « + l . Va  + 2 . Va  + 4 . Va  + 8 — α . 

N a c h d e m i c h d i e s e A b h a n d l u n g i n d e r G e -
s e l l s c h a f t v o r g e t r a g e n h a t t e , s c h i c k t e i c h 
e i n e A b s c h r i f t  d a v o n d e m o b e n e r w ä h n t e n 
H e r r n N i c o l a u s B e r n o u l l i , u m s e i n e M e i n u n g 
ü b e r m e i n e L ö s u n g d e r v o n i h m v o r g e l e g t e n 
S c h w i e r i g k e i t z u e r f a h r e n .  I n e i n e m B r i e f e , 
d e n d i e s e r i m J a h r e 1732 a n m i c h s c h r i e b , 
e r k l ä r t e e r n u n , d a f s i h m m e i n e A n s i c h t ü b e r 
d i e W e r t b e s t i m m u n g v o n G l ü c k s f ä l l e n s e h r 
z u s a g e , s o b a l d es s i c h d a r u m h a n d e l e , d a f s 
j e m a n d s e i n e e i g e n e C h a n c e a b z u s c h ä t z e n 
h a b e . A n d e r s a b e r v e r h a l t e s i c h d i e S a c h e , 
w e n n e i n D r i t t e r a l s R i e h t e r j e d e m M i t s p i e l e r 

1 4 Setzt man in der ursprünglichen Gleichung: 
a — χ = a , also : a = a + χ , 

so geht derselbe zunächst über in die folgende: 
2 4 8 
VcTl·  1 · V~ÖT+  2 ' Va  + 4 α + χ 

° d e r : 2 4 8 

χ = Va + 1 - Va + 2· Va +4 — a. 
N u n lehrt die Rechnung, dafs bei relativ g r o f s e n Wer ten 
von a — denen j a um so mehr auch gröfse Wer te von a 
entsprechen — der W e r t von χ relativ k l e i n , also 
a = α + χ verhältnismäfsig w e n i g v e r s c h i e d e n von d 
ausfällt. Infolge dessen kann man dann n ä h e r u n g s w e i s e 
a durch a ersetzen, wodurch die Endgleichung des § 19 
zum Vorschein kommt. 
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d e n W e r t s e i n e r G e w i n n h o f f n u n g  n a c h R e c h t 
u n d B i l l i g k e i t a n g e b e n s o l l e , w i e i c h d a s i n 
ä h n l i c h e r W e i s e s e l b s t i n § 2 a u s e i n a n d e r g e -
s e t z t h a b e . S o d a n n t e i l t e e r m i r a u c h d i e A n -
s i c h t m i t , w e l c h e d e r b e r ü h m t e M a t h e m a t i k e r 
C r a m e r e i n i g e J a h r e v o r A b f a s s u n g m e i n e r 
A b h a n d l u n g g e ä u f s e r t  h a t t e u n d d i e i c h d e r 
m e i n i g e n so v ö l l i g ä h n l i c h f a n d , d a f s d i e s e 
Ü b e r e i n s t i m m u n g b e i e i n e m d e r a r t i g e n G e g e n -
s t a n d e h ö c h s t m e r k w ü r d i g e r s c h e i n t . D a h e r 
m a g es s i c h w o h l l o h n e n , d i e W o r t e a n z u -
f ü h r e n , m i t d e n e n C r a m e r i n e i n e m B r i e f e 
v o m J a h r e 1728 m e i n e m O h e i m j e n e A n s i c h t 
m i t g e t e i l t h a t ; d i e s e l b e n l a u t e n f o l g e n d e r -
m a f s e n . 

„ I c h weifs n icht , ob ich m ich täusche, aber ich glaube, 
ich habe die L ö s u n g jenes sonderbaren Falles, den Sie in 
I h r e m Br iefe v o m 9. September 1713 (Probi . 5, S. 402) 
H e r r n de Mon tmor t vorgelegt haben. U m den F a l l zu 
vereinfachen, w i l l i ch annehmen, A werfe ein Geldstück 
i n die L u f t , Β verpf l ichte s ich, i h m 1 Tha l er zu geben, 
wenn die Seite m i t dem Kreuze be im ersten W u r f e nach 
oben f ä l l t ; 2 T h a l e r , wenn dies erst beim zweiten ein-
t r i t t ; 4, wenn beim d r i t t en ; 8, wenn beim v ier ten u. s. f. 
Das Paradoxe l iegt alsdann dar in , dafs die Rechnung als 
Äqu i va len t , welches A dem Β geben müfste, eine unend-
l i c h grofse Summe ergiebt, was doch w iders inn ig erscheint, 
da ke in halbwegs vernünf t iger  Mensch dafür 20 Tha l er 
geben würde. W o h e r r üh r t nun dieser Unterschied 
zwischen der mathematischen Rechnung und der üb l ichen 
Schätzung? I c h glaube, er beruht darauf,  dafs ( i n de i -
T h e o r i e ) die Mathemat ike r das Ge ld led ig l ich nach 
seiner Menge, ( i n d e r P r a x i s ) vernünf t ige Leu te hin-
gegen nach dem Nutzen schätzen, den sie daraus ziehen 
können. Was die mathematische Hof fnung  unendl ich 
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grofs m a c h t , ist die ungeheure Summe, welche ich ge-
w innen k a n n , wenn die Seite m i t dem Kreuze erst sehr 
spät, etwa be im hunder ts ten oder tausendsten W u r f auf-
fäl l t . A b e r diese Summe bedeutet , wenn ich als ver-
nünf t iger Mensch u r te i le , n i c h t m e h r fü r m i c h , sie 
macht m i r n i c h t m e h r V e r g n ü g e n 1 5 , best immt m i c h 
n i c h t m e h r zu r Annahme des Spieles, als wenn sie n u r 
10 oder 20 M i l l i onen Tha le r betrüge. Nehmen w i r also an, 

1 5 Da Summen wie 2 1 0 0 oder gar 2 1 0 0 0 Thaler über-
haupt n i c h t e x i s t i e r e n , so hat es doch gar keinen Sinn, 
feststellen zu wollen, was mir eine derartige Summe ge-
gebenen Falls für ein Vergnügen bereitet, und auf eine 
solche, völ l ig nichtssagende Festsetzung die weitere Theor ie 
dieses Spieles zu begründen. I m übrigen kommt aber 
C r a m e r der richtigen Lösung des Problemes weit näher, 
als B e r n o u l l i ; denn durch seine Annahme, dafs alle 
Summen über 2 2 4 Thaler unter sich gleichwertig sind, oder 
„ b e s s e r g e s a g t , d a f s i c h n i e m e h r a l s 2 2 4 T h a l e r 
e r h a l t e n k a n n " , w i rd in der That das Spiel i n i n -
f i n i t u m vollständig e l i m i n i e r t , und dasselbe ist i n 
Wahrhe i t mi t dem 24. Wurfe vollständig - erledigt. Fä l l t 
auch noch dieser W u r f für A ( P a u l ) günstig aus — d. h. 
kommt K r e u z noch immer nicht zum Vorschein — so hat 
Β ( P e t e r ) die versprochenen 2 2 4 Thaler zu zahlen, da j a 
nunmehr f r ü h e s t e n s beim 25. Wur fe K r e u z fallen kann· 
Hiernach wird sich die m a t h e m a t i s c h e H o f f n u n g  des 

A wiederum berechnen aus der Formel : h = + 1, also 
Δ 

da hier η = 24 is t : h = 13, was genau mit dem C r a m e r -
sehen Resultate übereinstimmt. 

C r a m e r s Lösung wäre also geradezu vol lkommen, 
wenn er jene nur so b e i l ä u f i g ausgesprochene Annahme, 
dafs überhaupt nicht mehr als 2 2 4 Thaler g e z a h l t werden, 
zur H a u p t s a c h e gemacht und die notwendige B e g r e n -
z u n g des Spieles, statt auf eine ganz v a g e H y p o t h e s e 
ü b e r d e n r e l a t i v e n W e r t g r o f s e r  S u m m e n , auf 
die von Fa l l zu Fa l l zwar veränderliche, aber jedesmal u n -
z w e i d e u t i g d e f i n i e r b a r e Ζ a h l u n g s f ä h i g k e i t des 
Β gegründet hätte. 

Samml. staatsw. Schr i f ten. — Bernou l l i . 4 * * 
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dafs al le Summen über 10 M i l l i onen oder der gröfseren 
Bequeml i chke i t halber über 2 2 4 = 16777216 Tah le r unter 
sich g le i chwer t ig s ind , oder besser gesagt, dafs ich nie 
meh r als 2 2 4 Tha le r erhal ten k a n n , w ie spät auch das 
K r e u z zum Vorsche in komme, so hat meine Hof fnung  den 
W e r t : 

+ 225 · 2 2 4 + 226 · 2 2 4 + 2 ^ · 2 2 4 + · ' ' = 2" + 2 * + ' ' ' 

1 1 1 
+ 2 + 4 + 8 + 

= 12 + 1 
= 13. 

A u f diese Weise ist der moral ische W e r t meiner Hoff-
n u n g au f 13 Tha le r reduzier t u n d das zu zahlende Ä q u i -
va lent dafür au f ebensoviel , was we i t vernünf t iger  er-
scheint, als wenn m a n dasselbe unendl ich grofs macht . " 

B i s h i e r h e r i s t d i e D a r s t e l l u n g d e r f r a g -
l i c h e n L ö s u n g z u u n b e s t i m m t u n d n i c h t e i n -
w a n d f r e i .  W e n n es n ä m l i c h w a h r i s t , d a f s u n s 
d i e S u m m e 2 2 5 n i c h t g r ö f s e r  e r s c h e i n t a l s 2 2 4 , 
so b r a u c h t m a n a u f d i e S u m m e , d i e i c h e r s t 
n a c h d e m 2 4 t e n W u r f e g e w i n n e n k a n n , ü b e r h a u p t 
k e i n e R ü c k s i c h t z u n e h m e n , d a i c h e v e n t u e l l 
s c h - o n v o r d e m 25. W u r f e 2 2 4 — 1 b e s i t z e 1 6 , w a s 

1 6 D ie Zahl 2 2 4 — 1 scheint mi r auf einem I r r t u r n e 
B e r n o u l l i s zu beruhen: bei den Spielbedingungen, wie 
sie o b e n gestellt sind, kann ein solcher Gewinn n i e m a l s 
zum Vorschein kommen. Dies wäre nur dann der Fal l , 
wenn vereinbart ist, dafs Β dem A 1 Thaler zu zahlen hat, 
wenn beim 1. Wur fe K r e u z fäl l t ; hierzu n o c h 2 Thaler, 
wenn auch beim 2. Wurfe, w e i t e r e 4 Thaler , wenn auch 
beim 3. Wur fe K r e u z fäl l t u. s. f. Gel ingt es also dem 
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b e i d i e s e r T h e o r i e m i t 2 2 4 g l e i c h w e r t i g e r -
s c h e i n t . M a n k a n n d a h e r m i t d e m s e l b e n R e c h t e 
s a g e n , m e i n e H o f f n u n g  s e i s t a t t 13 T h a l e r 
d e r e n n u r 12 w e r t . Ü b r i g e n s s a g e i c h d a s 
k e i n e s w e g s , u m d a s P r i n c i p d e s o b i g e n A u -
t o r s a n z u f e c h t e n , d a d a s s e l b e j a a u c h d a s 
m e i n i g e i s t , dafs näml i ch vernünf t ige Leu te das Ge ld 
nach dem Nutzen schätzen sol len, den sie daraus ziehen 
können, v i e l m e h r n u r d e s h a l b , d a m i t n i e m a n d 
d a r a u s V e r a n l a s s u n g n e h m e , ü b e r d i e s e T h e o r i e 
s e l b s t a b f ä l l i g z u u r t e i l e n . G e r a d e d a s s e l b e 
s a g t a u c h d e r b e r ü h m t e C r a m e r m i t d e n n u n -
m e h r f o l g e n d e n W o r t e n , d i e g a n z n a c h u n s e r e m 
S i n n e s i n d . E r f ä h r t  n ä m l i c h so f o r t : 

„ M a n könnte für dasselbe (das Äqu i va len t ) einen 
noch k le ineren W e r t finden, wenn man i rgend eine andere 
Hypothese über den moral ischen W e r t v o n Re ich tümern 
zu Grunde legt. D e n n die soeben angewendete ist keines-
wegs genau r ich t ig , da es wah r sein dürf te,  dafs 100 M i l l i onen 
einem mehr Vergnügen machen, als 10 M i l l i o n e n , wenn 
auch n ich t 10 ma l so v ie l . W e n n man z. B . annehmen 
woll te, dafs der moral ische W e r t der Güter der Quadrat -
wurze l ihres mathematischen Wertes propor t iona l sei, d. h. 
dafs das Ve rgnügen , welches m i r 40 M i l l i onen bereiten, 

A 24 mal hintereinander K r e u z zu werfen, so hat er einen 
Gewinn von: 

1 + 2 1 + 2 2 + · · · + 2 2 3 = 2 2 4 — 1. 
Die m a t h e m a t i s c h e H o f f n u n g  des A ist i n diesem 
Fa l le : 

was gleichfalls mi t der von B e r n o u l l i gegebenen Zahl 
übereinstimmt. Da aber die o b e n fixierten Spielbedingungen 
a n d e r e sind, so ist der ganze E inwur f B e r n o u l l i s durch-
aus h i n f ä l l i g . 
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doppel t so grofs sei als dasjenige, welches m i r 10 M i l -
l ionen machen, so hätte meine moral ische Hof fnung  den 

A b e r diese Gröfse ist noch n i ch t das fragl iche Äqu i -
v a l e n t , denn dieses ist n i ch t ohne weiteres dem Wer te 
der Ho f fnung  gleich, sondern so grofs,  dafs der Schmerz 
über seinen Ve r l us t g le ich ist der moral ischen Hof fnung 
au f das V e r g n ü g e n , welches m i r sein Gewinn berei ten 
würde. Fo lg l i ch mufs (nach unserer Voraussetzung) jenes 
Ä q u i v a l e n t bet ragen: 

also weniger als 3, was z ieml ich ge r ing ist und dennoch, 
w ie ich glaube, der üb l ichen Schätzung näher kommt , 

W e r t : 

2 — Ϋ 2 ' 

als 13." 

Pierer'sche Hofbuchdrnckerei  Stephan Geibel & Co. in Altenburg. 
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