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1. Einleitung

1.1 Marktbasierte Zinsprognosen

Aufgrund der einzel- und gesamtwirtschaftlichen Relevanz von Zinsidnderungen
ist das Interesse von Okonomen, Wirtschaftspolitikern und Praktikern an Zinspro-
gnosen traditionell sehr grof8. Dennoch finden sich in der wissenschaftlichen Lite-
ratur nur relativ wenige Studien, welche die Prognosegiite 6konometrischer und
zeitreihenanalytischer Verfahren auBlerhalb des Stiitzbereichs analysieren. Zweifel
an der Relevanz und Sinnhaftigkeit von Zinsprognosen werden héufig mit einem
Verweis auf die Theorie informationseffizienter Finanzmarkte begriindet. Kritiker
iibersehen allerdings bisweilen, da erfolgreiche Zinsprognosen mit Markteffizienz
vereinbar sein konnen, solange es sich bei den zur Prognose herangezogenen Infor-
mationen um aktuelle Finanzmarktpreise handelt.

Die vorliegende Studie hat zum Ziel, Moglichkeiten der Prognose von Geld-
und Kapitalmarktzinssatzen aufzuzeigen. Dies geschieht im Rahmen einer theore-
tischen Analyse sowie einer breit angelegten empirischen Untersuchung. Die dem
Konzept der Arbeit zugrunde liegende Idee ,,marktbasierter Zinsprognosen wird
von Mishkin wie folgt beschrieben: ,,What is suggested (.. .) is that macro foreca-
sters let the market do the work for them and use the information in current market
prices to generate forecasts“.! Diesem Motto folgend, besteht die hier umgesetzte
und zuvor ausfiihrlich beschriebene Strategie nicht in der Identifikation von ma-
krookonomischen Determinanten der Zinsentwicklung und einer sich daran an-
schlieBenden Zinsprognose unter Nutzung strukturokonometrischer Modelle. Statt
dessen soll das kiinftige Zinsniveau vorhergesagt werden, indem Erwartungen von
Marktteilnehmern, die sich in Zinssédtzen und in der Zinsstruktur widerspiegeln,
unter Anwendung Skonometrischer Verfahren extrahiert und analysiert werden.?

Die methodische Vorgehensweise dieser Arbeit lehnt sich an die Studien von
Hamilton (1988), Sola und Driffill (1994), Kugler (1996), Bekaert, Hodrick und
Marshall (1997a) und Ang und Bekaert (1998) an, in denen die nominale Zinsent-
wicklung sowie gegebenenfalls Zinsdifferenzen als univariate bzw. bivariate Re-
gime-Switching-Prozesse modelliert werden. Modellgestiitzte Zinsprognosen iiber

1 Mishkin (1978), S. 748 - 749. Der Begriff ,,marked-based forecasts* wurde bislang u. a.
von Belongia (1987) verwendet.

2 Zusitzlich motiviert wurde diese Arbeit durch einige neuere Veroffentlichungen, die sich
mit dem Informationsgehalt von Finanzmarktpreisen fiir die Geldpolitik auseinandersetzen.
Vgl. dazu Soderlind und Svensson (1997), Deutsche Bundesbank (1998) und Goodfriend
(1998).
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langere Prognosehorizonte sind in diesen Arbeiten allerdings nicht erzeugt wor-
den.? Die Nutzung des in der Zeitreihenanalyse relativ jungen Regime-Switching-
Ansatzes zur Vorhersage von Zinssétzen 148t sich zweifach begriinden. Zum einen
haben die oben zitierten Arbeiten gezeigt, dal sich Regime-Switching-Modelle
eignen, das zyklische Verhalten von Zinszeitreihen 6konometrisch zu erfassen.
Dariiber hinaus lassen sich mit Regime-Switching-Modellen Markterwartungen
diskreter Ereignisse modellieren, was besonders im Rahmen der oben skizzierten
Prognosestrategie von besonderer Bedeutung sein kann.

1.2 Regime-Switching-Modelle in der Okonomie

Seit ihrer Einfiihrung durch Hamilton (1988, 1989) haben sich Regime-Swit-
ching-Modelle als auBerordentlich hilfreich erwiesen, eine Vielzahl konomisch
relevanter Fragestellungen zu untersuchen. Die in der Literatur zumeist als Mar-
kov-Switching-Modelle oder auch Markov-Regimewechselmodelle bezeichneten
Zeitreihenspezifikationen® sind dabei mittlerweile nicht nur in direkte Konkurrenz
zu traditionellen Ansitzen wie etwa der Box-Jenkins-Modellierung oder den in-
zwischen ebenfalls etablierten VAR- und ARCH-Modellen getreten, sondern las-
sen sich dariiber hinaus mit diesen in vielfaltiger Weise kombinieren, wodurch eine
wesentlich flexiblere und oftmals addquatere okonometrische Modellbildung er-
moglicht wird. Vor diesem Hintergrund mag es verwundern, daf3 die internationale
Literatur nach nunmehr zehnjahriger Forschungstatigkeit immer noch iiberschau-
bar ist und deutschsprachige Arbeiten bislang kaum vorhanden sind.> Auch wurde
Regime-Switching-Modellen bislang nur in wenigen Lehrbiichern der Zeitreihen-
analyse ein eigenstindiges Kapitel eingeriumt.® Einer der Griinde fiir diese geringe
Popularitit kann sicherlich in den relativ aufwendigen Verfahren zur Schitzung
von Regime-Switching-Modellen gesehen werden, die einerseits eine rasche Im-
plementierung erschweren und andererseits auch unter Verwendung schneller
Rechner fiir die Anwender sehr zeitintensiv sind. Fiir empirisch orientierte Makro-
okonomen und Finanzanalysten diirfte der Einsatz von Regime-Switching-Model-
len kiinftig jedoch von zunehmendem Interesse sein, da in der neueren Literatur
(Hamilton (1994), Gray (1996a)) rekursive Schitzverfahren entwickelt wurden,
die eine vergleichsweise unkomplizierte Modellierung und Programmierung erlau-

3 Ang und Bekaert (1998) haben Einschrittprognosen erzeugt, um die Giite der geschitz-
ten Modelle zu beurteilen.

4 In der vorliegenden Arbeit werden die unterschiedlichen Bezeichnungen als Synonyme
verstanden, wobei in Anlehnung an Gray (1996a), Bekaert, Hodrick und Marshall (1997) so-
wie Ang und Bekaert (1998) iiberwiegend der Begriff ,,Regime-Switching-Modell*“ Verwen-
dung findet.

5 Als deutschsprachige Arbeiten liegen der Uberblicksartikel von Krolzig und Liitkepohl
(1995) sowie die Volatilitdtsanalyse von Ahrens (1998a) vor.

6 Vgl. Harvey (1993), Mills (1993), Hamilton (1994).
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ben. In dem Lehrbuch von Kim und Nelson (1999a) werden Regime-Switching-
Modelle mit Zustandsraummodellen (Harvey (1993)) kombiniert. Anhand vieler
Anwendungsbeispiele zeigen die Autoren die Leistungsfahigigkeit dieses neuen
Ansatzes auf und werden damit sicherlich zu seiner Verbreitung beitragen.

Regime-Switching-Modelle wurden in der Vergangenheit zumeist in der Kon-
junkturanalyse eingesetzt. Dabei konnte fiir unterschiedliche Léander gezeigt wer-
den, daB eine endogene Bestimmung von Konjunkturzyklen erfolgen kann, indem
die Wachstumsrate des realen Sozialprodukts oder des Produktionsindex als Re-
gime-Switching-ProzeB spezifiziert wird.” Sehr viel weniger Studien sind der wei-
terfiihrenden Frage nachgegangen, inwieweit sich Prognosen der konjunkturellen
Entwicklung erstellen lassen, indem potentielle Frithindikatoren als Regime-Swit-
ching-Prozesse modelliert werden. Speziell fiir die USA und die Bundesrepublik
Deutschland sind mehrere Friihindikatoren daraufhin untersucht worden, ob sie
den Beginn und das Ende von Rezessionsphasen vorhersagen konnen. Die bislang
verfiigbaren Ergebnisse zeigen, da8 univariate Regime-Switching-Modelle geeig-
net sind, prominente Konjunkturindikatoren zu modellieren sowie eindeutige und
oftmals friihzeitige Konjunktursignale zu erzeugen.® Besonders interessant fiir die
vorliegende Arbeit ist die Tatsache, daf sich die Zinsstruktur dabei als iiberlegener
Langfristindikator erwiesen hat, dessen Signale von Regime-Switching-Modellen
in eindeutige Wendepunktprognosen transformiert werden.® Eine Modellierung der
stochastischen Eigenschaften von Zinssitzen mit Regime-Switching-Modellen ist
daher auch zum Zweck der Zinsprognose naheliegend.

Ein weiteres bedeutendes Einsatzgebiet von Regime-Switching-Modellen ist die
Analyse und Prognose von Volatilitidten auf Finanzmirkten. Eine praktische An-
wendung diirfte hier vor allem bei der Bewertung von Optionen oder bei der Risi-
koeinschitzung im Portfoliomanagement erfolgen. Als maBgebliche Referenz zur
Beurteilung der Leistungsfahigkeit von Regime-Switching-Modellen werden in
diesem Zusammenhang iiblicherweise die mit den populdren und in der Praxis eta-
blierten ARCH und GARCH-Modellen generierten Prognosen herangezogen.'®
Weitere dkonomische Anwendungsgebiete von Regime-Switching-Modellen sind

7 Vgl. hierzu bspw. die Arbeiten von Hamilton (1989), Lam (1990, 1997), Phillips (1991),
Goodwin (1993), Durland und McCurdy (1994), Filardo (1994), Sichel (1994), Kim und Yoo
(1995), Diebold und Rudebusch (1996), Layton (1996, 1998), Krolzig (1997), Raymond und
Rich (1997), Filardo und Gordon (1998), Kim und Nelson (1998), Ahrens (1999a) sowie
Franses und Paap (1999).

8 Vgl. Lahiri und Wang (1994), Hamilton und Perez-Quiros (1996), Hamilton und Lin
(1996), Layton (1997) sowie Ahrens (1999a).

9 Vgl. Lahiri (1995), Lahiri und Wang (1996), Ahrens (1998b) sowie Ivanova, Lahiri und
Seitz (1999).

10 Vgl. u. a. die Beitrdge von Pagan und Schwert (1990), Kaehler (1993), Kaehler und
Marnet (1993), Cai (1994), Hamilton und Susmel (1994), Dahlquist und Gray (1995), De-
wachter (1996), Gray (1996b, 1996¢), Dueker (1997a), Ahrens (1998a), Bollen, Gray und
Whaley (1998), So, Lam und Li (1998) und Klaassen (1999).
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die Modellierung von Aktienkursen,'’ die Wechselkursanalyse und -prognose,l2
sowie diverse makrookonomische bzw. geldpolitische Fragestellungen.'> Weitge-
hend unabhingig von den in dieser Arbeit zitierten 6konometrisch-methodischen
Beitrdgen und empirischen Analysen sind wenige neuere Arbeiten, die das Re-
gime-Switching-Verhalten makrookonomischer Zeitreihen modelltheoretisch fun-
dieren.'

1.3 Aufbau der Arbeit

Das wesentliche Ziel des methodischen Teils (Kapitel 2, 3 und 4) der vorliegen-
den Arbeit besteht darin, eine Einfithrung in die Regime-Switching-Technik zu er-
moglichen und dabei gleichzeitig die Grundlagen fiir den empirischen Hauptteil
der Arbeit zu legen. Im Mittelpunkt steht das populédre und grundlegende Modell
von Hamilton (1988, 1989) sowie das im empirischen Teil eingesetzte First-Order-
Modell von Gray (1996a). Die Darstellung der Modelle erfolgt primér aus der Per-
spektive des anwendungsorientierten Zeitreihenanalytikers und Finanzanalysten,
weshalb eine weitgehende Konzentration auf die grundlegenden Zusammenhénge
sowie die in dieser Arbeit eingesetzten Modellspezifikationen erfolgt. Theoretische
Aspekte wie etwa die Frage nach der Konsistenz und den asymptotischen Vertei-
lungseigenschaften von Schitzern treten demgegeniiber ebenso in den Hinter-
grund, wie die ausfiihrliche Darstellung alternativer Moglichkeiten der Modell-
schitzung.'® Da die vorliegende Arbeit vor allem auf die Prognose von Zeitreihen
ausgerichtet ist, wird auch die Addquanz bekannter Modellspezifikationstests nur
kurz angesprochen.

In Kapitel 2 werden zunichst Vorldufer von Regime-Switching-Modellen sowie
verwandte Modelle dargestellt, um die methodische Entwicklung im Zeitablauf zu
dokumentieren und die konzeptionelle Einordnung von Regime-Switching-Model-
len im Kontext alternativer Ansitze und Verfahren zu ermdglichen. In Kapitel 3
wird das Regime-Switching-Modell von Hamilton (1988, 1989) als Basis aller
weiteren in der Literatur bekannten und implementierten Spezifikationen charakte-
risiert. Weiterhin werden Moglichkeiten seiner Implementierung und Schitzung

11 Vgl. Cecchetti, Lam und Mark (1990), van Norden und Schaller (1993) und Driffill und
Sola (1998).

12 Vgl. Engel (1994), Van Norden (1996), Dewachter (1997), Vigfusson (1997), Dewach-
ter und Veestraeten (1998), Jochum und Kodres (1998) sowie Engel und Kim (1999).

13 Vgl. Evans und Wachtel (1993), Imrohoroglu (1995) Rhee und Rich (1995), Dueker
und Fischer (1996), Hall, Psaradakis und Sola (1997, 1999), Jefferson (1998) und Kim und
Nelson (1999).

14 Vgl. Dillén (1997), Dillén und Lindberg (1998), Azariadis und Smith (1998) sowie
Duan, Popova und Ritchken (1998).

15 Leser, die sich stérker fiir neuere methodische Aspekte interessieren, seien auf das Lehr-
buch von Kim und Nelson (1999) sowie die Arbeiten von Krolzig (1997) und Warne (1996a)
verwiesen.
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dargestellt und spezielle Modellvarianten kurz diskutiert. Schlielich wird die Eig-
nung des Hamilton-Modells zur Prognose von Zeitreihen aufgezeigt. In Kapitel 4
wird das First-Order-Regime-Switching-(FORS-)Modell von Gray (1996a) darge-
stellt. Mit ihm werden samtlichen Analysen des empirischen Hauptteils der Arbeit
durchgefiihrt. Das FORS-Modell hat zwei wesentliche Vorteile, die seinen Einsatz
nahelegen. Zum einen umfafit es aufgrund seiner Flexibilitit sehr viele Markov-
Spezifikationen als Spezialfille, darunter auch das urspriingliche Markov-Swit-
ching-Modell von Hamilton (1988, 1989), das Modell segmentierter Trends von
Engel und Hamilton (1990) sowie das in der Volatilititsanalyse bewahrte Generali-
zed-Regime-Switching-(GRS-)Modell von Gray (1996b, 1996c). Zum anderen
verursacht die Formulierung des FORS-Modells einen vergleichsweise geringen
Programmieraufwand. In seiner rekursiven Struktur dhnelt dieses anwenderfreund-
liche Regime-Switching-Modell dem bekannten GARCH-Modell, was fiir die mit
dieser Spezifikation vertrauten Anwender einen grofien Vorteil darstellt. Da die in
Kapitel 3 dargestellten Grundmodelle als Spezialfille des FORS-Modells betrach-
tet werden konnen, lassen sich inhaltliche Uberschneidungen der Kapitel 3 und 4,
etwa in den Abschnitten zur Modellschitzung und Prognose, nicht immer vermei-
den. Ein vélliger Verzicht auf Uberschneidungen ist vor allem aufgrund der als
notwendig betrachteten dhnlichen Struktur beider Kapitel auch gar nicht beabsich-
tigt. Die methodischen Grundlagen sollen letztlich sowohl das Verstidndnis des em-
pirischen Teils der Arbeit erleichtern als auch dem interessierten Leser Briicken
zur Originalliteratur bauen.

Im zweiten Hauptteil dieser Arbeit (Kapitel 5, 6, und 7) wird aus theoretischer
Sicht der bereits in Abschnitt 1.1 angesprochenen Frage nachgegeangen, ob die
Prognose von Finanzmarktpreisen im allgemeinen und von Zinssétzen im besonde-
ren Okonomisch sinnvoll ist. In Kapitel 5 werden zunichst unterschiedliche
Aspekte der Theorie informationseffizienter Finanzmirkte diskutiert. Ein Uber-
blick iiber theoretische Moglichkeiten der Zinsprognose im Kontext rationaler
Markterwartungen sowie eine Ubersicht iiber bisherige Zinsprognosestudien er-
folgt dann in Kapitel 6. Im Rahmen der dort gefiihrten Diskussion wird auch das
Potential fiir marktbasierte Zinsprognosen erkennbar. Auf diesen Erkenntnissen
aufbauend, wird in Kapitel 7 schlielich gezeigt, wie sich das theoretisch moti-
vierte Peso-Problem unter Anwendung der Regime-Switching-Technik modellie-
ren 14Bt. Kapitel 7 kann daher als Verbindung zum methodischen Teil angesehen
werden.

Im empirischen Hauptteil (Kapitel 8, 9 und 10) werden die untersuchten Zins-
zeitreihen als Regime-Switching-Prozesse modelliert. Dabei kommen eine Viel-
zahl der im Methodenteil dargestellten univariaten und multivariaten Modellspezi-
fikationen zum Einsatz. Unmittelbar im Anschluf} an die jeweilige Modellschit-
zung werden die Resulate der out-of-sample-Prognosen dokumentiert. Die Progno-
segiite wird anhand der bekannten MaBzahlen mittlerer Quadratwurzelfehler (root
mean square error, RMSE) und Theil’scher Ungleichheitskoeffizient (TU) beur-
teilt. Als Referenz fiir die Prognosegiite der ausgewéahlten Regime-Switching-Spe-
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zifikationen werden neben der ,,no-change“-Prognose solche out-of-sample-Pro-
gnosen herangezogen, die mit univariaten ARIMA-Modellen bzw. mit herkommli-
chen Vektorautoregressiven (VAR-)Modellen ohne Regimewechsel generiert wor-
den sind.

In Kapitel 8 werden zunichst die Strategie der Prognoseerstellung sowie die ver-
wendeten Prognosefehlermalle vorgestellt. Kapitel 9 enthilt samtliche Schitz- und
Prognoseergebnisse fiir den Geldmarktzins einschlieBSlich einer graphischen Pro-
gnosefehleranalyse und konkreter ex-ante-Prognosen fiir die Jahre 1997, 1998 und
1999. Eine nahezu identische Struktur weist Kapitel 10 auf, welches die Modellie-
rung und Vorhersage der Umlaufrendite festverzinslicher Wertpapiere zum Inhalt
hat. Dieses Kapitel schliefit mit einem Vergleich kommerzieller Jahresendprogno-
sen fiir 1998 und 1999 ab.

Die Arbeit endet in Kapitel 11 mit einer Zusammenfassung der wesentlichen
empirischen Ergebnisse anhand derer eine Gesamtbeurteilung der vorgestellten
und angewandten Modelle als Instrumente der Zinsprognose vorgenommen wird.
Im Anhang finden sich RATS-4.20-Programmcodes einiger der eingesetzten Re-
gime-Switching-Modelle. Dies erscheint sinnvoll, da bislang nur entsprechende
GAUSS-Programme 6ffentlich verfiigbar waren.



I. Methodische Grundlagen

2. Vorliufer von Regime-Switching-Modellen
und verwandte Modelle

2.1 Strukturbriiche und Regimewechsel in 6konomischen Zeitreihen

Die Schitzung unbekannter Parameter eines zuvor spezifizierten Modells durch
dessen Anpassung an einen Datensatz kennzeichnet die generelle Vorgehensweise
der angewandten Zeitreihenanalyse und Okonometrie. In den meisten empirischen
Arbeiten wird dieses Vorgehen mit der impliziten Annahme verbunden, daf die
Struktur des gewihlten Modells sowie dessen Parameterwerte im Zeitablauf kon-
stant sind, der Datensatz im gesamten Stiitzbereich folglich durch eine einzige
Struktur generiert wurde. Wenngleich die Annahme der Strukturkonstanz oftmals
addquat zu sein scheint, kann sie sich in vielen, 6konomisch besonders interessanten
Fillen als zu restriktiv erweisen. Lucas (1976) hat in seiner Arbeit auf die Bedeu-
tung wirtschaftspolitischer Regimewechsel fiir die 6konometrische Modellbildung
hingeweisen. Transakteure reagieren auf diese Regimewechsel in einer fiir sie opti-
malen Weise, was eine Zeitvariabilitit der Verhaltensparameter im Modell impli-
ziert. Andern sich die Struktur und die Parameterwerte eines Modells infolge oder
in Erwartung wirtschaftspolitischer MaBnahmen, so ist ein sinnvoller Einsatz dieses
Modells zur Prognose oder zur Simulation nicht langer moglich. Als eine Konse-
quenz der Lucas-Kritik sollten die Erwartungen rational handelnder Wirtschaftssub-
jekte in die Modellbildung eingehen. Dabei ist jedoch zu beachten, daB insbesonde-
re Erwartungen iiber kiinftige Regimednderungen schwer zu modellieren sind.

Noch offensichtlicher ist das Problem der Annahme konstanter Modellstrukturen
bei der Analyse von Zeitreihen, die einer direkten Beeinflussung seitens der wirt-
schaftspolitischen Instanzen unterliegen. Im monetdren Kontext ist beispielsweise
an die operative Ausgestaltung der Geldpolitik und deren Auswirkung auf Finanz-
marktvolatilitdten zu denken. So konnte fiir Deutschland gezeigt werden, daf3 die
seit Mitte der achtziger Jahre praktizierte Technik der flexiblen Geldmarktsteue-
rung in einer sehr viel geringeren Zinsvolatilitdt am Markt fiir Tagesgeld resultierte
als die in den siebziger Jahren vorgenommene Grobsteuerung der Geldmarktsitze
mittels Diskont- und Lombardpolitik. Ergdnzende Tests ergaben, dafl vorgenom-
mene geldpolitische Regimewechsel zu Strukturbriichen im stochastischen Proze$
des Tagesgeldzinssatzes gefiihrt haben (Ahrens, Alexander und Wasmund (1995)).
In dhnlicher Weise kann sich der datenerzeugende Proze3 von Wechselkursen 4n-
dern, etwa im Falle von Realignments und Wahrungskrisen.
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Uber die genannten Beispiele fiir Strukturbriiche hinaus konnen die stochasti-
schen Eigenschaften makroGkonomischer Zeitreihen unregelméBigen, sich aber im
Zeitablauf wiederholenden Anderungen unterworfen sein, welche sich nicht unmit-
telbar auf politische Ereignisse oder wirtschaftspolitische Regimednderungen
zuriickfiihren lassen. Das prominenteste Beispiel hierfiir ist die asymmetrische
Entwicklung des realen Sozialprodukts: langanhaltende Phasen gemiBigten
Wachstums werden von kurzen Rezessionsphasen unterbrochen, die sich durch
vergleichsweise hohe und negative prozentuale Verdnderungen gegeniiber der Vor-
periode auszeichnen. Auch das zyklische Verhalten von Zinssétzen kann dahinge-
hend interpretiert werden, daf der datenerzeugende Prozefl in Zinssenkungsphasen
andere Charakteristika — insbesondere einen negativen Trend — aufweist als in Zei-
ten eines anhaltenden Zinsanstiegs. Am Aktienmarkt wiederum lassen sich sowohl
Perioden mit sehr starken Kursschwankungen als auch wenig volatile Phasen beob-
achten. Anderungen im stochastischen ProzeB konnen demzufolge nicht nur das
erste Moment einer Zeitreihe, sondern auch deren Varianz betreffen.

Werden die zuvor exemplarisch genannten Regimewechsel, Strukturbriiche,
Strukturvariabilitdten und Asymmetrien bei der 6konometrischen Modellbildung
nicht beriicksichtigt, so besteht neben der Gefahr von Fehlspezifikationen, die den
Verlust wichtiger Informationen sowie letztlich eine verzerrte Schitzung von Mo-
dellparametern zur Folge haben konnen, auch die von Fehlprognosen.

2.2 Zeitreihenmodelle mit Dummy-Variablen

Die einfachste Variante, in einem 6konometrischen Modell wechselnden Struk-
turen Raum zu geben, besteht im Einsatz von Dummy-Variablen. Das folgende Re-
gressionsmodell mit zeitinvarianten Parametern beschreibe beispielsweise die Be-
ziehung zwischen einer Wertpapierrendite y, und einer erkldarenden Variable x;:

(2.1) ye=bo+bix+e,

wobei €, eine Sequenz unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit
einem Mittelwert von Null und konstanter Varianz sein soll: &, ~ N(0, 0?). Wenn
der Einflu von x auf y in Kursanstiegsphasen nachweislich stirker bzw. schwa-
cher sein sollte als in Zeiten sinkender Kurse, so stellt die strukturkonstante Re-
gressionsgleichung (2.1) eine Fehlspezifikation dar. Durch den Einsatz einer Dum-
my-Variable D,,

D — { 1 fir Beobachtungen in Kursanstiegsphasen
=

0 sonst !

148t sich diesem Problem Rechnung tragen. Das Modell wird damit modifiziert zu

(2.2) yi =bo + (b1 + b1aDi)x; + € .
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Der Effekt von x auf y wird nun in Kursanstiegsphasen mit by, + b, gemessen,
in Zeiten sinkender Kurse mit b,;. Charakteristisch fiir den Dummy-Ansatz ist,
daB die Anderung von Modellparametern zu vorher festgelegten und meist theore-
tisch begriindeten Zeitpunkten bzw. durch vergangene Ereignisse determinierte
Zeitpunkte erfolgt.

Ahnlich wie in der traditionellen Okonometrie lassen sich auch in der Zeitrei-
henanalyse zeitvariable Parameter durch den Einsatz von Dummy-Variablen erzeu-
gen. Die zu modellierenden Strukturbriiche konnen dabei sowohl im Mittelwert als
auch in der Varianz einer Zeitreihe auftreten. Die oben bereits zitierte Analyse von
Ahrens, Alexander und Wasmund (1995) hat gezeigt, daB sich die Volatilitatsdyna-
mik, d. h. die bedingte Varianz h,, des Tagesgeldzinssatzes fiir die Periode von Ja-
nuar 1975 bis Mai 1994 durch die Varianzgleichung eines einfachen ARCH(2)-
Modells beschreiben 1aft:

(2.3) by =bo + b€’ + b, .
Fiir die Parameter wurden folgende Werte geschitzt, die — wie die in Klammern
stehenden r-Werte zeigen — alle auf dem 1-Prozent Niveau signifikant von Null

verschieden sind:’

bo = 0,04(6, 48)

b = 0,33(3,20)
by = 0,49(4,96)
o?=0,25

Die bedingte Varianz h, erklart sich geméfl der Modellschitzung (2.3) aus den
quadrierten Residuen der beiden Vorperioden, wobei dem Einfluf} weiter zuriick-
liegender Schocks ein groferes Gewicht (b, > b;) zukommt. Da sich eine solche
Volatilitdtsdynamik theoretisch nur schwer rechtfertigen 148t, wurde die implizit
aus dem ARCH-Modell (2.3) folgende Annahme einer konstanten unbedingten Va-
rianz

2 _ by
(2.4) o’ = =t —5)
von den o.g. Autoren kritisch hinterfragt. Lamoureux und Lastrapes (1990) haben
in diesem Zusammenhang erstmalig darauf hingewiesen, da3 die hohe Persistenz
in der bedingten Varianz einer Zeitreihe aufgrund von Strukturbriichen in der unbe-
dingten Varianz stark iiberzeichnet sein kann. Wird der Tatsache Rechnung getra-
gen, daf die Zentralbank direkten EinfluB auf das Zinsniveau und die Zinsvolatili-

I An die ersten Differenzen des Tagesgeldzinssatzes wurde zunéchst ein AR(6)-Modell an-
gepaBt, um die White Noise-Eigenschaft der Residuen sicherzustellen. Vgl. dazu Ahrens,
Alexander und Wasmund (1995), S. 24 f.
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tit am Markt fiir Tagesgeld ausiiben kann, und weiterhin beriicksichtigt, daB im
Untersuchungszeitraum einige wesentliche Anderungen im geldpolitischen Instru-
menteneinsatz vorgenommen wurden, so bietet sich eine modifizierte Modelischit-
zung mit zeitvariablem Absolutglied by an, was gemiB (2.4) auch eine zeitvariable
unbedingte Varianz impliziert. Das Ergebnis dieser Modellschatzung ist:

(25) hy =0,13D} +0,42D? + 0,04 D} + 0,512, ,
(3,95) (2,91) (6,38) (4,21)

wobei die t-Werte in Klammern aufgefiihrt sind. Erméglicht wurde die Variabilitat
von by durch die Einfiihrung dreier Dummy-Variablen D;, die jeweils ein bestimm-
tes geldpolitisches Regime représentieren:

D' — { 1 01:1975 bis 03 : 1979

! 0 sonst ’
D? = {1 04 : 1979 bis 02 : 1981

! 0 sonst ’
D} = { 1 03:1981 bis 05 : 1994

! 0 sonst

Die Abgrenzung der drei Regime konnte vor dem Hintergrund eines unter-
schiedlichen geldpolitischen Instrumenteneinsatzes sowie eines fiir die Bundes-
bank verdnderten wahrungspolitischen Umfeldes theoretisch gerechtfertigt wer-
den.? In der ersten Periode (1975 bis 1979) gelang es der Bundesbank, den Tages-
geldzins durch diskont- und lombardpolitische Mafnahmen grob zu steuern. Der
Tagesgeldsatz blieb in dieser Phase zwar meist im Korridor von Diskont- und
Lombardsatz, schwankte aber innerhalb dieses Korridors bisweilen sehr stark. Die
zweite Periode (1979 bis 1981) wird durch einen turbulenten Geldmarkt charakte-
risiert. Vor allem aufgrund von Spannungen im Europdischen Wiahrungssystem
und den damit einhergehenden Interventionsverpflichtungen nahm die Geldmarkt-
volatilitdt stark zu. Der Lombardsatz stellte in dieser Phase nicht langer die Ober-
grenze fiir den Tagesgeldzinssatz dar. Insgesamt hatte die Bundesbank grof3e
Schwierigkeiten bei der Steuerung des Geldmarktgeschehens, wenngleich sie mit
gezielten Mafinahmen (Aussetzung der Lombardgeschifte, Gewahrung von Son-
derlombardkrediten) auf die Entwicklung reagierte. Die letzte Periode (1981 bis
1994) ist durch den zunehmenden und immer weiter verfeinerten Einsatz von Of-
fenmarktgeschéften mit Riickkaufsvereinbarung gekennzeichnet. Mit diesem flexi-
blen Instrument gelingt der Bundesbank seit Jahren eine nahezu exakte Steuerung
des Zinssatzes fiir Tagesgeld, wobei es naheliegenderweise in ihrem Interesse liegt,
die Geldmarktvolatilitdten gering zu halten.

2 Rekursive Strukturbruchtests haben die vorgenommene Einteilung zusitzlich empirisch
untermauert; vgl. dazu Ahrens, Alexander und Wasmund (1995), S. 23.
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Die hochsignifikanten Koeffizienten der Dummys in Schitzgleichung (2.5) deu-
ten auf unterschiedlich hohe unbedingte Varianzen in den Unterperioden hin, was
gegen die Annahme der Strukturkonstanz spricht. Unter Beriicksichtigung der
oben beschriebenen Regimeeigenschaften erscheint die vergleichsweise hohe Vo-
latilitat in der zweiten und die geringe Volatilitit in der dritten Periode ebenso wie
die Mittelstellung der ersten Periode als sehr plausibel. Infolge der modellierten
Strukturbriiche hat sich die gemessene Persistenz in der bedingten Varianz gegen-
tiber der Schitzgleichung (2.3) drastisch reduziert. Wahrend der ARCH-Koeffizi-
ent zur ersten Verzogerung weiterhin signifikant ist und sogar einen hoheren Wert
aufweist, ist der ARCH-Koeffizient zur zweiten Verzogerung insignifikant von
Null verschieden und daher nicht in (2.5) aufgenommen. Hieraus 1dBt sich die
wichtige Erkenntnis ableiten, dafl die Volatilitdt des Tagesgeldzinssatzes in der Tat
zeitvariabel ist. Anders als es im einfachen ARCH-Modell unterstellt wird, tritt sie
jedoch nicht primér in Gestalt autoregressiv bedingter Heteroskedastizitit auf, son-
dern ist vielmehr das Resultat von Strukturbriichen, denen die unbedingte Varianz
im Zeitablauf unterliegt. Die Nichtbeachtung dieser durch geldpolitische Regime-
wechsel erklarbaren Strukturbriiche hat zu einer Uberschitzung der Volatilititsper-
sistenz im einfachen ARCH-Modell gefiihrt, wodurch sich dieses letztlich als
Fehlspezifikation erweist. Weiterhin wird der EinfluB3 der Geldpolitik auf das Aus-
mafl von Zinsvolatilititen durch die Verwendung des strukturkonstanten ARCH-
Modells geradezu verschleiert, obwohl er eigentlich im Mittelpunkt der Analyse
stehen sollte.

Der prinzipielle Nachteil von Dummy-Variablen ist, daB die Zeitpunkte der
Strukturbriiche vor der Schitzung vom Okonometriker bestimmt werden miissen.
Dies impliziert die Gefahr einer inkorrekten Modellspezifikation, anstatt die Daten
selbst ,,sprechen‘ zu lassen. Die deterministische Identifikation vergangener Struk-
turbriiche mit 6konomisch relevanten Ereignissen diirfte dariiber hinaus fiir Pro-
gnosen wenig hilfreich sein, wenn innerhalb des Prognosehorizonts weitere Ande-
rungen des stochastischen Prozesses zu erwarten sind. Es ist daher nach Modellen
zu suchen, fiir die wechselnde stochastische Eigenschaften von Zeitreihen charak-
teristisch sind und die gleichzeitig eine endogene Datierung von Regimewechseln
bzw. wiederkehrenden Strukturbriichen erlauben.

2.3 Modelle mit gemischten Verteilungen

In der Literatur ist hinreichend dokumentiert worden, daB3 die Verteilung vieler
Wertpapierrenditen leptokurtisch ist (Mandelbrot (1963), Fama (1965), Baillie und
Bollerslev (1989)). Grofie prozentuale Verdnderungen gegeniiber der Vorperiode
treten demnach haufiger auf, als dies im Falle der Normalverteilung zu erwarten
wire. Modelle mit gemischten Verteilungen haben sich, neben ARCH und
GARCH-Modellen, als geeignet erwiesen, Leptokurtosis zu modellieren. Unter-
stellt sei im folgenden Beispiel, daf3 die Verteilung von Renditen eines Wertpapiers

3 Ahrens
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durch die Mischung zweier Normalverteilungen beschrieben wird.> Die Wertpa-
pierrendite y, wird unter dieser Voraussetzung mit der Wahrscheinlichkeit p durch
die Normalverteilung N (i1, 0?) und mit der Wahrscheinlichkeit (1 — p) durch eine
weitere Normalverteilung N (i, 03) charakterisiert. Die Kombination beider Ver-
teilungen zu einem Mischungsmodell hat den anschaulichen Effekt, daB die Vertei-
lung mit der héheren Varianz die Enden der Verteilung mit der geringeren Varianz
verstdrkt. Hierdurch entsteht insgesamt eine Verteilung, die gegeniiber der Normal-
verteilung eine hohere Kurtosis aufweist.*

Die Parameter von Mischungsmodellen werden gewohnlich mit der Maximum
Likelihood-Methode geschétzt. Die Dichte von y, wird dabei wie folgt beschrie-
ben:

1 ——m)’ ! 0= p)’
(2:6) f(y')_pﬂ?a. eXP{ 207 }+(l—p) \/z_mzeXp{ 203 }

mit p als konstantem Mischungsparameter. Die Log-Likelihood-Funktion der Mi-
schungsverteilung ist damit:

L(p|1p2’0|y027p|yla"~ny) =
T 2
1 )
In|p exp
@7) 2 [ Vara, { 207

2
+(1 _P) \/;;02 exp{_(y;;%ﬂ'Z) }]

Die Likelihood-Funktion (2.7) weist einige unerwiinschte Eigenschaften auf, so
daB sich beim Einsatz numerischer Verfahren Probleme bei der Maximierung erge-
ben konnen. Insbesondere konnen, da (2.7) unbeschrinkt ist, sogenannte ,,patholo-
gische* Maxima auftreten, d. h. der Funktionswert geht gegen Unendlich. Gray
(19964, S. 10 f.) und Hamilton (1991, S. 27) weisen darauf hin, da3 dieser Fall
speziell dann eintritt, wenn der Mittelwert 1 einer der beiden Verteilungen gleich
der ersten Beobachtung y; und die Varianz o) derselben Verteilung hinreichend
klein ist. In der Literatur werden unterschiedliche Losungsmoglichkeiten vorge-
schlagen, dieses Problem zu umgehen. In empirischen Arbeiten hat sich bewihrt,
die Varianzparameter bzw. das Verhiltnis der beiden Varianzparameter zu restrin-
gieren. Bisweilen werden in Anlehnung an Hamilton (1991) Schétzungen unter
Verwendung bayesianischer a priori-Informationen durchgefiihrt.

3 Die folgenden Ausfiihrungen lehnen sich an die Darstellung von Gray (1996a), S. 2-5
an.

4 Vgl. auch Hamilton (1994a), S. 685 - 688.
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2.4 Switching-Regression-Modelle

Switching-Regression-Modelle stellen eine Verallgemeinerung sowohl des in
Abschnitt 2.2 beschriebenen Dummy-Ansatzes als auch des in Abschnitt 2.3 erldu-
terten Mischungsansatzes dar und konnen deshalb auch als Kombination derselben
aufgefallt werden. Dariiber hinaus werden die von Quandt (1972) und Goldfeld
und Quandt (1972, 1973) entwickelten Switching Regression-Modelle in der Lite-
ratur als direkte Vorldufer der im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit stehenden
Regime-Switching-Modelle angesehen.’

Wihrend in Modellen mit Dummy-Variablen generell nur ein einzelner oder ei-
nige wenige Parameter im Zeitablauf variieren, ist es in Switching-Regression-Mo-
dellen moglich, alle Parameter einschlieBlich der Varianz zeitvariabel zu spezifi-
zieren. Sieht man von einigen &lteren Modellvarianten ab, die nur einen einzigen
Strukturbruch innerhalb des Beobachtungszeitraums erlauben (Quandt (1958,
1960)), so haben Switching-Regression-Modelle aulerdem den Vorteil, daB ein
mehrfacher Wechsel zwischen unterschiedlichen Regimen beliebig oft und zu be-
liebigen Zeitpunkten moglich ist.

Die Zeitpunkte, an denen Strukturbriiche oder Regimewechsel auftreten, unter-
scheiden sich noch in einer weiteren Hinsicht von dem unter 2.2 skizzierten Vor-
gehen, Wihrend sie, wie oben dargestellt, im Dummy-Ansatz vom Okonometriker
im vorhinein festgelegt werden, sind sie im Switching-Regression-Modell unbeob-
achtbar. Die zu einem bestimmten Zeitpunkt relevante Modellstruktur ist damit
ebenfalls unbekannt und stellt aus der Sicht des Okonometrikers eine stochastische
Grofle dar. Hieraus ergibt sich, daB die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Beobach-
tung durch ein bestimmtes Regime oder eine bestimmte Regressionsbeziehung er-
klart werden kann, wie die iibrigen Modellparameter geschatzt werden muf3. Diese
in den folgenden Kapiteln der Arbeit als Regimewahrscheinlichkeit oder Zustands-
wahrscheinlichkeit bezeichnete Variable korrespondiert nahezu exakt mit dem Mi-
schungsparameter der Mischungsverteilungsmodelle aus Abschnitt 2.3 und wird
daher ebenfalls mit dem Symbol p kenntlich gemacht. Da sowohl die Zeitpunkte
als auch die Anzahl der Regimewechsel unbeobachtbar sind, muf3 der Okonometri-
ker lediglich die Anzahl der Regime im Vorhinein festlegen, um ein Switching-Re-
gression-Modell zu schitzen.

Erfolgt eine Spezifikation der anfangs in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Regres-
sionsbeziehung zwischen einer Wertpapierrendite y, und einer erkldrenden Variable
x; als Switching-Regression-Modell, so wird jede Beobachtung der abhingigen Va-
riable y mit der Wahrscheinlichkeit p; durch einen stochastischen Prozef erzeugt,
welcher das Regime i reprisentiert. Stellt nun K die Anzahl der Regime dar
(i=1,...,K), so wird die Regressionsbeziehung zwischen y, und x, wie folgt be-
schrieben:

5 Vgl. Gray (1996a) und Hamilton (1989).

3%
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bor + bux,+¢€,, mitder WS p,
boy + b1ax, + €3, mit der WS p,
(2.8) Vi : : ’

bok + bikx + ek, mit der WS pg

I

wobei

K
i ~ N(0, af) sowie p; mit 0 < p; <1 und Zp; =1.

i=1

Switching-Regression-Modelle vom Typ (2.8) werden, wie auch Mischungsmo-
delle, gewohnlich mit der Maximum-Likelihood-Methode geschatzt. Wird die An-
zahl der Regime K auf zwei festgelegt, so ist die bedingte Dichtefunktion von y,:

(2.9) FOelx) = pfile ) + (1 = pYfa (e lx:)
mit
p1=pund p, =(1-p),

und

— [bor + buxr])z}

202

fiele) =fnli=1) = oo leXP{_(yr

— [bo2 + blzxr])z}

2
205

Aix) =fnli=2) = \/_zexp{‘(y’

als regimeabhéngigen bedingten Verteilungen. Die bereits angedeutete Verwandt-
schaft zu Mischungsmodellen wird auch anhand der Log-Likelihood-Funktion of-
fensichtlich:

L(bol) bOZ) bll)bIZa g, 02,P|}’1,- ~~,yT) =

L 1 —()’t — [bo1 + bu«\fr])2
(2.10) 2 [" Vi ""p{ 27

2
+1-p) | ol sl ).

Ahnlich wie im Falle von Mischungsmodellen kann die numerische Maximie-
rung von (2.10) mit den in Abschnitt 2.3 beschriebenen Problemen. verbunden
sein.
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2.5 Switching-Regression-Modelle mit Markov-Struktur

Eine wesentliche Eigenschaft des im vorangegangenen Abschnitt 2.4 dargestell-
ten Modells ist die Unabhéngigkeit der Regimewahrscheinlichkeit p vom Zustand
der Vorperiode. Im Falle des obigen Beispiels ist somit die Wahrscheinlichkeit,
daB die Wertpapierrendite in (2.8) zum Zeitpunkt ¢ durch eine bestimmte mit dem
Regime 1 korrespondierende Regressionsbeziehung erkldrt wird, unabhingig da-
von, ob dieselbe Regressionsbeziehung die Rendite der Vorperiode ¢ — 1 erklédren
konnte oder nicht. Der hauptsidchliche Beitrag des Aufsatzes von Goldfeld und
Quandt (1973) besteht darin, diese Unzuldnglichkeit aufgehoben zu haben.® Die
Autoren fiihren dazu eine Matrix II ein, welche — zur Vereinfachung seien wieder
nur zwei mogliche Regime oder Modellstrukturen unterstellt — insgesamt vier
Wahrscheinlichkeiten enthilt, die allgemein als Regimeiibergangswahrscheinlich-
keiten bezeichnet werden:’

(2.11) = [”“ 7’2‘] .

T2 722

Das in der Zeile j und der Spalte i(j,i = 1,2) zu findende Matrixelement ;; gibt
dabei die Wahrscheinlichkeit an, daB das System vom Zustand i in den Zustand j
wechseln wird. ) ist somit die Wahrscheinlichkeit fiir die Giiltigkeit von Regime
1 im Zeitpunkt 7, wenn Regime 1 zuvor auch im Zeitpunkt ¢z — 1 vorherrschte. Die
Wahrscheinlichkeit, dal die abhidngige Variable durch die mit dem Regime 2 kor-
respondierende Regressionsbeziehung erkldrt werden kann, ist 7;;, wenn Regime
1 zuvor die abhidngige Variable im Zeitpunkt ¢ — 1 erklarte. Im Falle K = 2 kann
die Darstellung (2.11) vereinfacht werden zu:

@12) M- [(1 oy G

da m; + 72 =1 und m; + 7 = 1. Eine zu (2.12) analoge und in der neueren
Literatur weit verbreitete Darstellung lautet:

Pr(S, = 1|81 = 1] =m

Pr[S, =0|S-1 =1]=(1—-mn)
Pr(S, =0|S,-), = 0] =mp
Pr(S,=1|S-1 =0] = (1 —m2) .

(2.13)

6 Vgl. zu den folgenden Ausfithrungen Goldfeld und Quandt (1973), S. 7 f.

7 Die Formulierung der Ubergangsmatrix (2.11) lehnt sich in dieser Arbeit durchgiingig an
Hamilton (1994, S. 679) an. Es sei darauf hingewiesen, daB in zahlreichen Beitrdgen, darun-
ter auch im Aufsatz von Goldfeld und Quandt (1973, S. 8), die Transponierte der in (2.11)
dargestellten Matrix verwendet wird (vgl. Hamilton (1993, S. 252), Krolzig und Liitkepohl
(1995, S. 179), Gray (19964, S. 6), Rinne (1997a, S. 457)), was auch der gédngigen statisti-
schen Darstellung entspricht.
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Die Variable S, wird dabei als Regimeindikatorvariable oder Zustandsvariable
bezeichnet, wobei in (2.13) der haufig zu findenden Konvention gefolgt wird, dafl
S; entweder den Wert Eins (Regime 1) oder den Wert Null (Regime 2) annimmt.
Es gilt somit: i, =2 — §,, wobei i, das Regime zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Die
Variable S, ist demnach wie das zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ vorherrschende
Regime unbeobachtbar.

Die unter Verwendung von Ubergangswahrscheinlichkeiten erfolgte Erweite-
rung des Switching-Regression-Modells soll zur Konsequenz haben, daf} der die
Variable S; beschreibende Prozef eine Markovstruktur aufweist. Diese ist gegeben,
wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir S, lediglich von S;—; und nicht von
Si—2,...,80 abhdngt, was gemaf (2.13) der Fall ist.® Die in (2.11) und (2.12) dar-
gestellte zeitinvariante Matrix IT wird daher als Ubergangsmatrix der endlichen ho-
mogenen Markov-Kette bezeichnet.”

Die Markov-Eigenschaft hat auch Konsequenzen fiir die Berechnung der Regi-
mezustandswahrscheinlichkeiten. Der (2 x 1)-Vektor der Wahrscheinlichkeiten, daf3
sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einem der beiden Regime befindet, sei mit

(2.14) Py = [1’22]

bezeichnet. Dabei ist pyo(p2o) die Zustandswahrscheinlichkeit fiir das Regime 1
(Regime 2) unmittelbar vor Beginn des Stiitzbereichs, wobei pjg = (1 — p2o). Der
korrespondierende Vektor der Regimewahrscheinlichkeiten zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ ist folglich

(2.15) P, = [ﬁ;] .

Fiir bestimmte Fragestellungen bietet es sich an, die Regimewahrscheinlichkeit
p1; durch folgende alternative Notationen zu beschreiben:

(2.16) Pr(S, = 1|®,) bzw. p1yy,

wobei @, die zum Zeitpunkt ¢ verfiigbare Information bezeichnet. Aus den beiden
Notationen in (2.16) geht damit zusitzlich hervor, welche Informationsmenge der
Berechnung einer Regimewahrscheinlichkeit p;, zugrundeliegt.

Die in (2.11) bis (2.13) spezifizierte alleinige Abhangigkeit des aktuellen Regi-
mes von dem Regime der Vorperiode hat zur Konsequenz, dafl

(2.17) P, =TIP,_,

8 Vgl. Hamilton (1994), S. 678 und Rinne (1997a), S. 445.
9 Vgl. Rinne (1997a), S. 457.



2. Vorldufer von Regime-Switching-Modellen 39

und schlieBlich
(2.18) P, =1I'P, ,

wobei II' die z-Potenz der Ubergangsmatrix ist. Die zu (2.9) analoge bedingte
Dichtefunktion fiir die abhingige Variable y, enthilt nun zustandsabhéngige Regi-
mewahrscheinlichkeiten:

(2.19) fOn |x,) =pifilyele) + (1 - Plt)fZ()’r lxt) = P:fn

mit

=[]

Wird das Element in Reihe j und Spalte i der Matrix II' mit 7',; bezeichnet, so
ergibt sich ein System von Differenzengleichungen: '°

(2.20) me=mry + (-
T = (1 = )7y + gt

mit den Anfangsbedingungen 7}, = mj; und 7, = (1 — 7). Die allgemeine L&-
sung fiir dieses System ist

2.21) [Th] =(7fn+7722—1)'[7r”—1] 1 [l—wn]'

! _
1 m+rp =2 |[1=mn| my+mp-2|1-7m2

Unter Beriicksichtigung von P} = (pio7}| + p2075,, P10}, + p207h,) schlagen
Goldfeld und Quandt (1973) die Maximierung der Log-Likelihood-Funktion:

(2.22) L(boy,bo2, b11,b12,0%,05, pro, Ti1, Talyn, - -, y1) =

Zln (PlLfl e lx) + (1 = pi)plx) = ZIH(P;fr)
t=1

Vor.

Bei dieser Vorgehensweise muf3 jedoch beriicksichtigt werden, da die der Be-
rechnung von L zugrundeliegenden Regimewahrscheinlichkeiten P, = (py,pa,) =
IT'P, unbedingte Regimewahrscheinlichkeiten sind. Cosslett und Lee (1985) wei-
sen in diesem Kontext darauf hin, daB die Verwendung unbedingter Wahrschein-
lichkeiten zwar zu konsistenten Schétzern fiihrt, aber (2.22) dennoch nicht die kor-
rekte Likelihoodfunktion ist. Der Grund hierfiir ist die Vernachldssigung der fiir
Markov-Ketten charakteristischen Eigenschaft, da die Regimewahrscheinlichkeit

10 Vgl. Goldfeld und Quandt (1973), S. 8.
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zum Zeitpunkt ¢ direkt von dem in der Vorperiode ¢ — 1 realisierten Regime abhén-
gig ist und sich iiber den gesamten Stiitzbereich 27 mogliche, einander ausschlie-
Bende Regimepfade ergeben. Cosslett und Lee (1985) stellen als Alternative zu
(2.22) eine Log-Likelihood-Funktion vor, die diesem Umstand Rechnung trégt:

1 1 T T
(2.23) L= ln{ Y [H FaOelx) [T Pr(SilSi-1) Pr(s, )] }
0 $=0 [ =1 =2

Sr=

mit i, = 2 — §,. Die vergleichsweise komplizierte Funktion (2.23) stellt die Summe
wahrscheinlichkeitsgewichteter Dichtefunktionen dar, wobei Pr(S;|S;—,) eine der
vier Ubergangswahrscheinlichkeiten in (2.11) bis (2.13) und Pr(S;) die unbedingte
Regimewahrscheinlichkeit beschreibt.'' Der von Cosslett und Lee verwendete ite-
rative Algorithmus zur Schitzung von (2.23) liegt in modifizierter Form auch den
neueren, im folgenden Kapitel diskutierten Regime-Switching-Zeitreihenmodellen
zugrunde, weshalb eine genauere Beschreibung erst dort vorgenommen werden
soll.

3. Grundlegende Regime-Switching-Modelle
3.1 Einfiihrung

Nach einer zunéchst ausschlieSlichen Anwendung im Kontext 6konometrischer
Strukturmodelle ist die Idee stochastischer Regimewechsel gegen Ende der achtzi-
ger Jahre in die univariate Zeitreihenanalyse integriert worden. In seinem Beitrag
schldgt Hamilton (1989) erstmalig vor, Parameter von autoregressiven Zeitreihen-
modellen als das Ergebnis eines diskreten Markov-Prozesses zu spezifizieren. Ha-
milton versteht seinen Ansatz dabei als methodische Weiterentwicklung der in Ka-
pitel 2.5 skizzierten Arbeiten von Goldfeld und Quandt (1973) und Cosslett und
Lee (1985).> Das gegeniiber den dort vorgestellten Spezifikationen wesentliche
Charakteristikum eines Markov-Switching-Zeitreihenmodells ist in der Aufnahme
von verzogerten Werten der abhidngigen Variable in die Menge der erklarenden Va-
riablen bzw. in der ausschlieBlichen Erkldrung der abhidngigen Variable durch ihre
eigene Vergangenheit zu sehen.'>

Eine naheliegende und intuitiv eingdngige Anwendung von Regime-Switching-
Modellen ist laut Hamilton der Fall instationdrer Zeitreihen, deren durchschnittli-

11 Vgl. hierzu auch Quandt (1988), S. 13 f.
12 Vgl. Hamilton (1989), S. 358.

13 Vgl. Hamilton (1994b), S. 3063. Eine Synthese aus dem Switching-Regression-Modell
von Goldfeld und Quandt (1973) und dem Markov-Switching-Modell von Hamilton (1989)
stellt das neuerdings von Asea und Blomberg (1998) vorgeschlagene Markov-Switching-Pa-
nel-Modell dar.
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che Wachstumsraten gelegentlichen diskreten Wechseln unterliegen. In der 6kono-
mischen Realitdt findet sich dieses Zeitreihenverhalten insbesondere im Verlauf
des Konjunkturzyklus. Variablen zur Messung der gesamtwirtschaftlichen Aktivi-
tdt, wie etwa das reale Sozialprodukt oder Produktionsindizes, durchlaufen sowohl
Phasen eines deutlich positiven Wachstums als auch Perioden, die durch ein eher
geringes Wachstum oder sogar negative prozentuale Verdnderungen gegeniiber der
Vorperiode gekennzeichnet sind. Gegenstand von Hamiltons (1989) Untersuchung
ist daher folgerichtig die Analyse amerikanischer Konjunkturzyklen. In einer wei-
teren Analyse verwendet Hamilton (1988) nahezu die gleiche Markov-Spezifikati-
on, um die Zinsentwicklung in den USA zu modellieren. Eine wesentliche Verin-
derung besteht darin, daf in dieser Untersuchung neben dem Trend auch die Va-
rianz der betrachteten Zeitreihe regimeabhangig formuliert wird.

Wie im Falle der in Kapitel 2 vorgestellten Modelle, ist die Regimevariable S;
auch in Regime-Switching-Zeitreihenmodellen nicht beobachtbar, so da der Oko-
nometriker mit insgesamt drei Problemen konfrontiert ist (Hamilton (1990)): Zu-
néchst ist das Problem der Inferenz beziiglich des zu einem bestimmten Zeitpunkt
relevanten Regimes zu 16sen. Das zweite Problem betrifft die Schatzung der Mo-
dellparameter. Drittens ist der Okonometriker an der optimalen Prognose des kiinf-
tigen Regimes S,,; sowie der Beobachtung y,; interessiert. Regime-Switching-
Modelle haben den groflen Vorteil, dal die Losung des Problems der Regimebe-
stimmung gleichzeitig auch die Losung des Schatzproblems impliziert. Ein weite-
rer Vorteil liegt in der guten Eignung dieser Modelle fiir die Erstellung von Pro-
gnosen. Sowohl das Schétzproblem als auch die Probleme der Regimebestimmung
und der Prognose lassen sich unter Verwendung des von Hamilton (1989) entwik-
kelten Filters 16sen.

Da das Zeitreihenmodell von Hamilton (1988, 1989) den meisten der in den
vergangenen zehn Jahren eingesetzten und zum Teil erheblich modifizierten und
erweiterten Regime-Switching-Modellen zugrundeliegt, soll es in den anschlie-
Benden Abschnitten vorgestellt werden. Die Ausfithrungen lehnen sich dabei
iiberwiegend an die beiden zitierten Originaltexte sowie an den Uberblicksartikel
Hamilton (1993) an. Im folgenden Abschnitt 3.2 werden zunéchst die Eigenschaf-
ten des bereits in Kapitel 2.5 eingefiihrten Markov-Prozesses erster Ordnung né-
her beschrieben. In Abschnitt 3.3 wird der Markov-Prozess auf unterschiedliche
Weise mit autoregressiven Zeitreihenmodellen kombiniert. Die Inferenz beziiglich
des zu einem bestimmten Zeitpunkt relevanten Regimes kann unter Verwendung
eines iterativen Filters erfolgen. Die Darstellung dieses Filters, der auch zur
Schitzung des Modells benétigt wird, ist Gegenstand von Abschnitt 3.4. In
Abschnitt 3.5 wird gezeigt, wie sich im Anschlul an die Modellschitzung aus
den Filterwahrscheinlichkeiten geglittete Regimewahrscheinlichkeiten errechnen
lassen. Letztere ermdglichen eine Inferenz hinsichtlich vergangener Regime und
damit eine ex-post-Identifikation von Regimewechseln. Einige Moglichkeiten
der Modellschitzung sowie Tests zur Auswahl und Giite der geschétzten Modelle
werden in den Abschnitten 3.6 bzw. 3.7 kurz diskutiert. Abschnitt 3.8 zeigt
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schlieBlich, wie sich Prognosen mit Regime-Switching-Modellen generieren las-
sen.

3.2 Eigenschaften des Markov-Prozesses

Wie in Kapitel 2.5 gezeigt, folgt die diskrete Zustands- oder Regimevariable S,
einem Markov-Prozess. S; kann dabei auschlielich die Werte Null oder Eins an-
nehmen.'* Der Ubergang von einem Zustand in Periode ¢ — 1 in einen Zustand in
der folgenden Periode ¢ wurde durch Wahrscheinlichkeiten beschrieben. In Mar-
kov-Ketten sind diese Ubergangswahrscheinlichkeiten ausschlieBlich von dem in
t — 1 realisierten Regime abhingig, was in der ebenfalls in Kapitel 2.5 eingefiihr-
ten Darstellung

Pr[S, =1|S_, = 1] =m,

Pr[S, =0|S_, = 1] = (1 —m)
Pr [S, = 0|S,_| = O] = T2

Pr[S, = 1|S-, = 0] = (1 — mp) .

(3.1)

zum Ausdruck kommt. Wie sich anhand von

E(Sr]Sr—l) = Pr(S, = llsr—l) = (1 - 7"22)(1 = S1) + TS

3.2
32 =1—mn+ (my +m2 —1)S-1

zeigen laBt, ist die in (3.1) formulierte Markov-Kette ein autoregressiver Prozefl
erster Ordnung:

(3.3) S, =0+ S 1 +v t=1,.,T,
mit
¢p=my+mn—1 und =1—mp.

Die Eigenschaften des Storterms v, sind gemaB (3.3) ebenfalls abhingig von
dem in ¢ — 1 realisierten Regime. Im Falle S,_; = 1 gilt:

(3.4) Pr(v,=1—my) =m
PI‘(U,Z—W”) =1—-7'l'||7

wihrend im Falle S,_; =0

14 Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich an Hamilton (1988, S. 388 —389), Hamilton
(1989, S. 360-361) und Harvey (1993, S. 285-287) an.
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(3.5) Pl‘('U, =Ty — 1) = T
Pr(v, = m) =1-mpn

gilt. Die Verwandtschaft von v, mit den aus der traditionellen Zeitreihenan-
alyse bekannten White-Noise-StorgroBen wird anhand von E(u|S.—; =1) =
E(v|Si—y = 0) =0 ersichtlich, was wiederum definitionsgema aus (3.4) und
(3.5) folgt. Dariiber hinaus ist v, unkorreliert mit allen verzdgerten Werten von ;.
Aus (3.4) und (3.5) folgt allerdings auch, daB die StorgroBen nicht unabhéngig und
identisch verteilt sind, da sie vom Regime der Vorperiode abhingig sind.'® Dies
zeigt auch die folgende Beschreibung der bedingten Varianz:

(36) E(U,2|S;_1=1)=7T11(1—7|'11)
E(v,zls,_1 = O) = 1T22(1 - 7I'22) .

Ahnlich wie herkommliche AR(1)-Modelle 148t sich der Markov-Prozess (3.2)
infolge sukzessiver Substitution von verzogerten Werten fiir S, schreiben als:

Si=0+uv)+o O+v-1)+¢* O+u2)+¢ (0+vs)+-
(3.7 9 5 3
=m+vr+¢vr-l + U2t dua
Die Gleichungen in (3.7) spiegeln das bekannte Resultat wider, daf sich endli-
che stationdre AR-Prozesse als unendliche Moving-Average-(MA-)Prozesse repra-
sentieren lassen:'®

o,
1—¢ 4

qul—j ) |¢| <l.

NgE

(3.8) S =

Il
<

Wird der Erwartungswert iiber (3.7) gebildet, so ergibt sich der Mittelwert u des
stationdren Markov-Prozesses,

_ 0 _ 1—71'22
(3.9) E(S')_l—¢_1—7r22+1—-1r” )

der zugleich die unbedingte Wahrscheinlichkeit fiir S, = 1 angibt. Die Stationaritit
des Markov-Prozesses ist sichergestellt, solange sowohl 7, als auch 7, im Werte-
bereich von Null bis Eins liegen. Dies ist definitionsgemaf der Fall, da 7; und ),
Wahrscheinlichkeiten sind. Die unbedingte und zeitinvariante Varianz von v, lau-
tet:

15 Die Zeitreihe v, ist somit zwar ein White-Noise-Proze aber kein strikter White-Noise-
ProzeB; vgl. dazu Harvey (1993), S. 267 —268.

16 Vgl. dazu etwa Hamilton (1994), S. 53 oder Harvey (1993), S. 286.
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(3.10) Var(v,) = E(v}|S, = 1) Px(S, = 1) + E(v|S; = 0) Pr(S, = 0)
’ =m(l —m)p+ mo(l —m2)(1 —p),

und die Autokorrelationsfunktion des Markov-Prozesses wird durch die fiir AR-
Modelle typische Formel wiedergegeben:

(3.11) p(r)=¢", 7=0,1,2,....

3.3 Autoregressive Zeitreihenmodelle mit Markov-Regimewechseln

3.3.1 Das Modell von Hamilton (1988, 1989)

Die zeitreihenanalytische Modellbildung 148t sich erheblich bereichern, wenn
die in Abschnitt 3.2 dargestellte Markov-Struktur mit bekannten univariaten
AR(p)-Modellen kombiniert wird. Dies geschieht, indem ein einzelner, mehrere
oder sogar sdmtliche Parameter regimeabhéngig spezifiziert werden, wobei die Re-
gime unbeobachtbar sind und dem oben beschriebenen Markov-Prozef folgen.

Fiir den Stiitzbereich von 1953 bis 1984 zerlegt Hamilton (1989) die logarith-
mierte Zeitreihe des realen U.S.-amerikanischen Bruttosozialprodukts y; in zwei
Komponenten:

(3.12) yi=n+7z.

Der Bestandteil n, repréasentiert dabei den Trend bzw. die Drift-Komponente des
Sozialprodukts. Wie die ndchste Gleichung zeigt, folgt jedoch — anders als in ge-
wohnlichen Random-Walk-Modellen — dieser Drift-Term einem Markov-ProzeB3:

(3.13) = p(S;) +n-y =ap+ 1S +ny

wobei der stochastische ProzeB fiir S, durch (3.1) beschrieben wird. Eine dkono-
misch sinnvolle Beschreibung der realwirtschaftlichen Entwicklung durch (3.13)
konnte beispielsweise erfolgen, wenn der Trend in konjunkturellen Aufschwung-
phasen einen positiven und in Rezessionsphasen einen negativen Wert annehmen
wiirde. Eine alleinige Modellierung des logarithmierten Sozialprodukts durch
(3.13) hitte allerdings die Implikation, daB sich die Wachstumsrate n, — n,_; aus-
schlieBlich im Falle gelegentlich auftretender diskreter Regimewechsel verdndert.
Um diese Restriktion aufzuheben, wurde in (3.12) die weitere Komponente Z, ein-
gefiihrt, die zusitzlich lineare Abhéngigkeiten zwischen einzelnen Beobachtungen
zuldft.

In Anlehnung an die Arbeiten von Nelson und Plosser (1982) wird z; von Hamil-
ton (1989) als Standard-ARIMA(m,1,0)-Proze8 spezifiziert,
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(3~14) Zr - zr—l = ¢l(2r—l - 21—2) + ¢2(Zr—2 - 21—3) +--+ ¢m(21—m - Zl—m—l) +& )

mit &, ~ N(0,0?). Die Instationaritit der linearen Komponente 7, resultiert damit
aus der Akkumulation stationdrer erster Differenzen,

1
21 = sz mit i = Z - Zr—l .
=1

Der ARIMA-Prozel3 (3.14) besitzt einen Mittelwert von Null, da der Drift be-
reits durch n, modelliert worden ist.

Theoretisch denkbar ist auch, daB allein die Markov-Komponente r, die Insta-
tionaritdt der Ursprungszeitreihe y, erkldrt. Lam (1990) verallgemeinert daher das
Modell von Hamilton (1989) derart, daB z; auch ein stationirer ARMA (m, 0)-Pro-
zeB sein kann. Das logarithmierte Sozialprodukt wird in diesem Fall durch statio-
nidre Bewegungen um einen stochastischen, diskreten Schwankungen unterliegen-
den Trend modelliert.

Wird (3.12) einmal differenziert und (3.14) reformuliert, so ergibt sich

(3.15) =S tu=a+as +z,
o =121 + G222+ OmZeem &1

wobei
W=y~ 5’,*_, .

Eine zu (3.15) dquivalente und hiufig verwendete Modellformulierung ist gege-
ben durch:

(3.16) yi— u(S) = ¢ [}’r—l - ll(st-l)] + &2 [}’1—2 - #(SI—Z)]
+ ot Om [yt-m - /J'(St—m)] +é& -

Charakteristisch an (3.16) bzw. (3.15) ist die Abhingigkeit der Variable y, von
den realisierten Regimen der zuriickliegenden m Perioden. Fiir seine Konjunktur-
analysen hat Hamilton (1989) die Lagordnung m = 4 gewihlt. In Ubereinstim-
mung mit den theoretischen Voriiberlegungen, weisen die von Hamilton geschétz-
ten Parameter oy und «; des Modells (3.15) die Werte —0, 3577 bzw. 1,522 auf.
Dies bedeutet, da3 die vierteljahrige Wachstumsrate des Sozialprodukts im Zu-
stand Null durchschnittlich —0,3577 betragt, wihrend das Sozialprodukt im Zu-
stand Eins um durchschnittlich 1,1643 wichst. Dariiber hinaus sind die geschitzten
Ubergangswahrscheinlichkeiten hoch signifikant, wihrend die autoregressiven Pa-
rameter ¢, und ¢, insignifikant von Null verschieden sind. Hamilton schlieft dar-
aus, daf die Autokorrelation der vierteljahrigen Wachstumsraten besser durch Re-
gimewechsel als durch lineare Autoregression erklirt werden kann.'”
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Zur Modellierung des kurzfristigen U.S.-amerikanischen Zinssatzes r, = y, ver-
wendet Hamilton (1988) ein gegeniiber (3.16) leicht modifiziertes Modell gleicher
Lagordnung, welches zusitzlich eine zeitverdnderliche Varianz und damit regime-
abhingige Heteroskedastizitit erlaubt:

Yo = 1(S1) = b1 [y1 — u(Si-1)] + b2 [y — u(Si-2))]

(3.17)
+ St G [y,_m — ;A(S,._m)] + U(S,)G; y
mit
u(S) = ao+ S, ,
und

a(S) =wo +wiS; .

Laut (3.16) und (3.17) folgt die Zeitreihe y, einem AR(m)-ProzeB, wobei der
Mittelwert, um den sich die Autoregression bewegt, stochastischen Regimewech-
seln unterliegt. Der Okonometriker kann weder S, noch z, beobachten, so daB er
die fiir y, vorliegenden Beobachtungen mit Hilfe des im folgenden Abschnitts 3.4
darzustellenden Filters in Regimewahrscheinlichkeiten transformieren mufl. Da
der Vektor der zu schitzenden Modellparameter A = (ao,a1,02,¢;,¢2, e Op,
mi1,T22) die Wahrscheinlichkeitsdichte f(yy,y2,...,yr; A) des beobachteten Da-
tensatzes charakterisert, ist es die Aufgabe des Okonometrikers, denjenigen Wert
fiir A zu finden, der die Zeitreihe am besten charakterisert, um hieraus Aussagen
tiber erfolgte Regimewechsel ableiten zu kdnnen.

Das in diesem Abschnitt dargestellte Grundmodell von Hamilton (1988, 1989)
wurde bislang unter anderem in den empirischen Arbeiten von Cecchetti, Lam und
Mark (1990), Boldin (1994, 1996), Kaehler und Marnet (1994), Krolzig und Liitke-
pohl (1995) sowie Raymond und Rich (1997) eingesetzt.

3.3.2 Das Modell von Hamilton (1993)

Eine in der Berechnung weniger komplexe und deshalb zu der in Abschnitt
3.3.1 dargestellten Modellklasse auch nicht dquivalente Moglichkeit AR(m)-Pro-
zesse mit Regimewechseln zu modellieren, ist durch die Verwendung folgender
Spezifikation gegeben, die von Hamilton (1993) als Alternative zu (3.17) vorge-
schlagen wird:'®

Yo = w(S) = ¢1 [y — p(S)] + b2 [yi—2 — p(S1)]

(3.18)
ot O [Viem — 1(S)] + 0(S))es

17 Vgl. Hamilton (1989), S. 372.
18 Vgl. Hamilton (1993), S. 236.
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bzw.

(3.19) yi =Y(St) + S1yi—1 + G2 + - .. + Guyi—m + 0(S)er

wobei
YS) =w(S)1—d1—d2— ... — du] -

Wihrend die Beobachtung y, in Modell (3.17) vom aktuellen Regime S; und den
Regimen der Vorperioden S;_;,S;-2,...,S,—n abhingig ist, ist in Modell (3.18) le-
diglich das aktuelle Regime mafgeblich. Die Reformulierung (3.19) zeigt weiter-
hin, daB die mit diesem Modell abgebildete Dynamik einem AR(m)-Prozef mit re-
gimeabhangigen Absolutglied entspricht.

Okonomisch betrachtet implizieren die Modelle (3.17) und (3.18) ein génzlich
unterschiedliches Anpassungsverhalten der Zeitreihe y an Regimewechsel. Im Mo-
dell (3.17) hat ein Wechsel von Regime 1 zu Regime 2 einen einmaligen und per-
manenten Anstieg des Mittelwertes auf sein neues Niveau zur Folge. Der Wert fiir
Yi4; wird fiir alle j um (uy — p) Einheiten ansteigen. Dagegen erreicht der Mittel-
wert im Modell (3.18) infolge eines Wechsels von Regime 1 zu Regime 2 nur all-
mihlich sein neues Niveau. Der Wert fiir y,,; wird hier infolge des Regimewech-
sels um (1 + ¢+ ¢* +...¢/)(u2 — p1) Einheiten ansteigen. Dessen Auswirkun-
gen akkumulieren sich im Zeitablauf, dhnlich wie im Falle eines permanenten
Schocks in €,. Im Hinblick auf die Beschreibung makrodkonomischer Zeitreihen
und die Modellierung von Finanzmarktdaten hilt Hamilton (1993) das Modell
(3.17) allerdings prinzipiell fiir geeigneter. Tatsdchlich dominiert diese Spezifika-
tion die in der Literatur dokumentierten empirischen Arbeiten.

3.3.3 Die Klassifikation von Krolzig und Liitkepohl (1995)

Die Beitrage von Krolzig und Liitkepohl (1995) und Krolzig (1997) haben auf-
grund ihrer theoretischen Analyse von Vektorautoregressiven (VAR-) Modellen
mit Markov-Regimewechseln mafigeblich zur Entwicklung und konzeptionellen
Einordnung von multivariaten Regime-Switching-Modellen beigetragen. Um in
der Terminologie eine eindeutige Unterscheidung der in den Abschnitten 3.3.1 und
3.3.2 dargestellten Grundmodelle von Hamilton zu gewéhrleisten, ist von den Au-
toren das in Tabelle 3—1 dargestellte Klassifikationsschema entwickelt worden,
welchlgs sich im empirischen Teil dieser Arbeit als besonders hilfreich erweisen
wird:

19 Vgl. auch Krolzig (1997), S. 14.
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Tabelle 3-1
Klassifikation von Markov-Switching-VAR-Modellen
nach Krolzig und Liitkepohl (1995)
MSM-Spezifikation MSI-Spezifikation
1 variabel 4 invariant ~ variabel 7 invariant
é; o invariant MSM-VAR lineares MVAR MSI-VAR lineares VAR
invariant
o variabel MSMH-VAR MSH-VAR MSIH-VAR MSH-VAR
é; o invariant MSMA-VAR MSA-VAR MSIA-VAR MSA-VAR
variabel
o variabel MSMAH-VAR MSAH-VAR MSIAH-VAR MSAH-VAR

Quelle: Krolzig und Liitkepohl (1995), S. 184.

Das in 3.3.1 beschriebene Modell mit regimeabhingigem Mittelwert wird da-
nach als MSM-(Markov-Switching-Mean-)AR(m)-Modell bezeichnet. Die in 3.3.2
dargestellte Spezifikation ist demgegeniiber ein MSI-(Markov-Switching-Inter-
cept-Term-)AR(m)-Modell. Allgemein wird ein AR(m)-ProzeB, dessen Absolut-
glied stochastischen Regimewechseln unterliegt, folglich als ein MSI(K)-AR(m)-
Pozef3 bezeichnet, wobei K die Anzahl der moglichen Regime angibt.

Uber die mit den bislang vorgestellten Modellvarianten erzielte Flexibilitit hin-
aus konnen siamtliche Parameter von Regime-Switching-Modellen, einschlieBlich
die AR-Koeffizienten ¢, regimeabhingig sein. In solchen Fillen wird gemif ob-
iger Klassifikation von MSA-(Markov-Switching-Autoregressive-Parameters-)
Modellen gesprochen. Analog wird eine regimabhingige Varianz durch den Buch-
staben H fiir ,heteroskedasticity* gekennzeichnet, so da8 Modelle mit dieser Ei-
genschaft MSH-Modelle sind.

3.3.4 Das Segmented-Trend-Modell von Engel und Hamilton (1990)

Eine vergleichsweise unkomplizierte Modellspezifikation ohne autoregressive
Komponenten wurde von Engel und Hamilton (1990) benutzt, um die langfristige
Entwicklung von Wechselkursen zu modellieren:

(3.20) ye = p(S) + o(Sp)er -

In diesem Modell, welches dem in Kapitel 2.3 vorgestellten Mischungsmodell
sehr stark dhnelt, sind sowohl der Mittelwert als auch die Varianz ausschlieBlich
vom aktuellen Regime abhingig.?® Es kann als Spezialfall beider in den Abschnit-
ten 3.3.1 sowie 3.3.2 dargestellten Modelle, also als MSI(2)-AR(0) bzw. als
MSM(2)-AR(0), aufgefalt werden.

20 Vgl. dazu die Ausfiihrungen auf den Seiten 33 f.
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Nicht allein aufgrund seiner geringen Komplexitit, sondern sicherlich auch auf-
grund seiner hiufig dokumentierten Leistungsfahigkeit erfreut sich das Segmen-
ted-Trend-Modell?! einer grofen Beliebtheit. Engel und Hamilton (1990) sowie
Engel (1994) zeigen, daf} eine Vielzahl bilateraler Wechselkurse einem Regime-
Switching-Prozefl vom Typ (3.20) folgen. Dabei ist in den meisten Fillen einer der
Mittelwerte signifikant positiv und représentiert langer anhaltende Phasen der Auf-
wertung gegeniiber der jeweiligen Referenzwahrung. Der zweite Mittelwert ist
demgegeniiber negativ und charakterisiert entsprechend die Abwertungsphasen.
Auch die beiden jeweils geschitzten regimeabhédngigen Varianzen unterscheiden
sich zum Teil betriéichtlich voneinander. Das Segmented-Trend-Modell ist bislang
unter anderem in den empirischen Analysen von Kaehler und Marnet (1993), Lahi-
ri (1995), Lahiri und Wang (1994, 1996), Layton (1996), Gémez-Puig und Montal-
vo (1997), Driffill und Sola (1998) sowie Ahrens (1998b, 1999a) eingesetzt wor-
den.

3.4 Filter-Inferenz iiber unbeobachtbare Regime,
dargestellt anhand des MSM(2)-AR(1)-Modells

3.4.1 Grundproblematik

Unter Verwendung des in diesem Abschnitt vorgestellten Filters kann aus den zu
einem Zeitpunkt t verfiigbaren Beobachtungen (yi,y,,...y;) eine Inferenz hin-
sichtlich des zum Zeitpunkt ¢ relevanten Regimes erfolgen.”” Im konkreten Fall
der in 3.3.1 beschriebenen Konjunkturanalyse wird mit dem Filter die Wahrschein-
lichkeit dafiir berechnet, dafl sich die Volkswirtschaft aktuell in einer Rezession
bzw. einem Boom befindet. Es sei dazu im folgenden unterstellt, dal die Daten
durch einen AR-Proze vom MSM(2)-Typ (3.16) mit stochastisch wechselndem
Mittelwert p erzeugt werden,

(3.2]) ()’r - N(St)) = ¢l (yr—l - /J'(S/—l)) +ér,

wobei die Autoregression hier eine Lagordnung von lediglich Eins besitzt und
der Prozef fiir die Regimeindikatorvariable S, wie gewohnt durch (3.1) beschrie-
ben wird. Wenngleich in der Realitdt die Parameter des Regime-Switching-Mo-
dells aufgrund der vorliegenden Beobachtungen geschitzt werden miissen, sei zu-
nachst zur didaktischen Vereinfachung unterstellt, daB der Parametervektor
A= (p1, w2, 0%, 1, Ty, T2) mit y; = p(S; = i) dem Okonometriker bekannt ist.

21 Gebréuchlich ist auch die Bezeichnung ,.hidden Markov-chain model; vgl. dazu Krol-
zig (1997), S. 14.

22 Zu den folgenden Ausfithrungen vgl. Hamilton (1988), S. 390-391, Hamilton (1989),
S. 367-368, Hamilton (1993), S. 237 -240 sowie Krolzig und Liitkepohl (1995), S. 179 -
180.

4 Ahrens
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Selbst angesichts bekannter Parameter verbleibt immer noch die Frage, welches
der beiden Regime zu einem bestimmten Zeitpunkt die beobachteten Daten erkla-
ren kann. Da das gegenwirtige Regime S; sich nicht direkt beobachten 148t, erfolgt
die Inferenz, indem die Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden zum Zeitpunkt t mog-
lichen Regime bestimmt werden. Im Falle zweier moglicher Regime ist folgende
Filterwahrscheinlichkeit zu errechnen:

(3.22) Pr(Si = 1ynyi—1,- -,y A) -

Der Ausdruck (3.22) stellt die bislang unter der Notation p;, bekannte Wahr-
scheinlichkeit dar, daB3 sich der Prozess zum Zeitpunkt 7 in Regime 1 befindet, wo-
bei gilt: Pr(S, = 0) = 1 — Pr(S, = 1).”* Die Informationsmenge, die dieser Aussa-
ge zugrundeliegt, enthilt die zum Zeitpunkt ¢ verfiigbaren Beobachtungen der Zeit-
reihe y sowie den als gegeben betrachteten Parametervektor A, der in der anschlie-
Benden formalen Darstellung nicht ldnger explizit beriicksichtigt wird.

Um Aussagen iiber die Regimewahrscheinlichkeiten fiir S, ableiten zu konnen,
verwendet Hamilton (1988, 1989) in Anlehnung an Cosslett und Lee (1985) einen
iterativen Filter. Die Iteration r bedient sich dabei der zum Zeitpunkt ¢ bekannten
Beobachtungen von y und der im vorherigen Iterationsschritt erfolgten Inferenz
tiber S,_;, welche wiederum auf den zum Zeitpunkt ¢ — 1 vorliegenden Beobach-
tungen von y und der Inferenz iiber S,_, basiert usw. In beiden Iterationsschritten
erfolgt die Inferenz auf der Grundlage desselben Parametervektors. Der Unter-
schied liegt allein darin, daB8 im zweiten Iterationsschritt eine zusétzliche Beobach-
tung genutzt wird. Formal dargestellt ist Pr(S,—,|y;~1,y1-2,...,y1) der Input und
Pr(S|ys; Yi~1,- -, y1) der Output des Hamilton-Filters, wobei die bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung f(y;|y:—1, yi—2, - - -, ¥1) als Begleitprodukt der Filterproze-
dur abfillt. Letzteres erweist sich fiir die Modellschétzung als duBlerst vorteilhaft,
da sich hieraus die bedingte Log-Likelihood-Funktion errechnen 148t, durch deren
Maximierung sich schlielich die Parameterwerte ermitteln lassen. Nach der er-
folgten Modellschitzung liegt dem Anwender eine Zeitreihe vor, welche die fiir
jeden Zeitpunkt des Stiitzbereichs berechnete Filterregimewahrscheinlichkeit
(3.22) enthalt.

Die konkrete Berechnung von Regimewahrscheinlichkeiten des Typs (3.22) soll
in zwei Schritten veranschaulicht werden. Zunichst wird gezeigt, wie eine Inferenz
speziell zum Zeitpunkt ¢ = 2 erfolgen kann. Anschlieend werden einige Erkennt-
nisse dieses Spezialfalls verallgemeinert, indem ein Algorithmus vorgestellt wird,
mit dem sich, unter rekursiver Anwendung eines nichtlinearen Filters, Regime-
wahrscheinlichkeiten zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ ermitteln lassen.

Die Komplexitit sowohl der Filterprozedur als auch der Modellschitzung erhéht
sich erheblich mit einer zunehmenden Anzahl an Regimen. Fiir MSM-Modelle
steigt die Komplexitidt mit der Hohe der gewéhiten Lagordnung an. Auf eine allge-

23 Vgl. Kapitel 2, S. 38.
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meine Darstellung des Filters fiir MSM(K)-AR(m)-Modelle soll an dieser Stelle
dennoch verzichtet werden. Der interessierte Leser sei diesbeziiglich auf Hamilton
(1993) verwiesen. Fiir den Spezialfall des MSM(2)-AR(4)-Modells wird der Filter
in Hamilton (1988, 1989) beschrieben.

3.4.2 Berechnung von Regimewahrscheinlichkeiten
zum Zeitpunkt t = 2

Die Regimewahrscheinlichkeit (3.22) 148t sich durch einen im Zeitpunkt ¢ = 1
startenden rekursiven Filter berechnen, wobei die in Abschnitt 3.2 hergeleitete un-
bedingte Regimewahrscheinlichkeit

l-1r22

(3.23) PrS =0 =G=m s (=)

als Startwert dient. Als erster Schritt der Rekursion ist die Regimewahrscheinlich-
keit in Periode 2 in Abhingigkeit vom Startwert zu ermitteln. Da die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten 7;; und m,; als bekannt vorausgesetzt werden, 148t sich die
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von S; und S, durch die Anwendung
des allgemeinen Multiplikationssatzes berechnen:

(324) Pl‘(S],Sz) = PI‘(S2|S|) . Pl'(S]) .

Dabei wird in (3.24) die Markov-Eigenschaft ausgenutzt, dal sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir S| aus dem Regime der Vorperiode ergibt. Der erste Term auf
der rechten Seite enthilt die vier Ubergangswahrscheinlichkeiten. Da es insgesamt
vier mogliche Kombinationen von S; und S, gibt, liefert auch der Ausdruck (3.24)
vier Wahrscheinlichkeiten, die jeweils im Wertebereich zwischen Null und Eins
liegen und in der Summe Eins ergeben. Hierbei ist zu beachten, daB diese vier
Wahrscheinlichkeiten unbedingte Wahrscheinlichkeiten sind, da sie nicht von den
Beobachtungen y, und y; abhidngen. Die Wahrscheinlichkeit, daB sich der Prozef3
sowohl in Periode 1 als auch in Periode 2 in Regime 2 befindet, wird beispielswei-
se wie folgt berechnet:**

I —my
(I=mn)+ (1 —=mp)

(325) PI‘(SZ = 0, Sl = O) =T

Weiterhin ist dem Okonometriker die regimeabhingige Verteilung der Variable
y zu den Zeitpunkten ¢ = 1 und ¢ = 2 bekannt, so daf} sich hieraus die gemeinsame
durch S; und S, bedingte Verteilung zweier aufeinanderfolgender Beobachtungen
berechnen 148t:

24 Es sei daran erinnert, da3 Regime 2 durch S, = 0 représentiert wird, da der Konvention
iy =2 — S, gefolgt wurde.

4%
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(326) Omnl51 53 = 5 15T Hexp{ 4[0 — uts) 01 - wis) 2 [ 22 24N [}

wobei

2= (/-0 9]

die Varianz-Kovarianzmatrix zweier nachfolgender Realisationen eines AR(1)-
Prozesses darstellt. Auch der Ausdruck (3.26) besteht aus insgesamt vier Kompo-
nenten, wobei wieder jeweils eine Komponente einer bestimmten Kombination
von S| und S, zuzuordnen ist. Als nidchster Schritt 148t sich nun durch die Multipli-
kation von (3.24) mit (3.26) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von Zu-
stinden und Beobachtungen berechnen:

(3.27) F2,31,52,81) = f(y2,0152,81) - Pr($2,81) .

Ausdruck (3.27) setzt sich wiederum aus vier Bestandteilen zusammen, wobei
deren Summe die unbedingte gemeinsame Dichte von y; und y, ergibt:

1 1
(3.28) Fouy) =3 Y fO2,01,5,8) -

$1=0$,=0

Eine durch die Beobachtungen y; und y, bedingte Inferenz iiber die Regime in
den ersten beiden Perioden ist méglich, indem nach dem Satz iiber bedingte Wahr-
scheinlichkeiten (3.27) durch (3.28) dividiert wird:

f(yZayl)SZysl)
3.29 Pr(S:,S1|y2, ) =—————7— .
() (52, Siba) F2,31)

Die vier Bestandteile der bedingten Dichte (3.29) lassen sich nun nutzen, um die
spezifischen Regimewahrscheinlichkeiten in # = 2 zu errechnen. Die Wahrschein-
lichkeit, da3 die Beobachtung y, durch den das Regime 1 représentierenden stoch-
astischen Prozef erzeugt wird, ist beispielsweise:

(3.30) Pr(S; = lly2,y1) = Pr(S; = 1,81 = 1ly2,»1) + Pr(S2 = 1,8, = 0lyz, »1) .

3.4.3 Berechnung von Regimewahrscheinlichkeiten
zu einem beliebigen Zeitpunkt t

Nachdem oben gezeigt wurde, wie die Regimewahrscheinlichkeit
Pr(S:|ys, y1-1,-- -, y1) fiir £ = 2 unter Beriicksichtigung der unbedingten Regime-
wahrscheinlichkeit in ¢ = 1 berechnet werden kann, soll nun in einer dhnlichen
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Weise die allgemeine Regimewahrscheinlichkeit Pr(Sy 1 |ye+1, e, Yi—1,---,y1) un-
ter Verwendung von Pr(S;|y:, y—1,-..,y1) fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ inner-
halb des Beobachtungszeitraums bestimmt werden. In den folgenden Schritten
wird dazu die iibersichtliche Notation ¥, = {y:,y:_1, ..., y1 } verwendet.

Analog zu (3.24) werden die Berechnungen mit

(3~31) PT(Sr+1,Sr|5’:) = PT(Sr+1 |Sn)~’r) . Pr(S,b":,) = PI‘(S,.H 1S) - Pr(S,|S),)

gestartet, wobei in der letzten Gleichung von (3.31) die Eigenschaften des Mar-
kov-Prozesses erster Ordnung genutzt werden. Der erste Term auf der rechten Seite
stellt eine Ubergangswahrscheinlichkeit aus (3.1) dar, wihrend der zweite Term
das Filter-Ergebnis des vorherigen Iterationsschrittes ist. Als nichstes wird die be-
reits verfiigbare bedingte Dichte,

2
- 1 - [Yr+l — (Si11) — &1 ()’: - N(Sr))]
(3‘32) f()’z+l |Sl+lehyl) = manP 202 s
mit (3.31) multipliziert:
(3.33) FOrea1s Seers Sil31) =f()’r+l NS AR PI‘(St+l»Sr|5’r) .

Die vier Komponenten von (3.33) werden dhnlich wie in (3.28) aufsummiert:
1 1
(3~34) f()’r+l|5’r) = Z Zf(yl+lyst+l)sllj)!) .

SI+| =0 Sr =0

AnschlieBend wird (3.33) durch (3.34) dividiert,

< SOre1,Sew1, S, [91)

3.35 Pr(Si+1, S, =

( ) (Se415 St|F141) 1)

so daB fiir eine Bestimmung der Regimewahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ + 1
wie in (3.30) lediglich noch die Berechnung von

1
(3.36) Pr(Si1[Fisr) = Y Pr(Seet, Silis1)
§;=0

erfolgen mufl. Wird das beschriebene Vorgehen rekursiv angewandt, so kann fiir
einen gegebenen Datensatz die Filterwahrscheinlichkeit (3.36) zu einem beliebigen
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Zeitpunkt ¢ berechnet werden. Als Informationen stehen dabei ausschlieBlich die
Beobachtungen der Variablen y bis zum Zeitpunkt ¢ sowie das Ergebnis des jeweils
vorherigen Iterationsschrittes zur Verfiigung.

3.5 Geglittete Regimewahrscheinlichkeiten

Gegenstand von Abschnitt 3.4 war die Ermittlung von Filterwahrscheinlichkei-
ten hinsichtlich des zum Zeitpunkt ¢ vorherrschenden Regimes. Die Inferenz ba-
sierte dabei auf den in ¢ verfiigbaren Daten der Zeitreihe y. Alternativ kann der
Okonometriker unter Ausnutzung der gegenwirtig vorhandenen Informationen
aber auch an einer Aussage iiber ein zu einem vergangenen Zeitpunkt ¢ — r vor-
herrschenden Regime bzw. erfolgten Regimewechsels interessiert sein. Fiir viele
Anwendungen ist es speziell von Interesse, welches Regime zum Zeitpunkt ¢ vor-
lag, wenn sich die Inferenz auf den gesamten verfiigbaren Datensatz stiitzt, ein-
schlieflich der zu den Zeitpunkten ¢+ 1..T gewonnenen Beobachtungen der
Stichprobe. Ein prominentes Beispiel fiir solche Anwendungen ist die Identifikati-
on von Konjunkturwendepunkten. Die iiber vergangene Regimewechsel informie-
rende Wahrscheinlichkeit wird in der Literatur als ,,gegléttete* (full-sample smoo-
thed) Regimewahrscheinlichkeit Pr(S:|yr,yr-i1,-.-,¥1,--.,¥1) = Pr(S:[yr) be-
zeichnet.

Es sei zunichst angenommen, daB (3.35) mit Pr(S.2,S:41) und f(y142/Si+2,
Si+1,yr+1) multipliziert wird:

(3-37) f(yt+2ySI+2)Sl+lySI|5’1+I) = PT(SI+17SI|S’1+1) 'PT(SI+2|SI+1) 'f(y1+2|sl+21SI+l 7,V/+1) .

Wird nun (3.37) durch die fiir ¢ + 2 kalkulierte Dichte vom Typ (3.34) geteilt,
ergibt sich

()’/+2, Si4+25 St41, S IS’:+I )

- f
3.38 Pr(Si+2,8+1,S:, = —
( ) (Ses2s See 81 [ra2) f()’t+2|)’r+l)

Aus der Summe iiber die Zusténde zum Zeitpunkt ¢ + 1 ergibt sich dann:

1
(3.39) Pr(S1428:[Fr42) = Z Pr(S42, Sr41, St [Prs2) -
S:+l=0

Ein in dieser- Weise fortgesetztes rekursives Vorgehen ermoglicht die Berech-
nung von Pr (S,+,~+1 , S |Sf,+,~+;) unter Riickgriff auf das Ergebnis des vorherigen Re-
chenschrittes Pr(S;4/, S[9r+):
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1

PT(S:+j+l,Sr|5’r+j+l) = Z {Pr(5r+j,5t|5’r+j) . PI’(Sr+j+1 |Sr+j)
(3.40) =0

xf (Yr+j+| IS/+j+l y Sr+j7)’t+j) }/f ()’/+j+1 ]5’1+j) .

Am Ende der Rekursion liegt schlieBlich Pr(Sr, S;|[j7) vor, so da zur Berech-
nung der geglatteten Regimewahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ nur noch tiber Sy
aufsummiert werden muf:

1
(3.41) Pr(S/|r) = ) Pr(Sr,Si[5r)-
Sr=0

Obwohl in der Literatur hdufig zu finden, muB eine Glattung nicht iiber den ge-
samten Stiitzbereich erfolgen. Hamilton (1989) berechnet zur nachtréglichen Iden-
tifikation von Konjukturphasen die Zeitreihe der iiber vier Perioden geglitteten
Regimewahrscheinlichkeit Pr(S; = Oly, yr41,-.-,yr44). Da fiir das Regime Null
ein negativer Mittelwert geschitzt wurde, kann Pr(S; = O|y:, yr+1,- - -, Yr+4) Oko-
nomisch als Rezessionswahrscheinlichkeit interpretiert werden.”> Anhand einer
graphischen Darstellung dieser Zeitreihe zeigt Hamilton, dafl die Rezessionswahr-
scheinlichkeit gerade an den Zeitpunkten deutlich iiber fiinfzig Prozent liegt, die
innerhalb von Perioden liegen, welche das National Bureau of Economic Research
(NBER) als Rezessionen identifiziert hat.”®

Dariiber hinaus identifiziert das MSM-AR(4)-Modell samtliche Konjunkturwen-
depunkte der Nachkriegszeit. Hamilton schlieit dabei auf einen Konjunkturwende-
punkt, wenn die iiber den gesamten Stiitzbereich geglitteten Regimewahrschein-
lichkeiten einen Regimewechsel anzeigen: steigt die Wahrscheinlichkeit Pr(S, =
Olyt, Y41, - - -, y7) zu einem bestimmten Zeitpunkt von weniger als fiinfzig Prozent
auf mehr als fiinfzig Prozent an, ist dies folglich das modellendogene Datum des
Rezessionsbeginns. Nach allgemeiner Auffassung kennzeichnet dieses Datum zu-
gleich einen konjunkturellen Hochpunkt.?’ Ein konjunktureller Tiefpunkt bzw. das
Ende der Rezession wird endogen fiir diejenigen Zeitpunkte datiert, an denen die
Rezessionswahrscheinlichkeit von mehr als fiinfzig Prozent auf weniger als fiinfzig
Prozent zuriickgeht. Bis auf zwei Ausnahmen betrdgt die Differenz zwischen den
modellendogen identifizierten Wendepunkten und den vom NBER klassifizierten
Wendepunkten maximal ein Quartal.”® Die hervorragende Eignung von Regime-
Switching-Modellen zur ex-post-Datierung von Wendepunkten wird auch in der
Mehrzahl der auf Seite 45 f. zitierten Arbeiten bestitigt.?

25 Zu den Ergebnissen der Modellschétzung vgl. S. 45 der vorliegenden Arbeit.
26 Vgl. Hamilton (1989), S. 373 — 374 sowie Hamilton (1994a), S. 697.

27 Vgl. dazu bspw. Zarnowitz (1995), S. 260, 276.

28 Vgl. Hamilton (1989), S. 374.
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Ein alternativer Glattungsalgorithmus zu dem oben dargestellten wurde von
Kim (1994) vorgeschlagen. Der Kim-Algorithmus kann als riickwirts iterierender
Filter interpretiert werden, da er im Gegensatz zum Hamilton-Filter mit der Be-
rechnung von S startet. Er nimmt deutlich weniger Rechenzeit in Anspruch und
wird deshalb hiufig in empirischen Arbeiten angewandt.*® Auf seine Beschreibung
soll an dieser Stelle verzichtet werden, da in Kapitel 4 ein dhnlich effizienter Glat-
tungsalgorithmus wie der von Kim (1994) vorgestellt wird.

3.6 Moglichkeiten der Modellschitzung

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, wie unter Verwendung der
aktuell verfiigbaren Information ®, = y, eine Bestimmung der Wahrscheinlichkeit
Pr(S;|3,) fiir die unbeobachtbare Regimevariable S, vorgenommen werden kann.
Darauf aufbauend wurde eine Methode beschrieben, mit der gegléttete Regime-
wahrscheinlichkeiten Pr(S;|9,) unter Beriicksichtigung von ®, mit r<T berechnet
werden konnen. Die unbekannten Parameter, die im Falle des oben zugrundelie-
genden MSM(2)-AR(1)-Modells durch den Vektor A = (¢, 02, u1, 2, mi1, 7r22)' be-
schrieben werden, sind dabei aus didaktischen Griinden als bekannt vorausgesetzt
worden. In der Realitit ist A jedoch nicht bekannt und muf demzufolge in empiri-
schen Anwendungen auf der Basis verfiigbarer Informationen geschatzt werden.

Genenerell erfolgt die Schiatzung von Regime-Switching-Modellen wie auch die
Schitzung der in Kapitel 2 dargestellten Modelle unter Anwendung der Maxi-
mum-Likelihood-Methode. Die Likelihood-Funktion wird dabei implizit aus der
unter 3.4 beschriebenen Filter-Inferenz gewonnen, da die Gleichungen (3.28) und
(3.34) die Dichte f(y2,y1;A) bzw. die bedingte Dichte f(y,4+1|J:; A) beschreiben.
Die bedingte Verteilung von y wird folglich bei der Bestimmung der Regimewahr-
scheinlichkeiten quasi als ,,Nebenprodukt“ berechnet. Demzufolge fiihren diesel-
ben Rechenschritte, mit denen unter einem gegebenen Wert fiir A die Regimewahr-
scheinlichkeiten Pr(S;|y,; A) fiir £ = 1,2,....,T ermittelt werden, direkt zur Be-
rechnung des Wertes der bedingten Log-Likelihood-Funktion:

-1
(3.42) Inf(5r; A) = Inf (2, 31) + D Inf (i[5 ) -

=2

Eine Schitzung von A kann gemaB Hamilton (1988, 1989) durch die Maximie-
rung von (3.42) unter Einsatz numerischer Verfahren wie etwa der Routinen von
Newton-Raphson und Davidon-Fletcher-Powell oder dem BFGS-(Broyden-Flet-
cher-Goldfarb-Shanno-)Algorithmus erfolgen. Als Startwerte konnen die unbe-

29 Eine kritische Haltung gegeniiber der Robustheit der in Hamilton (1989) dokumentier-
ten Modellschidtzung nimmt Boldin (1996) ein.

30 Vgl. auch Hamilton (1994a), S. 700 - 702 sowie Krolzig (1997), S. 82-86
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dingten Momente der Zeitreihe y und die unbedingten Regimewahrscheinlichkei-
ten herangezogen werden.

In der Literatur wird die Methode der numerischen Maximierung sehr héufig ge-
wihlt, wenngleich sie aufgrund der in Kapitel 2 bereits thematisierten ungiinstigen
Eigenschaften der Likelihood-Funktion mit erheblichen Problemen verbunden sein
kann. Eine detaillierte analytische Beschreibung der Log-Likelihood-Funktion
(3.42) und des zur Schitzung der Informationsmatrix verwendeten Gradientenvek-
tors ist in Hamilton (1993, S. 244 —247), Hamilton (1994, S. 699 —700) und Krol-
zig (1997, S. 90— 101) zu finden.

Ein alternatives und mittlerweile ebenso hiufig benutztes Verfahren zur Maxi-
mierung von (3.42) stellt der urspriinglich von Dempster, Laird und Rubin (1977)
entwickelte Expectation-Maximization-(EM-)Algorithmus dar. Der EM-Algorith-
mus ist gegeniiber einigen Problemen der Likelihood-Funktion robuster als die nu-
merischen Routinen. Er wurde erstmalig von Hamilton (1990) auf das Problem der
Schitzung von Regime-Switching-Zeitreihenmodellen angewandt und unter ande-
rem von Diebold, Lee und Weinbach (1994) sowie Hamilton und Susmel (1994)
weiterentwickelt. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung des EM-Algorithmus sei an
dieser Stelle auf Hamilton (1994, S. 695 —696), Krolzig (1997, S. 101 -110) und
die zitierten Originalbeitridge verwiesen.

Krolzig (1997) konstatiert, dal die asymptotische Theorie der ML-Schétzung
von nichtlinearen Zeitreihenmodellen bislang nur in Fragmenten vorhanden ist.
Hamilton (1993, S. 249) geht bei der Entwicklung seiner Spezifikationstests aller-
dings davon aus, da die Standardannahmen der Gauss’schen asymptotischen
Theorie auch fiir Regime-Switching-Modelle gelten, obwohl ein formaler Beweis
bis dahin nicht erbracht werden konnte. Die in Krolzig (1997, S. 118 — 122) ausge-
wertete Literatur, die sich auf die gleiche Problematik verwandter Modelle bezieht,
stiitzt diese Annahme. In Gray (1996a) sowie in dem neueren Beitrag von Krishna-
murthy und Rydén (1998) wird die Konsistenz des ML-Schitzers fiir Regime-Swit-
ching-Modelle erstmals analytisch nachgewiesen.

Da bislang theoretisch nicht hinreichend beurteilt werden konnte, ob die Konsi-
stenz und die asymptotische Normalverteilung des ML-Schiétzers als eine geeig-
nete Grundlage fiir die Schitzung von Regime-Switching-Modellen anzusehen
sind, werden in dem Beitrag von Psaradakis und Sola (1998) die Eigenschaften des
ML-Schitzers in endlichen Stichproben unter Anwendung von Monte-Carlo-Ana-
lysen untersucht. Die Autoren kommen dabei zu folgendem Ergebnis: ,,Although
the MLE is not significantly biased, in general, conventional Gaussian asymptotic
approximations to its sampling distribution and to the distributions of related t-sta-
tistics can be poor in samples of the size typically encountered in applications in-

volving annual or quarterly time series data“.>'

31 Psaradakis und Sola (1998), S. 383.



58 I. Methodische Grundlagen

Nicht zuletzt die Skepsis hinsichtlich der VerldBlichkeit von ML-Schétzungen
begriindet eine zunehmende Verwendung der von Albert und Chib (1993) vorge-
schlagenen bayesianischen Methode des Gibbs Sampling. Diese auch von McCul-
loch und Tsay (1994), Ghysels (1994) und Filardo und Gordon (1998) eingesetzte
Technik behandelt die Regime nicht als unbeobachtbare Variablen, sondern als zu
schitzende Parameter. Krolzig (1997, S. 141-166) zeigt, daB sich das Gibbs
Sampling in der von ihm erweiterten Form insbesondere fiir komplexe multivariate
Regime-Switching-Modelle eignet.

3.7 Modellauswahl und Spezifikationstests

In der von Krolzig (1997) vorgeschlagenen Bottom-Up-Spezifikationsstrategie
wird die Tatsache genutzt, da3 sich MS-AR-Modelle als herkommliche ARMA-
Modelle ohne Regimewechsel reprdsentieren lassen. Daraus folgt, dal eine AR-
MA-Struktur in der Autokovarianzfunktion einer Zeitreihe auf die Eigenschaften
des datenerzeugenden Regime-Switching-Prozesses hindeuten kann. Aufgrund der
Reprasentationstheoreme kann durch die Schitzung alternativer Box-Jenkins-Zeit-
reihenmodelle sowie einem anschlieBenden Modellvergleich anhand der Informa-
tionskriterien AIC (Akaike (1974)) und BIC (Schwarz (1978)) eine simultane Be-
stimmung der Regimeanzahl K sowie der autoregressiven Ordnung p vorgenom-
men werden. Was die Klasse der MSI-AR-Modelle anbelangt, so existiert fiir jede
ARMA (m*, g*)-Spezifikation mit m* > ¢* > 1 ein bestimmtes MSI(K)-AR(m)-
Modell mit K = ¢* 4+ 1 und m = m* — g*. Dieser Zusammenhang ist allerdings fiir
MSM-Modelle weniger eindeutig. Eine detaillierte Ubersicht iiber die Aussagen
der Repriésentationstheoreme ist durch Tabelle 3 -2 gegeben.

Unter der — wie in Abschnitt 3.6 beschrieben — nicht unstrittigen Annahme der
asymptotischen Normalverteilung des ML-Schitzers besitzen die in der 6konome-
trischen Modellbildung hdufig eingesetzten Spezifikationstests (Likelihood-Ratio-
Test, Lagrange-Multiplikator-Test, Wald-Test) ihre iibliche asymptotische Vertei-
lung und konnen damit zur Uberpriifung der Modellspezifikation herangezogen
werden. Dies gilt allerdings nicht fiir die Bestimmung der Anzahl der Regime.
Wird etwa die Signifikanz des zweiten Regimes in einem MS(2)-AR(m)-Modell
mit einem Likelihood-Ratio-Test iiberpriift, so sind unter der Nullhypothese eines
einzigen Regimes simtliche Parameter des zweiten Regimes sowie die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten 7y, und 7y, nicht identifiziert.

Aus der Existenz dieser Nuisance-Parameter folgt, daB die Teststatistik nicht
asymptotisch x?-verteilt ist. Hansen (1992, 1996) hat zur Lésung dieses Problems
eine aufwendige Testprozedur entwickelt, die sich in empirischen Anwendungen
bislang nicht durchgesetzt hat und lediglich von Ang und Bekaert (1998) angewen-
det wurde. Dort werden individuelle, von der Modellspezifikation abhéngige Ver-
teilungen der Teststatistiken berechnet. Ein allgemeiner Uberblick iiber bedeutende
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Tests der Spezifikation von Regime-Switching-Modellen ist in den Arbeiten von
Hamilton (1996) und Krolzig (1997, S. 123 — 144) zu finden.

Tabelle 3-2
Auswahl von MS-AR-Modellen nach Krolzig (1997)
ARMA(m*, q*) MSI(K)-AR(m)-Modell MSM(K)-AR(m)-Modell
m' < q* - _
m=q" 21 MSI(g* +"1)-AR(0) MSM(g* + 1)-AR(0)
m=q+122 MSI(g* + 1)-AR(1) MSM(K)-AR(m* — K + 1),
Ke2,.,m
m*>qg*+1>2 MSI(g* + 1)-AR(m* — g*) -

Quelle: Krolzig (1997), S. 131.

Die Qualitdt der Regimeklassifikation 146t sich im Anschluf an eine Modell-
schidtzung mit der von Ang und Bekaert (1998) vorgeschlagenen RCM-(,,Regime
Classification Measure*‘-)Statistik beurteilen:

1 T
RCM =400 " pu(1 —pu)
t=1

Eine exakte Regimeabgrenzung wiirde sich in Regimewahrscheinlichkeiten wi-
derspiegeln, deren Werte entweder nahe bei Null oder nahe bei Eins sind, woraus
ein niedriger Wert fiir RCM resultiert. Modelle, die hingegen nicht oder nur un-
scharf zwischen zwei Regimen unterscheiden konnen, werden eine vergleichswei-
se hohe RCM-Statistik aufweisen, da die aus der Modellschitzung gewonnenen
Regimewahrscheinlichkeiten Werte aufweisen diirften, die nahe bei 0,5 liegen. Die
Konstante 400 normiert die RCM-Statistik derart, dal ein Wert von Null auf eine
perfekte Regimeabgrenzung hindeutet, wihrend ein Wert von 100 zeigt, daB8 das
jeweilige Modell keine Regimeinformationen liefert.

3.8 Prognosen

Regime-Switching-Modelle eignen sich sehr gut fiir die Prognose von Zeitrei-
hen. Analytisch 146t sich der Prognosevorgang in zwei Schritte, die Prognose des
Regimes S;.,, und die Prognose der Variable y,, ., zerlegen. Fiir den ersten Schritt
seien im Falle von 2 Regimen zunichst die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie
gewohnt in folgender (2 x 2) Matrix erfafit,
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(3.43) = [”“ ”2‘]
‘ T2 T’

wobei das Element 7, die Wahrscheinlichkeit beschreibt, da sich die jeweilige
Zeitreihe zum Zeitpunkt ¢ + 1 im Zustand 2 befinden wird, vorausgesetzt, sie be-
finde sich zum Zeitpunkt ¢ im Zustand 1. Wie in Kapitel 2 dieser Arbeit gezeigt
wurde, ist die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den Zustand j zum Zeit-
punkt ¢ + m — vorausgesetzt, die Volkswirtschaft befinde sich zum Zeitpunkt ¢ im
Zustand i — in der Zeile j und der Spalte i der Matrix II" enthalten. Wird die Infe-
renz iiber das aktuelle Regime in dem (2 x 1)-Vektor P, zusammengefaf3t,

Pr(s, = 1[5)
(3.44) Pr= [Pr(s, - oﬁ»] ’

so lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Regime im Zeitpunkt

t + m wie folgt prognostizieren:*

Pr(Sim = 13)] _ pp
(43 [Fesn Zalny | =

Im Fall K = 2 bedeutet dies konkret:

(3.46) Pr(Sesm = 15) = pr + (=1 +m1 + 7r22)m~[Pr(S, = 1{y,) - Pl] ,
wobei
(3.47) pr=(1=m)/[(1 —m)+ (1 —m2)] .

Um anschlieend den Erwartungswert der Variablen y zum Zeitpunkt ¢ + m zu
prognostizieren, werden zunichst bedingte, vom Regimepfad abhingige Prognosen
gebildet, die dann mit den jeweiligen Regimewahrscheinlichkeiten zu gewichten
sind:

(3'48) E()’t+m|5’1) = /E(}’l+m|5’m§t) Pr(S’,ljf,)dS', ;

wobei ; = (yr,yi-1,-..,y1) und §; = (St,S—1,---,51). Speziell im Falle des oben
vorgestellten MSM-AR(1)-Modells gilt:

(3.49) E(y,+,,, |3, Sl) = E(ﬂ(sl+m)|j’n SI) + E(Zr+m [, 3:) .

Aus dem in (3.46) dargestellten Zusammenhang folgt:

32 Zu den folgenden Gleichungen vgl. Hamilton (1993), S. 252 f.
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G50 BSenn3) = wmlx [T ][]

wobei 6;(S;) =1, wenn S, =2 — i und &(S;) =0, wenn S, #2 —i. Da z, = y,—
u(S;), gilt weiterhin:

(3.51) E(Zr+m|5’n Sr) = E(zm|z) = ¢"2 = ¢" (.Yr - I-L(Sr)) )

mit Z, = (z,2-1,..-,21). Aus der Substitution von (3.49)-(3.51) in (3.48) folgt
schlieBlich:

(3.52) E(yi4m31) = pIl"P; + ¢" (y: — pP,) -

GemadB der in Abschnitt 3.7 kurz diskutierten Zusammenhénge existiert eine li-
neare ARIMA-Représentation der Zeitreihe y, die allerdings keine optimalen Pro-
gnosen generiert, da die Residuen nicht unabhéngig und identisch verteilt sind (Ha-
milton (1989), S. 362).

4. Das First-Order-Regime-Switching-Modell

4.1 Eigenschaften

Die von Gray (1996a) eingefiihrte Klasse der First-Order-Regime-Switching-
(FORS-)Modelle hat zwei wesentliche Merkmale. Zum einen haben FORS-Mo-
delle eine endliche Anzahl an Regimen, von denen jedes durch eine eigenstindige
Dichtefunktion charakterisiert wird. Da die bedingte Verteilung f(y; | ®,—,) der Va-
riablen y im Falle von FORS-Spezifikationen ausschlieBlich vom aktuellen Re-
gime S, nicht aber von vergangenen Regimen (S,_, S;—2, ..., S;—n) abhingig ist,
werden diese als Modelle erster Ordnung (,,First-Order*) bezeichnet. Die Restrik-
tion einer nicht von vergangenen Regimen abhéngigen Verteilung erlaubt eine ver-
gleichsweise unkomplizierte rekursive Konstruktion der Likelihood-Funktion, wo-
durch eine einfache und effiziente Schitzung selbst komplexer Modelle gewihrlei-
stet ist. Dariiber hinaus kann gezeigt werden, daB3 sich sehr viele bekannte Regime-
Switching-Modelle, wie etwa das im Abschnitt 3.3.2 dargestellte MSM-Modell
von Hamilton (1988, 1989), durch eine Erweiterung des Zustandsraumes als
FORS-Modell reformulieren lassen, obwohl insbesondere fiir solche Modelltypen
die Abhangigkeit von vergangenen Regimen charakteristisch ist.2® Dieser gene-
relle Vorteil des FORS-Konzeptes wird von Gray wie folgt beschrieben: ,,In fact,
we show that the FORS framework nests all regime-switching models that have
appeared in the literature to date*.>* Als zweites Hauptmerkmal von FORS-Model-

33 Vgl. dazu Gleichung (3.34), S. 53.
34 Gray (1996a), S. 2.
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len nennt Gray (1996a) die modellgestiitzte Kalkulation einer Zeitreihe von ex-
ante (Regime-)Wahrscheinlichkeiten, die es dem Anwender erlaubt, zu jedem Zeit-
punkt eine bedingte Aussage iiber das in der nichsten Periode relevante Regime zu
machen.

Eine weitere attraktive Eigenschaft von FORS-Modellen ist die Moglichkeit, in-
nerhalb der Regime die bekannten Phianomene Mean Reversion, ARMA-Effekte
und bedingte Heteroskedastizitdt zu modellieren. Demgegeniiber ist vor allem die
Varianz innnerhalb der Regime in den meisten bekannten Regime-Switching-Mo-
dellen konstant. Autoregressiv bedingte Heteroskedastizitét 148t sich dariiber hin-
aus mit FORS-Modellen erheblich flexibler und umfassender darstellen als mit den
Spezifikationen von Cai (1994) und Hamilton und Susmel (1994), in denen MS-
AR-Modelle mit ARCH-Modellen niedriger Lagordnung kombiniert werden. Im
Generalized-Regime-Switching-(GRS-)Modell, einer Kombination aus FORS- und
GARCH-Modell, sind simtliche GARCH-Parameter regimeabhéngig. Schliellich
umfalt die FORS-Modellklasse traditionelle Regime-Switching-Spezifikationen
mit zeitvariablen Ubergangswahrscheinlichkeiten (Diebold, Lee und Weinbach
(1992)), solange diese von modellendogenen Variablen abhingig sind.

Ein zusitzlicher Beitrag von Gray (1996a) besteht in der Entwicklung eines re-
kursiven Filters zur Berechnung von Glattungswahrscheinlichkeiten, der sich zwar
sehr stark an den in Kapitel 3 dargestellten Filter von Hamilton (1988, 1989, 1993)
anlehnt, jedoch aufgrund der rekursiven Modellstruktur weniger Rechenzeit als
dieser in Anspruch nimmt. Der Filter transformiert dabei die wahrend der Modell-
schitzung erzeugten ex-ante-Regimewahrscheinlichkeiten in geglittete Regime-
wahrscheinlichkeiten.

Was die rekursive Modellformulierung anbelangt, weist der FORS-Ansatz eine
starke Analogie zu der von Hamilton (1994a, Kapitel 22) dargestellten Regime-
Switching-Représentation auf, die sich leicht auch auf multivariate Analysen iiber-
tragen 148t (Hamilton und Lin (1996), Hamilton und Perez-Quiros (1996)). Die ge-
meinsame Zitation von Hamilton (1994a) und Gray (1996a) in neueren Aufsitzen
(Ang und Bekaert (1998), Bollen, Gray und Whaley (1998)) deutet ungeachtet des
unterschiedlichen Erscheinungsdatums auf eine parallele Entwicklung beider An-
sitze hin. Wie die Uberschrift nahelegt, lehnen sich die folgenden Ausfiihrungen
dieses Kapitels dabei starker an den Beitrag von Gray (1996a) an.

Kapitel 4 ist dhnlich gegliedert wie Kapitel 3, baut allerdings auf den dort geleg-
ten Grundlagen auf. In Abschnitt 4.2 wird der generelle Aufbau des FORS-Modells
skizziert. Abschnitt 4.3 zeigt, dal sechs ausgewihlte und populdre Regime-Swit-
ching-Spezifikationen, darunter das MSI- sowie das MSM-Modell, als Spezialfille
des FORS-Modells angesehen werden konnen. In Abschnitt 4.3 wird weiterhin dar-
gestellt, wie im FORS-Modell eine Bestimmung der Regimewahrscheinlichkeiten
erfolgen kann. Dem GRS-Modell wird ein eigenstdndiger Abschnitt 4.4 einge-
rdumt. In den Abschnitten 4.5, 4.6 und 4.7 werden analog zu Kapitel 3 die Berech- -
nung geglitteter Wahrscheinlichkeiten, die Modellschitzung und die Erstellung
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von Prognosen abgehandelt. Im Unterschied zu Kapitel 3 beziehen sich die folgen-
den Ausfiihrungen meistens auf den allgemeinen Fall eines Regime-Switching-
Modells mit K Regimen, weshalb die Darstellungen hiufig in Matrixnotation erfol-
gen. Mit dieser Vorgehensweise wird auch der Tatsache Rechnung getragen, daf
zunehmend Modelle mit mehr als zwei Regimen verwendet werden (Dahlquist und
Gray (1995), Dueker und Fischer (1996), Garcia und Perron (1996), Hess und Iwa-
ta (1997), Krolzig (1997)).

4.2 Modellaufbau

Das First-Order Regime-Switching-Modell 148t sich allgemein wie folgt darstel-
len:

(4.1a) yi = p(Se, @i=1, M(S1)) + h(Si, @rm1, A(SH)) &

(4.1b) P, =Pr(S|®1) = Pr(P_1, ®_1, Ap).

Dabei beschreibt y, die Beobachtung der zu modellierenden Zeitreihe zum Zeit-
punkt t und S, die Regimeindikatorvariable. Wie gewohnt ist S, wie auch
(St—1,S:—2 . ..) unbeobachtbar und kann im Falle K moglicher Zustdnde oder Re-
gime die Werte (1,2,...,K) annehmen.*® Die Anzahl der Regime K ist wie ge-
wohnt vom Okonometriker vorab festzulegen. Die Terme (.) und h(.) beschrei-
ben die Funktion des bedingten Erwartungswertes und die Funktion der bedingten
Varianz bzw. Kovarianzmatrix. Sowohl u als auch 4 sind funktional abhéngig vom
aktuellen Regime S,,*® von einem Vektor simtlicher unbekannter Parameter \ so-
wie von der verfiigbaren Informationsmenge ®;_;, welche die vergangenen Beob-
achtungen der Zeitreihe y,_;,y,-2,...,y; enthilt. GemiB der in Kapitel 3 einge-
fiithrten Notation ist damit: ®,_; = y,_;. Alle p und & beschreibenden Parameter
konnen regimeabhéngig formuliert werden: (A, . .., Ak).

Der Vektor A enthdlt dariiber hinaus Parameter Ap, welche die im (K x 1)-Vek-
tor P, enthaltenen Regimewahrscheinlichkeiten charakterisieren. Anders als die in
Kapitel 3 dargestellten Modelle, deren Eigenschaften vornehmlich anhand von
Ubergangswahrscheinlichkeiten illustriert wurden, wird das FORS-Modell haupt-
sdchlich unter Verwendung von Regimewahrscheinlichkeiten beschrieben. Glei-
chung (4.1b) zeigt allerdings, dafl die Regimewahrscheinlichkeit p; als Element

35 Zur Beschreibung des FORS-Modells soll der in den Kapiteln 2 und 3 eingefiihrten No-
tation S, = 2 — i hier nicht linger gefolgt werden. Stattdessen sei in den folgenden Abschnit-
ten vereinfacht: S, =imiti=1,... K

36 Obwohl eine Abhingigkeit der bedingten Momente y und 4 von vergangenen Regimen
(Si-1,8:-2, ...) im FORS-Ansatz nicht zuldssig ist, 148t sich im nachfolgenden Abschnitt 4.3
zeigen, daB sich Modelle, die eine solche Abhéngigkeit aufweisen, als FORS-Modell refor-
mulieren lassen.
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des Vektors P, nicht mit der in den Abschnitten 2.5 und 3.4 eingefiihrten Filter-
wahrscheinlichkeit Pr(S; = i|®,) bzw. p;, identisch ist. Aufgrund der unterschied-
lichen Informationsmengen handelt es sich im FORS-Ansatz stattdessen um die
ex-ante-Regimewahrscheinlichkeit Pr(S, = i|®,_;) bzw. p;,_;, die auch als be-
dingte Regimewahrscheinlichkeit bezeichnet wird. Charakteristisch fiir das FORS-
Modell ist die ausschlieBliche Abhéngigkeit der bedingten Verteilung vom aktuel-
len Regime S;. Dies impliziert, daB sich der Vektor der bedingten Regimewahr-
scheinlichkeiten P, als rekursiver Prozef3 erster Ordnung beschreiben 146t, P, also
in Abhéngigkeit von P,_; errechnet werden kann. Dies wiederum erméglicht eine
anwenderfreundliche Konstruktion der Likelihood-Funktion. Der Vektor P, kann
dabei als bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Regimeindikatorvariable S,
interpretiert werden. Im FORS-Model ist P, somit eine Funktion der unbekannten
Parameter \p, der verfiigbaren Informationen ®,_; und der ersten eigenen Verzo-
gerung P,_;. Konzeptionell sind bedingte Regimewahrscheinlichkeiten daher mit
den aus GARCH-Modellschitzungen resultierenden bedingten Varianzen ver-
wandt.

Das in (4.1) dargestellte allgemeine FORS-Modell 148t sich vereinfachend wie
folgt formulieren:

Ve = pir + hig,
4.2
( ) Pit = Pr(Sl = ilq>l-l) )

mit S, =i; i € {1,...,K}. Dabei bringt i die Regimeabhingigkeit und ¢ die Ab-
hingigkeit von der verfiigbaren Informationsmenge zum Ausdruck. Es gilt daher:

(4.3) Hit = Eb’tlst =1, q’l-l]
und
(4.4) hiy = VARY|S; = i, ®,—1] .

4.3 Bekannte Regime-Switching-Modelle
als Spezialfille des FORS-Modells

4.3.1 Das MSI-Modell

In diesem Abschnitt wird gezeigt, da sich das in Kapitel 3 eingefiihrte Regime-
Switching-Modell von Hamilton (1988, 1989) problemlos in das FORS-Konzept
integrieren 14Bt, solange keine Abhéngigkeit der bedingten Verteilung von vergan-
gene3n7 Regimen auftritt. Diese Voraussetzung ist etwa fiir das MSI-AR(1)-Mo-
dell,

37 Vgl. dazu die Ausfiihrungen in Abschnitt 3.3.2 (S. 46 f.).
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(4.5) yi = w(Si) ="¢ (y:-l - I—"(Sr)) +&
bzw.
(4.6) yi =9(8) + b1y + &

oder das Segmented-Trend-Modell von Engel und Hamilton (1990), nicht aber fiir
die MSM-AR(m)-Modellklasse erfiillt. Selbst kompliziertere Spezifikationen, die
beispielsweise einer Mean Reversion, p;; = a; + (;y:—1, oder einer Abhéngigkeit
der Varianz vom Niveau der Zeitreihe, h;, = a,?y,_l, Rechnung tragen, erweisen
sich in diesem Sinne als Spezialfdlle des FORS-Modells. Gemein ist diesen Model-
len, daB sowohl der bedingte Erwartungswert als auch die bedingte Varianz funk-
tional von den unbekannten Parametern, der verfiigbaren Information und dem ak-
tuellen Regime abhéngig sind.

Wie in Kapitel 3 ausfiihrlich diskutiert, wird die Dynamik der Regimeindikator-
variable S; im Hamilton-Modell durch einen Markov-ProzeB erster Ordnung mit
zeitkonstanten Ubergangswahrscheinlichkeiten II,

T M2 TK1

T2 T2 K2
(4.7) o=| ." . e

TIK T2k TKK

beschrieben, wobei m; = Pr(S,4; = j|S; = i); Z,K=1 m = 1Vi und 0 < 7y < 1,
Vi, j. Die bedingte Dichte von y ist regimeabhéngig und 148t sich wie folgt darstel-
len:

N(uir, hy;) wenn S, =1
N(tar, hyy) wenn S, =2
(4~8) f()’llcbr—l) ~ .

N(pgi, hg;) wenn S, =K ,

wobei der ProzeB S, durch IT beschrieben wird.

Im Gegensatz zum Hamilton-Modell, welches in seiner Grundstruktur durch die
Markov-Ubergangswahrscheinlichkeiten Pr(S,|S;_;) gekennzeichnet ist, ist das
FORS-Modell unter Verwendung von Regimewahrscheinlichkeiten Pr(S,|®,—;)
formuliert. Durch Uberfiihrung des Prozesses der Regimewahrscheinlichkeiten in
die Notation der Ubergangswahrscheinlichkeiten soll nachstehend gezeigt werden,
dafl das Hamilton-Modell tatsédchlich ein Spezialfall des FORS-Modells ist. Dazu
wird zunidchst der bekannte Vektor der bedingten Regimewahrscheinlichkeiten in
erweiterter Notation definiert,

5 Ahrens
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Plte—1

D1
4.9) Py = . )

Pkii-1

mit py,— = Pr(S; = i|®,—1) fiir i =1,2,...,K und analog p;, = Pr(S; = i|®,).
Aufgrund der Markov-Eigenschaft der Regimeindikatorvariablen S; leitet sich dar-
aus folgende bereits aus vorangehenden Kapiteln bekannte Beziehung ab:

(4.10) Py =TIP g .

Gleichung (4.10) sagt aus, daB der (K x 1)-Vektor der bedingten Wahrschein-
lichkeiten aus der Multiplikation der (K x K)-Ubergangsmatrix mit dem (K x 1)-
Vektor der Filterwahrscheinlichkeiten resultiert. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
in (4.10) ist damit eine ex-ante-Einschrittprognose des Regimes.

Damit die oben unterstellte und fiir FORS-Modelle erforderliche rekursive Be-
ziehung zwischen zwei aufeinanderfolgenden ex-ante-Wahrscheinlichkeiten exi-
stiert, mul P,_;,_; erginzend zu Relation (4.10) als Funktion von P,_;,_, darstell-
bar sein, wobei P,_;,_, die P;,_; unmittelbar vorangehende ex-ante-Wahrschein-
lichkeit beschreibt. Der Beweis hierfiir wird erbracht, indem anhand der nachfol-
genden Schritte gezeigt wird, daB sich pj,_;,—; fiir alle i als Funktion von p;_;,—»
darstellen 148t.%® Aufgrund der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt:

(4-11) Pr(S,_l = i,j’l—l) = PI’(S,_| = il;’l—l)f(j’l—l)»

wobei yr—1 = {y1-1, ¥-2, - - -, y1 } Wie in Kapitel 3 die Vergangenheit der modellier-
ten Zeitreihe beschreibt, so daB ®,_; = y,—;. Aus der Definition von p;_,,_, und
¥, ergibt sich dann

Pr(Si—1 = i,y1-1,%1-2)
f(}’r—lyj’r—z)

(4.12) Pit-14-1 = Pr(Sim1 = ily-1,51-2) =

was gemdf} des verallgemeinerten Multiplikationssatzes dquivalent ist zu:

f(.)’t—l |Sr—l = in’l—Z) Pr(sr—l = i,S’:—z)
4.13 oy = — — .
(+13) P 01 r-2f Gr-z)

Nach einigen Umformungen ergibt sich

(4.14) P = L0t gt =t} Pt = Do)
Zj:lf(yl—l 3 Si—1 = jl91-2)

38 Vgl. hierzu Gray (1996a), S. 7 -8 sowie Hamilton (1994a), S. 692 - 693.
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was wiederum dquivalent ist zu:

(4.15) Pttt = FO=11Si=1 = i, 5r-2) Pr(S-1 = il5r-2) )
T K [0S =4, 5m2) Pr(Sicr = jli-2)]

Unter Beriicksichtigung der Definition von py_;,—» und ®,_, = {j;_»} ergibt
sich folgende Schreibweise: '

f(,Vr—l lSt-l =, q>l—2)Pit—l,r—2

(4.16) Pi-14-1 = - ,
Ef:lf()’l—l [St-1 = J, ®1-2)Pji-1,4-2

woraus ersichtlich wird, daB p;_;,— tatsdchlich fiir alle i rekursiv aus pj;_; 2 be-
rechnet werden kann, wie es das FORS-Konzept erfordert.

Wird schlieBlich zur Darstellung der bedingten Verteilung von y, folgende Vek-
tornotation gewahlt

f()’rlsr = I,S’r—l)
FOilSe = 2,5:-1)

flS: = K, 31-1)

(4.17) fi=

)

so lassen sich die Regimewahrscheinlichkeiten P,,_; als einfaches nichtlineares
und rekursives Schema erster Ordnung darstellen:

_m|fmo P
(4.18) P’_H[e(f,_l oP,-n)] '

Dabei gilt gemiB obiger Notation P;,_; = Pr(S;|®,—,) = P;, das Symbol ° be-
zeichnet die elementweise Multiplikation, und der (Kx1)-Vektor e besteht aus K
Einsen. Regime-Switching-Modelle vom Hamilton-Typ ohne Abhéngigkeit von
vergangenen Regimen lassen sich somit als FORS-Modell darstellen.

4.3.2 Reformulierung des MSM-Modells

Obwohl das MSM-Modell aufgrund seiner Abhéingigkeit von vergangenen Regi-
men sehr viel aufwendiger konstruiert ist als das MSI-Modell, dominiert es bislang
in empirischen Arbeiten. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daB eine einfa-
che Neudefinition bzw. Erweiterung des Zustandsraumes ausreicht, um das MSM-
Modell in das FORS-Konzept zu integrieren. Anschliefend 148t sich zeigen, daf
auch hier die Likelihood-Funktion rekursiv konstruiert werden kann, was zu einer
erheblichen Vereinfachung der Schitzung von MSM-Modellen fiihrt.

5%
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Fiir ein MSM-AR(1) Modell,*

(4.19) e = w(S;) + ¢1 (-1 = p(Si-1)) + VoZe,

mit lediglich zwei Regimen und damit einer (2x2)-Matrix der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten,

-
4.20 n=| ™ 2\
(4.20) [1—7”1 ™)

ist die bedingte Verteilung von y, beschrieben durch:

N(py + ¢1(y—1 — p1),0?) wenn S, =1und S,y = 1
N(uz + é1(yi-1 — 11),06?) wenn §;=2und S,_; =1
N(uy + ¢1 (-1 — p2),0?) wenn S; = 1 und S,_; =2
N(uz2 + é1(y1-1 — p2),0?) wenn S, =2und S,y =2.

(4.21) Yy~

Die korrespondierende Likelihood-Funktion errechnet sich nun als die Summe
der mit den Regimewahrscheinlichkeiten géwichteten vier bedingten Dichten.
Analog zur Darstellung (4.17) in Abschnitt 4.3.1 sei

f()’:lsl =185 = l,q)t—l)
f(yllsf = 2)Sl—l = 11®l—l)
422 =
( ) f; f(yllsl = 1)Sl—l = 21®l—l)
f(yllsl = 2ysl—l = 2vQI—l)

und

PI‘(S, = I,S,_l = 1]@,_1)
Pl‘(S, = 2,5,_1 = 1|®,_1)
PI'(S, = I,S,_l = 2'@,_1)
Pr(S, = 2,81 = 2|®,_1)

(4.23) P =

Die Log-Likelihood-Funktion ist somit

T

(4.24) L=YIn [P; f,] .

=1

Die Tatsache, daB die Elemente p; des Vektors der bedingten Regimewahr-
scheinlichkeiten (4.23) gemeinsame Wahrscheinlichkeiten des aktuellen und des
verzogerten Regimes sind, verhindert offenkundig eine rekursive Konstruktion der
Likelihood-Funktion im Sinne von (4.18) und damit eine Einbindung der MSM-
Modellklasse in den FORS-Ansatz. Allerdings kann diese Unzulédnglichkeit durch
eine einfache Transformation des MSM-Modells behoben werden. Im transfor-

39 Vgl. dazu die Ausfiihrungen in Abschnitt 3.3.1 (S. 44-46).
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mierten Modell héngt die Verteilung der Variablen wieder ausschlieBSlich vom ak-
tuellen Regime ab, so daf} sich die Regimewahrscheinlichkeiten als rekursiver Pro-
zeB erster Ordnung formulieren lassen.

Die Transformation erfolgt durch eine Erweiterung des Zustandsraumes. Hierzu
wird eine neue Regimeindikatorvariable S} = (S;, S;—,) defininiert, die vier mogli-
che Werte annehmen kann:

wenn (S, =1,8_;=1)
wenn (S, =2,5_;=1)
wenn (S, =1,85_)=2)
wenn (S, =2,5_,=2).

(4.25) S =

A W=

Die Variable S; folgt dem in (4.18) dargestellten rekursiven Schema mit folgen-
der Ubergangsmatrix,

Lt 0 Ut 0
x ]—1r1| 0 l—7r11 0

(426) = 0 1 — T2 0 11— T2
0 T2 0 ™

Diese Ubergangsmatrix ist konsistent mit der in (4.20) dargestellten Ubergangs-
matrix. Der Vektor der bedingten Verteilung von y enthilt jetzt vier, nur vom aktu-
ellen Regime abhingige Elemente:

£y = 1,51-1)
(s =2.501)
) (s =351)
£(vils; =4,501)

Der Wahrscheinlichkeitsvektor der neuen Regimeindikatorvariablen ist schlie-
lich gegeben durch:

Pr(S: = 1)®,,

.| Pr(s =20,

(4.28) Pi= | pest = 3ja,
Pr(S; = 4|®,,

Damit gilt dann wieder:

% P*
(4.29) P =TT [———f'-'° o) }



70 I. Methodische Grundlagen

das heiBt, die Zeitreihe der Regimewahrscheinlichkeiten folgt einem einfachen
nichtlinearen Prozef erster Ordnung. Die mit dieser Struktur korrespondierende
Log-Likelihoodfunktion

T

(430) L=>"m[(P)7]

=1

ist die gleiche wie in (4.24). Allerdings hat die vorgenommene Reformulierung
den Vorteil, daB} ihre Berechnung sehr viel weniger Aufwand verursacht.

Auch solche MSM-Modelle, in denen die Verteilung der Daten vom aktuellen
und den M vergangenen Regimen (S;, S;—1, ..., S;-p) abhingig ist, lassen sich als
FORS-Modell schreiben. Hierzu wird fiir jede mogliche Realisierung von
(S, Si—1,--.,S:—um) ein Regime definiert, so daB im Falle von K Regimen die Di-
mension des Zustandsraumes auf die GroBe KM+! erweitert werden muB.

4.3.3 Bivariate Modellspezifikationen ohne lineare Abhdngigkeiten

Als einfaches Beispiel fiir einen bivariaten Regime-Switching-Prozef seien in
Anlehnung an Phillips (1991) sowie Hamilton und Lin (1996) zwei Zeitreihen y,
und x, jeweils durch ein Segmented-Trend-Modell spezifiziert,*°

(4.31) Vi — u(S,) =y X — n(S,“L) =v,

wobei S} die Regimevariable der Reihe x; und S, die Regimevariable fiir y, dar-
stellt, wahrend n und u die regimeabhingigen Mittelwerte der Zeitreihen beschrei-
ben. Die Variablen in (4.31) sind nicht durch eine lineare Regressionsbeziehung
miteinander verbunden. Dennoch handelt es sich unter der Voraussetzung, dafl zwi-
schen S, und S,’r ein Zusammenhang existiert, um einen bivariaten ProzeB}, da in
diesem Fall die Variablen x und y durch gemeinsame nichtlineare Abhéngigkeiten
erklart werden. Im FORS-Konzept 148t sich der bivariate stochastische Prozef
(4.31) durch eine Erweiterung des Zustandsraumes darstellen, wie sie bereits im
vorherigen Abschnitt 4.3.2 fiir das MSM-Modell vorgenommen wurde. Dazu wird
wieder eine neue Regimeindikatorvariable S} = (S,,S;") definiert, die insgesamt
vier Auspriagungen annehmen kann:

wenn S, =1 und S} =1

wenn §,=2 und Sf=1
.wenn §, =1 und S} =2

wenn S, =2 und St=2.

(4.32) S =

S Lo -

In Abhingigkeit davon, ob und inwiefern die individuellen und unbeobachtba-
ren Regime-Switching-Prozesse beider Variablen miteinander korrespondierén,

40 Vgl. dazu die Ausfiihrungen in Abschnitt 3.3.4 (S. 48 f.).
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lassen sich unterschiedliche Modelltypen spezifizieren, die jeweils durch eine spe-
zielle Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten charakterisiert werden. Fiir den
Fall, dal die 6konomischen Ursachen von Regimewechseln in beiden Prozessen
stochastisch unabhéngig voneinander sind, folgt S; einem Markov-Prozef mit vier
Zustinden, dessen Ubergangswahrscheinlichkeiten sich durch Multiplikation der
Ubergangswahrscheinlichkeiten der individuellen Markov-Prozesse fiir S, und S}
berechnen lassen. Ein Beispiel fiir eine auf diese Weise ermittelte Ubergangswahr-
scheinlichkeit ist:

(433)  Pr(Sr=3|S;_, =2) =Pr(S, = 1|S,_, =2) Pr(S;] =2IS}, = 1) = myn}, .

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten IT fiir dieses Modell ist damit
gegeben durch

+ + +
T 7"217'11 ”117"11 7’217"11

4.34 o= | ™2™ T2 Ty M7y
' N wynh, wywl, wnh,  w,

1Tz Ty T T T T

k%
T2y Ty TaTyp T

wobei die Ubergangswahrscheinlichkeit Pr(S; = j|Sr_, =i) in dem Matrixele-
ment ;; der Reihe j und der Spalte i zu finden ist.

Sollten die stochastischen Regimewechsel fiir beide Variablen identische Ursa-
chen haben und dariiber hinaus zeitgleich auftreten, so reduziert sich der Markov-
ProzeB fiir das bivariate Modell auf die einfache Markov-Struktur eines univaria-
ten Regime-Switching-Modells, da S, = S;". Die zugehérige Ubergangsmatrix hat
in diesem Fall nur vier Elemente und entspricht exakt der bekannten Darstellung

m 1—m
I = 1 22 .
1 —my ™

Eine dritte Spezifikationsmoglichkeit ist fiir den Fall addquat, da8 die Regime-
wechsel beider Zeitreihen zwar durch dasselbe Ereignis ausgelost werden, eine der
Variablen aber frither von diesem Ereignis beriihrt wird. Wenn der zeitliche Ab-
stand der Regimewechsel eine Periode betrigt, gilt S,+ =§,_,, so daB sich die vier
Zustinde der Volkswirtschaft wie folgt beschreiben lassen:

1 wenn S§,=1 und S, =1

«_)2 wemn S§,=2 und S, =1

(4.35) 51=93 wemn S,=1 und S,_, =2
4 wenn §,=2 und S§,_, =2.

-~

Die den Markov-ProzeR beschreibenden Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir
dieses Modell sind in der folgenden aus Abschnitt 4.3.2 bekannten Matrix enthal-
ten:
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Ut 0 T 0
(1—7l'11) 0 (1—’/1'11) 0

0 (1 =) 0 (1 —m)

0 T2 0 T2

(4.36) =

Es gilt dabei wieder: m; = Pr[S, = j|S,—1 = i].

4.3.4 Vektorautoregressive Regime-Switching-Modelle

In den im vorangehenden Abschnitt 4.3.3 dargestellten bivariaten Modellen
waren zwei Zeitreihen durch ihre gemeinsame nichtlineare Abhéngigkeit mitein-
ander verbunden. Eine komplexere Datenbeschreibung ist mit vektorautoregressi-
ven Regime-Switching-Modellen moglich, deren Anwendung erstmalig in dem
Beitrag von Sola und Driffill (1994) erfolgt ist. In MS-VAR-Modellen sind die
Variablen zusitzlich linear voneinander abhingig, wobei als Spezialfille auch
Kointegrationsbeziehungen modelliert werden konnen. Hamilton und Perez-Qui-
ros (1996) zeigen, daf sich auch Regime-Switching-VAR-Modelle durch eine Er-
weiterung des Zustandsraumes als rekursive Prozesse erster Ordnung formulieren
lassen.

Betrachtet seien zwei instationdre Zeitreihen }”Jl* und X,, die jeweils stochasti-
schen Regimewechseln unterliegen. Die Regimewechsel beider Zeitreihen werden
durch dasselbe Ereignis ausgeldst, wobei die Variable y* mit einer r-periodigen
Verzégerung von dem Regimewechsel betroffen sei. Die durch das vorherrschende
Regime bedingten Erwartungswerte der ersten Differenzen y, =y* —y" und
X =X, — X,— seien

(4.37) E(y|S: = i) = p(S;) und  E(x|Sisr = i) = 9(St4r) -

Weiterhin seien die Zeitreihen als Vektorautoregressiver Prozef3 der Ordnung m
spezifiziert:

Ve = w(S;) + u
X = 1(Se+r) + Vi
mit
U a; b U1 a b U2 an by Ur—m E1r
4.39 =
s 19 P o R e S Pl e R
und

(4.40) [ZZ]N iid. N([gHZ:; ZZD=N(0,E)~
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Die folgende Reformulierung des dargestellten Regime-Switching-VAR-Mo-
dells zeigt, daB es sich um eine multivariate MSM-Spezifikation handelt:

e = (S:) = ar(ye-1 = u(Si-1) + -+ + am (i-m — (Si-m))
(4.41) + by (5-1 = 0(Srar-1))
+ -+ bm (xr—m - 7](St+r—m)) + €

und

X = 77(Sr+r) =Q (yt—l - }L(S,_l)) T+t Cm (y:—m - /.L(S;_m))
(4.42) +d, (xl—l - n(St+r—-l))
+---+ dm (xl—m - n(Sl+r—m)) + &y -

Eine neue Regimeindikatorvariable S} faBt wieder die realisierten Zusténde iiber
mehrere Perioden zusammen. Im Unterschied zum bivariaten Modell mit verzoger-
ter Beeinflussung einer Zeitreihe und ausschlieBlicher nichtlinearer gemeinsamer
Abhingigkeit muf hier noch die Anzahl der Lags im MS-VAR-Modell bei der Er-
weiterung des Zustandsraumes berticksichtigt werden:

1 wenn S;y, = 1,84, =1,...,und §,_,, = 1
2 wenn Sy, = 2,841 =1,...,und S;_,, = 1
(4.43) St = 3 wenn Sy, =1,84,-1=2,...,und S,_,, = 1

K* wenn Sy, =2,854,1=2,...,und S,_,, =2 .

Die Anzahl der Regime K* ergibt sich als K* = K™*"+! so daB im Falle
m = r = 1 folgende Matrix fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gegeben ist:

T 0 0 0 ™ 0 0 0

T2 0 0 0 ™2 0 0 0

0 T 0 0 0 ™1 0 0

* 0 T2 0 0 0 ™2 0 0

(4'44) = 0 0 ™ 0 0 0 T 0
0 0 ™2 0 0 0 ™2 0

0 0 0 ™1 0 0 0 21

| 0 0 0 2 0 0 0 22 |

Es gilt dabei wieder: m; = Pr[S, = j|S,—; = i]. Die Log-Likelihood-Funktion
wird schlieBlich konstruiert wie unter 4.3.2 beschrieben.

Neuere Publikationen deuten darauf hin, dafl die Bedeutung von Regime-Swit-
ching-VAR-Modellen kiinftig zunehmen wird. Neben der bereits zitierten Arbeit
von Krolzig (1997) sind in diesem Zusammenhang die Beitrdge von Kugler
(1996), Warne (1997), Boldin (1998) sowie Jacobsen, Lindh und Warne (1998)
hervorzuheben.



74 I. Methodische Grundlagen

4.3.5 Modelle mit zeitvariablen Ubergangswahrscheinlichkeiten

Im Verlauf dieser Arbeit wurden die in der Ubergangsmatrix enthaltenen Wahr-
scheinlichkeiten stets als zeitkonstante Parameter spezifiziert. In der Literatur sind
allerdings auch hiufig Modelle mit zeitvariablen Ubergangswahrscheinlichkeiten
zu finden. Der die Variable S, beschreibende Markov-ProzeB ist in diesem Fall in-
homogen. Solange die Ubergangswahrscheinlichkeiten von modellendogenen Va-
riablen abhéngen, sind die erstmals von Diebold, Lee und Weinbach (1994) sowie
Filardo (1994) angewandten Regime-Switching-Modelle mit zeitvariablen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten ebenfalls Spezialfdlle des FORS-Modells. Der Zusam-
menhang zwischen y, und 7;; bzw. m, wird dabei iiblicherweise durch eine logi-
stische Funktion,

exp (6:‘]'}’/)

(4.45) m = m )

oder durch die Verteilungsfunktion der Normalverteilung,
(4.46) o =F(6)

abgebildet. Der Vektor 6/ enthilt die Parameter der jeweiligen Funktion.

4.3.6 Regime-Switching-ARCH-Modelle

Regime-Switching-ARCH-Modelle lassen sich, dhnlich wie das MSM-Modell,
als FORS-Modell reformulieren.*! In dem von Cai (1994) vorgeschlagenen MS-
ARCH(4)-Modell,

4
(4.47) h(S;) = bo(S) + Y by (- — 1(5i-))”

J=1

wird die Verteilung von y, von den Zustinden der vergangenen vier Perioden
{Si=1,St-2,S:-3, Si—4} determiniert. Dies hat zur Folge, daB wie im MSM-AR(4)-
Modell fiir die Kalkulation der bedingten Dichte 32 Terme beriicksichtigt werden
miissen. Um die Komplexitit zu reduzieren, empfiehlt sich daher im FORS-Ansatz
die Verwendung von Regime-Switching-ARCH-Modellen mit niedriger Lag-Ord-
nung.

41 Eine umfassende Darstellung des von Engle (1982) entwickelten ARCH-(Autoregressi-
ve Conditional Heteroskedasticity-)Ansatzes wird in Bollerslev, Chou und Kroner (1992),
Bera und Higgins (1993) und Bollerslev, Engle und Nelson (1994) vorgenommen. Zur Ein-
fiihrung sei auf Liitkepohl (1996) verwiesen.
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In der als SWARCH-Modell bezeichneten Spezifikation von Hamilton und Sus-
mel (1994),

(4.48) h(S:) = 8(5) (bo + b1 (it = (5i-0))%)

mit der Normierung g(S, = 1) = 1 ist die Verteilung von y, gemiB (4.48) lediglich
vom aktuellen Regime S; und von dem Regime der Vorperiode S, abhingig,

N(/.I,l,bo + bl(y1_| - ;Ll)z) wenn S, =1 und S,_l =1

N(p2,82(bo + b1 (i — p1)’))  wenn §, =2 und S,y =1
(449) f(3]®,1) ~ .

N(yq,bo-l-b](y,_l —uz) ) wenn S, =1 und S;_; =2

N(ﬂz,gz(bo +b1(y-1 — uz)z)) wenn §; =2 und S} =2.

so da eine Erweiterung des Zustandsraumes unter Verwendung von S; =
(S:,S;—1) im Sinne von (4.25) eine rekursive Formulierung der Regimewahrschein-
lichkeit p, sowie eine einfache Konstruktion der Likelihood-Funktion erméglicht.
Analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt 4.3.2 impliziert ein ARCH(M)-Modell
mit K Regimen eine aus K¥*! Komponenten bestehende Dichtefunktion.

4.4 Kombination von GARCH- und Regime-Switching-Prozessen:
Das Generalized-Regime-Switching-(GRS-)Modell

ARCH-Modelle niedriger Ordnung haben den gravierenden Nachteil, daB sie
das Ausmaf der Volatilitdtspersistenz nicht immer hinreichend abbilden konnen.
Demgegeniiber beschreibt das GARCH-Modell von Bollerslev (1986) einen Vola-
tilitdtsproze3 mit einem vergleichsweise langen Gedéchtnis. Eine Kombination
von GARCH- und Regime-Switching-Prozessen wurde dennoch lange Zeit als
nicht realisierbar angesehen, da die bedingte Varianz zum Zeitpunkt t von der ge-
samten Vergangenheit der betrachteten Zeitreihe abhéngig ist. Noch sehr viel stér-
ker als in MSM- oder ARCH-Modellen wird damit im Regime-Switching
GARCH-Modell die Verteilung der Variablen von vergangenen Regimen be-
stimmt. In der Kombination des Segmented-Trend-Modells mit dem populéren
GARCH(1,1)-Modell,

ye = p(S) + Vh(SHz
(4.50) 2 ~N(O, 1),

h(S:) = bo(S:) + b1 (S)) (-1 — /,L(S,_l))2+b2(S,)h(S,_1) )

ist zwar der Erwartungswert ausschlieSlich vom aktuellen Regime abhingig, die
bedingte Varianz zum Zeitpunkt ¢ wird jedoch von sdmtlichen vergangenen Reali-
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sationen der Regimeindikatorvariablen S, determiniert. Diese Eigenschaft 1468t sich
auf die GARCH-Komponente des Modells zuriickfithren: die bedingte Varianz
h(S;) ist abhingig von der bedingten Varianz der Vorperiode A(S;_), die wiederum
von dem realisierten Regime der Vorperiode S;_; abhingt, welches unbeobachtbar
ist und aus K moglichen Realisationen - eine je Regime — errechnet werden muf.
Die Varianz k(S;_;) ist wiederum eine Funktion der Varianz A(S,_,), die vom eben-
falls unbeobachtbaren Regime S,_, abhingt. Jeder der K Werte von A(S,—;) muB
also errechnet werden, indem die wahrscheinlichkeitsgewichteten Werte von
h(S->) aufsummiert werden. Letztlich ist A(S;) damit von der gesamten Stichprobe
der Regimeindikatorvariablen (von S; bis S;) abhéngig. Theoretisch miifite zur
Konstruktion der Likelihoodfunktion daher iiber sémtliche denkbaren Regimepfa-
de summiert werden. Dies wiirde bedeuten, daf fiir die ¢-te Beobachtung bzw. den
<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>